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Vorwort  zar  ersten  Auflage. 


Die  vorliegende  Arbeit,  welche  in  zwei  Lieferungen  erschienen 
ist,  von  denen  die  erste,  bis  §  40  reichend,  Ende  Februar  und  die 
zweite  Ende  September  1889  abgeschlossen  wurde,  war  —  in  be- 
schränkterem Umfange  und  mit  Hinweglassung  dessen,  was  sonst 
anderwärts  zusammengestellt  zu  finden  ~  ursprünglich  nur  für  die 
Zuhörer  meines  Vortrags  über  Elasticitätslehre  bestimmt,  mit  dem 
Ziele,  ihnen  die  erfahrungsmässigen  Grundlagen  der  technischen 
Elasticitäts-  und  Festigkeitslehre  zu  bieten,  ohne  hierzu  die  für  die 
Vorlesung  verfügbare  Zeit  (3  Stunden  im  Sommersemester),  welche 
mit  Rucksicht  auf  die  Behandlung  der  schwierigen  Aufgaben  dieses 
Gebiets  an  und  für  sich  knapp  bemessen  erscheint,  in  Anspruch 
nehmen  zu  müssen.  Wiederholten  Anregungen  schliesslich  Folge 
leistend,  übergebe  ich  dieselbe  mit  den  hierdurch  bedingten  Er- 
weiterungen der  Oeffentlichkeit. 

Sie  geht  davon  aus,  dass  es  in  erster  Linie  auf  die  Er- 
kenntniss  des  thatsächlichen  Verhaltens  der  Materialien 
ankommt. 

In  Gemässheit  dieses  Standpunktes  war  zunächst  der  unan- 
schauliche Begriff  des  Elasticitätsmoduls  fallen  zu  lassen.  Selbst 
wenn  man  von  der  verbreiteten  und  angesichts  des  wirklichen  Ver- 
haltens der  Stoffe  höchst  bedenklichen  Begriffsbestimmung  absieht, 
nach  der  unter  Elasticitätsmodul  diejenige  Kraft  zu  verstehen  ist. 
welche  ein  Prisma  vom  Querschnitte  1  um  seine  eigene  Länge  aus- 
dehnen würde,  falls  dies  ohne  Ueberschreitung  der  Elasti- 
citätsgrenze  möglich  wäre,  so  erweist  sich  der  Umstand,  dass 
der  als  Mass  der  Elasticität  für  die  Betrachtungen  und  Rechnungen 
geschaffene  Elasticitätsmodul  umgekehrt  proportional  der  Elasti- 
cität ist,  als  ausserordentlich  störend.  Durch  Einführung  des 
Dehnungskoefficienten  (§  2),   dessen  Grösse   in  geradem  Ver- 
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htthnissc  zar  Formänderung  steht,  lässt  sich  dieser  Uebelstand  aafj 
einfache  Weise  beseitigen.  Demgeroasa  sind  sämmtliche  ItecfannngenJ 
und  Erörterungen  mittelst  des  DohnungakoefScienten  durcLgeföhrt^ 
Die  Gewinnung  von  Massen  für  den  Dehnungsrest  und  für  die 
Federung,  d.  i,  die  eigentliche  Elasticität  zum  Unterschied  voa 
dem  Masse  für  die  Gesauimtdehnung,  ist  damit  ohne  Weiteres 
gesichert. 

An  die  Stelle  des  der  Anschanang  unzugänglichen  Schob- 
elast icitatsinoduls  tritt  der  Schuhkoefficient  (§  20),  dessen  Be- 
deutung unmittelbar  aus  dem  Vorgange  der  Schiebung  folgt. 

Sodann  war  der  mit  der  Längsdelmnng  (Zusammendrückung) 
vorknüpften  Querzusammenziehung  (Querdehnung)  (§  1) 
und  (leren  Einflusa  (§  7,  §  9,  Ziff.  1,  §  14,  §  20.  Ziff.  2,  S.  82 
u.  s.  w.)  mehr  Beachtung  zu  schenken,  als  dies  sonst  zu  geschehen 
pÜegt;  zumal  in  weiten  Kreisen  z.  Z.  noch  die  Auffassung  besteht, 
dass  die  Proportionalitüt  zwischen  Dehnungen  und  Span- 
nungen innerhalb  gewisser  Spannungsgrenzen  allgemein  giltig 
sei,  gleichgiltig,  ob  ausser  der  Zag-  oder  Druckkraft,  welche  in 
Richtung  der  Stabachse  wirkt,  auch  noch  Krfifte  senkrecht  zu 
Letzterer  thätig  sind  oder  nicht. 

Ferner  mussten  ans  der  meist  ganz  unbeachtet  gelassenen 
Thatsache,  dass  die  eben  erwähnte  Proportionalität  überhaupt 
nicht  für  alle  der  Technik  wichtigen  Materialien  vorhan- 
den ist,  die  nöthigen  Folgerungen  gezogen  werden.  Dies  trifft 
beispielsweise  zu  für  das  dem  Maschinenbau  unentbehrliche  and 
daselbst  so  vielfach  verwendete  Gusseisen,  bei  dem  die  Dehnungen 
rascher  wachsen,  als  die  Spannungen;  für  das  als  Kraftflber- 
iragungsmittel  so  wichtige  Leder,  bei  welchem  das  Umgekehrte 
stattfindet  u.  s.  f.  (insbesondere  g  2,  §  20,  Ziff.  4,  S.  85  u.  f.,  §  22, 
Ziff.  2,  g  26,  S.  113,  Fussbemerkung  1,  §  35  und  §  36,  §  40,  §  41, 
§  56.  S.  324  u.  f.,  §  58,  S.  344,  Fussbemerkung,  u.  s.  w.). 

Was  Einzelheiten  anlangt,  so  glaubte  ich  Werth  legen  sa 
Süllen  auf  die  Klarstellung  von  Begriffen,  wie  Festigkeit  (§  3), 
ProportionalitJlts-  und  Elasticitätsgrenze  (g  2,  g  4),  Knick- 
belastung (§23),  Zerknicknngskoefficient  (§26),  zulässige 
Anstrengung  (§  48.  Ziff.  I),  Einspannung  (§  53)  u.  s.  w.,  sowie 
auf  die  Beseitigung  von  eingebürgerten  Irrthämem.  M'ie  oft  wird 
beispiclswebe  die  Berechnung  auf  Schub  vorgeschrieben,  wo  Biegung- 
massgebend  ist  (§40,  §52);   wie  allgemein  ist  bei  Ermittlung  des 
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IMnurngskoefBcicDten  (ElasticitatemoduU)  aus  Biegungsversucheii 
te  EÜDlkas  der  Schubkraft  veroaclilässigt  worden  (§  22,  Ziff.  1, 
'^52,  Ziff.  2b);  wie  verbreitet  ist  die  Auffassung  der  unbedingten 
Sütigktit  der  Gleichung  der  einfachen  Zug-  und  Druckfestigkeit, 
•saA  welcher  es  nur  auf  die  Grösse  des  Querschnittes  ankomnit 
99i  S  13,  §  14);  wie  selten  wird  erkannt,  dass  die  Druckfestigkeit 
bciUktenalien.  wie  weichem  Stahl  u.  s.  w,,  die  Flieas-  oder  Qaetsch- 
Jiaue  ist  (§  II.  Schlass;  §  21,  Ziff.  1,  S.  122  u.  s.  f.). 

Die  bedeutende  Abhängigkeit  der  Biegungsfeatigkeit 
dss  Gusseisens  von  der  QuerBclinittsform  war  soweit  fest- 
mteileD,  dass  sie  rechnungsinässig  berücksichtigt  werden  kann 
(5»,  §2ä,  Ziff.  2). 

Das  immer  dringender  gewordene  BedQrfniss,  die  Anstreii- 
|EBDg  auf  Drehung  beanspruchter  Körper  von  nichtkreis- 
Ataigcm  Querschnitt  mit  mehr  Sicherheit  feststellen  zu  können, 
^  dies  bisher  möglich  war,  verlangte  eine  eingehende  Behandlung 
dtr  hierher  gehörigen  Aufgaben  {§  32  bis  §  30,  §  43,  §  47,  §  49, 
550,  8  02,  Fussbenierknng  S.  281  und  2»2).  Dabei  ergab  sich  die 
Sollitreiidtgkeit,  Formänderungen  in's  Auge  zu  fassen,  die  bisher 
hei  BearthcUuBg  der  Materialanstrengung  ganz  unbeachtet  gelassen 
TOdcn  waren  (§  34,  Ziff.  3). 

Dan  Umstände,  dass  die  zulässige  Sohubspannung  zur  zu- 
tangen  Norroalspannung  aiemlich  häufig  nicht  in  dem  Verhältnisse 
ttcbl,  wie  dies  die  Elasticitiitslehrc  ermittelte  (Gleichung  101,  102 
[f3l,  Oluichung  5  und  6)),  habe  ich  —  wie  bereits  in  meinen 
KMehinonelementen  1880  gelhan  (8.  11,  S.  205  u.  f.  daselbst)  — 
«Dreb  Einführung  des  Anstrengungsverhältnisses  Rechnung 
Hblgto  (»fl  iu  §  48,  Ziff.  2,  aueh  (i„  in  §  45  Ziff.  1). 

Die  AusaeracliL lassung  der  schon  ursprünglich  vorhan- 
l<iien  Krümmung  der  Mittellinie  bei  auf  Biegung  bean- 
■pracbten    Kilrpern    erschien    nicht    mehr    in   dem   Masse   zulässig, 

die«  bisher  bei  Berechnung  von  Kettenhakon  und  dergleichen 

■Hefa  allgemein  üblich  war.    Wenn  auch  die  Endergebnisse  der 

Bikcksicbl  hierauf  in  §  54  angestellten  Erörterungen  nichts 
10,  80  dürfte  doch  der  hierbei  eingeschlagene  Weg  zur 
eioes  besseren  Einblicks  in  die  Ansireugungs Verhältnisse, 
beitragen,  dass  Mancher,  welcher  bisher  die  ursprUng- 
mnng  nicht  berücksichtigte,  sie  mindestens  schätzungB- 
bei  Wahl  (ier  zulässigen  Anstrengung  in  Betracht  zieht. 
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In  g  ÖO  war  die  Anstrengnng  der  elliptischen  Platte  za 
bestimmen;  ausserdem  waren  bisher  nicht  beachtete  Einflüsse  fest- 
zustellen. Weitergehende  Ermittlungen  massten  namentlich  bei 
den  grossen  Schwierigkeiten,  welche  hierauf  bezüglichen  Versuchen 
begegnen,  zunächst  unterbleiben. 

Gern  hätte  ich  Versuche  der  in  §56  behandelten  Art  in 
grösserem  Umfange,  sowie  auch  solche  zu  §  57  durchgeführt.  Da 
mir  aber  weder  für  meine  Lehrthätigkeit,  noch  für  meine  Versucha- 
arbeiten  ein  Assistent  zur  Verfügung  steht,  und  der  eigenen  Arbeits- 
kraft durch  die  Natur  eine  Grenze  gezogen  ist,  auch  die  übrigen 
Mittel  sehr  knapp  bemessen  sind,  so  musste  wenigstens  vorerst 
Beschränkung  geübt  werden.  Dieselbe  Bemerkung  hat  auch  Gel- 
tung für  andere  Abschnitte,  insbesondere  für  §  61. 

Im  Ganzen  habe  ich  mich  namentlich  im  Hinblick  auf  die 
Bedürfnisse  der  mitten  in  der  Ausführung  stehenden  Ingenieure 
bestrebt,  die  einzelnen  Entwicklungen  so  viel  als  thunlicli 
für  sich  allein  verstündlich  durchzuführen  und  den  hierzu 
erforderlichen  mathematischen  Apparat  unter  Heran- 
ziehung von  Versuchen  nach  Möglichkeit  zu  beschränken. 
DaBB  sich  auf  diesem  Wege  Aufgaben,  welche  sonst  trotz  ihrer 
grossen  Wichtigkeit  gar  nicht  oder  nur  ganz  ausnahmsweise  be- 
handelt zu  werden  pflegen,  recht  klar  und  dazu  fruchtbringender, 
als  es  bisher  geschehen  ist,  erörtern  lassen,  davon  dürften  beispiels- 
weise die  §§  33,  34  und  43,  S.  220  u.  f.,  sowie  §  52,  Ziff.  2, 
Zeugniss  ablegen.  Die  Thatsache,  dass  die  vor  vier  Jahrzehnten 
von  de  Saint  Venant  gegebene  Lösung  der  Torsionsaulgabe  — 
ungeachtet  ihrer  wissenschaftlichen  Strenge  —  nur  ganz  vereinzelt 
Eingang  in  die  technische  Literatur  gefunden  hat,  dürfte  vorzogs- 
weise  in  dem  Mangel  an  verhältniasraässiger  Einfachheit  der  zur 
LöBUng  führenden  Rechnungen  begründet  sein. 

Um  den  Umfang  des  Buches  innerhalb  einer  gewissen  Grenze 
zu  halten,  wurde  die  zweite  Lieferung  etwas  weniger  umfassend 
gestaltet,  als  ursprünglich  geplant  war,  wodurch  übrigens  die  An- 
schauung über  die  wirklichen  Vorgänge,  über  das  thatsächlicbe 
Verhalten  des  Materials  eine  Beeinträchtigung  nicht  erfährt.  Es 
erschien  dies  um  so  mehr  zulässig,  als  seit  Abschluss  der  ersten 
Lieferung  das  v. Tetmajer'sche Werk:  „Die  angewandte  Elasti- 
citftts-  und  FeBtigkeitslehre"  mit  einer  Fülle  von  Beobach- 
tungsmaterial zur  Ausgabe   gelangt  ist  (siehe  auch   des  Verfassers 
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Besprechung  dieses  Baches  in  der  Zeitschrift;  des  Vereines  deutscher 
Ingenieure  1889,  S.  452  bis  455  und  S.  473  bis  479)  und  überdies 
die  werth vollen  Arbeiten  von  Mehrtens  vorliegen.  Beispiele  und 
Erfahrungszahlen  glaubte  ich  ohnehin  als  naturgemäss  in  meine 
Maschinenelemente  gehörig  dahin  verweisen  zu  sollen. 

Möge  auch  diese  Arbeit,  welche  nicht  mehr  als  ein  Schritt  in 
neuer  Richtung  sein  soll,  zur  Förderung  der  Technik  und  damit 
der  Industrie  beitragen,  indem  sie  die  Bedeutung  der  Erkenntniss 
des  thatsächlichen  Verhaltens  der  Materialien  klarlegt  und  indem 
aus  ihr  erhellt, 

dass  es  nicht  genügt,  von  dem  Satze  der  Proportionalität 
zwischen  Dehnungen  und  Spannungen  allein  ausgehend,  das  ganze 
Gebäude  der  Elasticität  und  Festigkeit  auf  mathematischer  Grund- 
lage aufzubauen, 

dass  es  vielmehr  für  den  Konstrukteur  —  namentlich,  wenn 
er  in  voller  Erkenntniss  der  wirklichen  Verhältnisse  die  Abmes- 
sungen festsetzen  und  sich  nicht  in  dem  Geleise  hergebrachter 
Formen  halten  will  —  nothwendig  erscheint,  immer  und  immer 
wieder  die  Voraussetzungen  der  einzelnen  Gleichungen,  welche  er 
benützt,  im  Spiegel  der  Erfahrungen,  soweit  solche  vorliegen,  sich 
zu  vergegenwärtigen,  und  die  auf  dem  Wege  der  Ueberlegung, 
der  mathematischen  Ableitung  gewonnenen  Beziehungen  hinsichtlich 
des  Grades  ihrer  Genauigkeit  zu  beurtheilen,  soweit  dies  bei  dem 
jeweiligen  Stande  unserer  Erkenntnisse  überhaupt  möglich  ist, 

und  dass  da,  wo  die  letzteren  und  die  Ueberlegung  —  Auf- 
suchung und  Ausbildung  neuer  Methoden  eingeschlossen  —  nicht 
ausreichen,  in  erster  Linie  durch  den  Versuch  Fragestellung  an 
die  Natur  zu  erfolgen  hat. 

Stuttgart,  den  30.  September  1889. 


Vorwort  znr  zweiten  Auflage. 


Die  zweite  Auflage  unterscheidet  sich  von  der  ersten  —  ab- 
gesehen von  der  Umarbeitung  des  Abschnittes  über  die  platten- 
förmigen  Körper  —  in  der  Hauptsache  durch  Ergänzungen,  ent- 
sprechend einer  Vermehrung  des  Textes  um  56  Seiten.  Beschrän- 
kung in  dieser  Hinsicht  zu  üben,  erschien  schon  deshalb  angezeigt, 
um  dem  Buche  das  Eindringen  in  weitere  Kreise  zu  sichern,  wozu 
gehört,  dass  der  Preis  desselben  eine  gewisse  Grenze  nicht  über- 
schreitet. Hierin  lag  auch  der  Grund,  der  veranlasste,  davon  ab- 
zosehen,  die  ursprüngliche  Idee,  eiae  Anzahl  von  Aufgaben  nebst 
Lesungen  aufzunehmen,  zur  Ausführung  zu  bringen. 

Die  Grundgedanken,  welche  bei  Abfassung  der  ersten  Auflage 
massgebend  waren,  sind  die  leitenden  geblieben,  weshalb  ich  in 
dieser  Beziehung  nichts  hinzuzufügen  habe.  Dass  die  Ersetzung 
des  Elasticitiltsmoduls  durch  den  Dehnungskoefticienten  nicht  ohne 
Bemängelung  abgehen  würde,  war  vorauszusehen.  Demgegenüber 
kann  ich  nur  auf  die  Arbeit  selbst,  insbesondere  auf  die  Fuss- 
bemerkung  zu  §  2,  verweisen,  welche  durch  Uebemahme  einer 
bereits  in  der  zweiten  Auflage  meiner  Maschinenelemente  gegebenen 
Darlegung  ergänzt  worden  ist.  Im  Laufe  der  Zeit  wird  sich  von 
selbst  entscheiden,  ob  die  Begriffe  „Elasticitätsmodul"  und  „Schub- 
elasticitätsmodul"  das  Feld  behaupten  oder  ob  die  Begriffe 
„Dehnungskoefficient"  und  „  Scbubkoefficieut"  an  deren  Stelle 
treten  werden. 

Im  Ganzen  hat  sich  die  Arbeit  einer  so  wohlwollenden  Auf- 
nahme seitens  der  Fachgenossen  zu  erfreuen  gehabt,  dass  ich  nicht 
nmhin  kann,  für  die  ausserordentliche  Förderung,  welche  hierin 
liegt,  zu  danken.  Die  Arbeitskraft  des  Einzelnen  ist  eine  be- 
grenzte und  das  Arbeitsfeld  des  Maschineningen  ieurwesens  ein  ao 
ausgedehntes,  dasa  der  Einzelne  selbst  nur  einen  kleinen  Beitrag 
durch  das  in  seinen  Arbeiten  enthaltene  Neue  zu  leisten  vermag, 
infolgedessen  dieses  der  entschiedenen  Förderung  durch  die  Fach- 
genossen bedarf,  soll  der  Fortschritt  ein  allgemeiner  und  i 
ein  erheblicher  werden. 

Stuttgart,  den  1.  Juni  189-1. 


i   damit    | 


Vorwort  zor  dritten  Auflage. 


Die  dritte  Auflage  ist,  abgesehen  von  einer  Anzahl  rechneri- 
scher Ergänzungen,  vorzugsweise  durch  Aufnahme  von  Versuchs- 
ergebnissen und  den  hierzu  gehörigen  Darlegungen  in  Zahl,  Wort 
und  Bild  ergänzt  worden.  Ich  halte  es  für  zweckmässig,  den 
Leser  geistig  Theil  nehmen  zu  lassen  an  den  wesentlichen  Einzel- 
heiten des  Versuchs  und  ihn  auf  diese  Weise  zu  beßlhigen,  sich 
nach  Möglichkeit  ein  eigenes,  auf  die  thatsächlichen 
Verhältnisse  gegründetes  Urtheil  zu  bilden.  Dem  jungen 
Fachgenossen  kommt  dabei  von  Anfang  an  zum  Bewusstsein,  dass 
es  sich  nicht  um  ein  Gebiet  handelt,  das  zu  einem  grossen  Theil 
bereits  abgeschlossen  ist,  wie  man  vielfach  anzunehmen  pflegt, 
sondern  dass  er  sich  auf  einem  Gebiet  befindet,  welches  selbst 
hinsichtlich  der  Feststellung  seiner  erfahrungsmässigen  Grundlagen 
noch  in  lebhafter  Entwicklung  begriffen  ist. 

In  dieser  Richtung  weiterzuschreiten,  dazu  veranlasste  nicht 
blos  der  leitende  Grundgedanke  des  ganzen  Buclies  (vergl.  Vorwort 
zur  ersten  Auflage),  sondern  auch  der  Umstand,  dass  in  mathe- 
matischer Hinsicht  ausführliche  und  vorzügliche  Werke  vorliegen: 
die  Arbeiten  von  Grashof,  Keck,  Müller-Breslau,  Ritter, 
Weyrauch,  Winkler  u.  A. 

Eine  vorurtheilsfreie  Ueberprufung  des  Standes  der  Elasticitäts- 
und  Festigkeitslehre  zeigt,  dass  die  physikalische  Seite  gegenüber 
der  mathematischen  Behandlung  in  gewissen  Richtungen  recht  er- 
heblich zurückgeblieben  war.  Damit  hängt  es  dann  auch  theil- 
weise  zusammen,  dass  mancher  der  an  und  für  sich  richtigen,  aber 
nicht  auf  ausreichend  sicherer  physikalischer  Grundlage  ruhenden 
mathematischen  Entwicklungen  der  Vorwurf  des  Zuweitgehens  oder 
gar  der  Unbrauchbarkeit  gemacht  werden  konnte.  Andererseits  Hess 
man    bei    der    mathematischen   Bearbeitung  Aufgaben  von  grosser 
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praktischer  Bedeutung  so  gut  wie  anbeacbtet,  oder  man  sah  bei 
ihrer  Einkleidung  in  das  mathematische  Gewand  von  Wesentlichem 
ab,  Hess  wohl  auch  im  Laufe  der  Rechnung  mehr  oder  minder 
weitgehende  Vernachlässigungen  eintreten,  ohne  dann  die  Ergeb- 
nisse durch  den  Versuch  einer  Prüfung  und  nOthigenfalls  einer 
Berichtigung  zu  unterziehen. 

Anf  diesem  Boden  gedieh  der  Satz  von  dem  Widerspruch 
zwischen  Wissenschaft  und  Praxis.  Man  übersah  dabei  allerdings, 
dass  eine  Wissenschaft,  die  im  Widerspruch  steht  mit  der  Wirk- 
lichkeit, d.  h,  mit  dem,  was  tliatsUchlich  ist,  oder  deren  Folgerungen 
zu  solchen  Widersprüchen  führen,  nicht  den  Anspruch  machen 
kann,  wirklich  Wissenschaft  zu  sein,  mindestens  nicht  in  Beziehung 
auf  diejenigen  Punkte,  welche  der  Wirklichkeit  zuwiderlaufen.  Wo 
ein  Gegensatz  zwischen  Wissenschaft  und  Praxis  in  die  Erscheinung 
tritt,  da  zeigt  eine  scharfe  Untersuchung  meist  sehr  bald,  dass  ent- 
weder die  Annahmen,  die  Grandlagen,  von  denen  die  wissenschaft- 
liche Betrachtung  ausgegangen  ist,  fehlerhaft  waren,  oder  dass  die 
Schlussfolge rungen  mit  Mängeln  behaftet  sind. 

Ich  habe  es  mir  von  vornherein,  d.  h.  mit  Eintritt  in  die  Lehr- 
thätigkeit  im  Jahre  1878,  zur  Aufgabe  gestellt,  mein  bescheidenes 
Theil  dazu  beizutragen,  dass  solche  Gegensätze  verschwinden'). 
Wissenschaft  und  ausführende  Technik  müssen  naturgemäss  Hand 
in  Hand  gehen.  Wo  dieser  Zustand  nicht  besteht,  da  muss  von 
beiden  Seiten  mit  Eifer  und  Ausdauer  daran  gearbeitet  werden, 
ihn  herbeizuführen.  Wer  in  dieser  Richtung  kräftig  strebt,  wird 
sehr  bald  zu  der  Erkenntniss  gelangen,  dass  den  Ingenieur  Wissen- 
schaften in  erster  Linie  eine  Sicherung  und  Erweiterung  ihrer  er- 
fahruDgsmässigen  Grundlagen,  d.  h.  eine  besondere  Pflege  ihrer 
physikalischen  und  chemischen  Seite,  noththut.  Die  Mathematik 
wird  hierbei  nicht  nur  ein  eehr  oft  ausserordentlich  werthvolles 
Hilfsmittel  sein,  sondern  sie  wird  häufig  das  Werkzeug  bilden, 
ohne  dessen  Vorhandensein  eine  tiefere  Erkenntniss  überhaupt 
unerreichbar  bliebe. 

Die  ausführende  Technik  ist  nach  meinen  Erfahrungen  immer 
dankbar,    wenn  ihr  die  Wissenschaft  Hilfe    leistet;    sie    läast    sich   i 
nicht  —  wie  wohl  zuweilen    gemeint    wird   —  durch    das  Schlag-J 


')  Vergl.   7..  B.  Zeitachrift   des  Vareines   deutscher  Ingenieure  1894,   S.  13G1 
I  1362:  1896,  S.  1215  und  1216;  1896,  S.  268  und  269. 
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wort  von  dem  Widerspruch  zwischen  Theorie  und  Praxis  abhalten^ 
die  wissenschaftlichen  Darlegungen  zu  studiren  und  zu  ver- 
werthen,  vorausgesetzt,  dass  diese  die  Anforderung  der  Klarheit 
und  genügender  Einfachheit  befriedigen.  Sie  weiss  ihr  Interesse, 
welches  die  volle  Beachtung  der  Wissenschaft  verlangt,  wohl  wahr- 
zunehmen. Aber  sehr  empfindlich  ist  sie,  wenn  ihr  von  wissen- 
schaftlicher Seite  Darlegungen  geboten  werden,  durch  deren  Be- 
folgung Schaden  entsteht.  Bei  der  unmittelbaren  und  oft  recht 
weitgehenden  Verantwortlichkeit,  welche  die  ausführende  Technik 
zu  tragen  hat,  erscheint  dies  durchaus  begreiflich.  Jeder  Verstoss, 
den  der  Ingenieur  gegen  die  Wirklichkeit  begeht,  pflegt  bei  der 
Ausführung  seines  Werkes  als  Fehler  an  das  Tageslicht  zu  treten 
und  in  irgend  einer  Form  Strafe  nach  sich  zu  ziehen.  In  der 
hieraus  folgenden  Nothwendigkeit,  möglichst  zuverlässig  zu  arbeiten, 
liegt  auch  einer  der  Gründe,  weshalb  schon  seit  längerer  Zeit  die 
Technik  und  ihre  wissenschaftlichen  Vertreter  nicht  blos  manche 
in  das  Gebiet  der  Physik  und  Chemie  gehörige  Zahl  genauer  fest- 
gestellt haben,  als  dies  von  der  Physik  beziehungsweise  der  Chemie 
selbst  geschehen  ist,  sondern  dass  sie  auch  manches  bisher  über- 
haupt nicht  Erkannte  aufgefunden  sowie  manchen  in'«  Dunkle  ge- 
hüllten Vorgang  aufgeklärt,  und  ganz  wesentlich  zur  Entwicklung 
und  Förderung  dieser  Wissenschaften  an  sich  beigetragen  haben. 
Ein  weiterer  Grund  dafür,  dass  die  Technik  der  Wissenschaft  an 
sich  häufiger  vorauseilt,  als  man  anzunehmen  pflegt,  ist  dadurch 
gegeben,  dass  ihr  Aufgaben  entgegengebracht  werden,  die  sie 
lösen  muss  —  möglichst  vollkommen,  namentlich  auch  in  wirth- 
schaftlicher  Beziehung  — ,  ohne  sich  auf  wissenschaftlich  Erkanntes 
stützen  zu  können.  Die  deutsche  Industrie  und  die  technischen 
Staatsbetriebe  Deutschlands  besitzen  eine  vergleichsweise  gi'osse 
Anzahl  von  Ingenieuren,  die  in  einer  Weise  streng  wissenschaftlich 
arbeiten,  wie  vielfach  selbst  von  Vertretern  der  Wissenschaft  nicht 
vermuthet  wird. 

Inwieweit  es  mir  mit  der  Bearbeitung  der  dritten  Auflage 
gelungen  ist,  zur  Klarstellung  schwebender  oder  aufgeworfener 
Fragen  (vergl.  z.  B.  den  Inhalt  von  §  4  und  §  5,  ferner  S.  116  u.  f., 
S.  192  u.  f.,  S.  211  u.  f.,  S.  470  u.  f.,  u.  s.  w.),  zur  Vertiefung  un- 
serer Erkenntnisse  auf  dem  Gebiet  der  Elasticität  und  Festigkeit 
beizutragen,  muss  ich  dem  wohlwollenden  Urtheil  der  Fachgenossen 
zur  Entscheidung  anheimstellen.    Gern  hätte  ich  noch  Weiteres  auf- 
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genommen,  aber  die  starke  Inansprachnahme  durch  die  unmittelbare 
Berufsthätigkeit,  zu  welcher  sich  z.  Z.  noch  die  Errichtung  eines 
Laboratoriums  für  Maschineningenieure  gesellt  hat,  im  Zusammen- 
hange damit;  dass  das  Buch  schon  seit  längerer  Zeit  vergriffen  ist, 
nöthigten  zur  Beschränkung. 

Stuttgart,  Anfang  Januar  1898. 


Vorwort  zur  vierten  Anflage. 


Die  vierte  Auflage  wurde,  abgesehen  von  einer  grösseren 
Anzahl  von  Ergänzungen  in  allen  bisher  vorhandenen  Abschnitten 
des  Buches  (vergl.  z.  B.  §  13,  Zifi*.  3,  §  22,  Ziff.  4  u.  s.  w.),  durch 
Aufnahme  eines  neuen  (achten)  Abschnittes:  „Allgemeine  Beziehun- 
gen über  Spannungen  und  Formänderungen  im  Innern  eines  elasti- 
schen Körpers"  erweitert.  Hierzu  veranlasste  in  erster  Linie  der 
Umstand,  dass  ich  seit  Erscheinen  der  dritten  Auflage  infolge  des 
wachsenden  Umfanges  der  mir  sonst  obliegenden  Verpflichtungen 
u.  A.  auch  die  Vorlesung  über  Elasticitätslehre  abgegeben  habe. 
In  diesem  Vortrag,  der  im  Jahre  1878  an  unserem  Polytechnikum 
mit  besonderer  Rücksichtnahme  auf  die  dem  Maschinenkonstrukteur 
sich  bietenden  Aufgaben  zur  Einführung  gelangte,  habe  ich  in  den 
21  Jahren,  während  der  ich  ihn  gehalten,  auch  das  gegeben,  was 
der  genannte  Abschnitt  bietet.  Die  Aufnahme  in  das  Buch  ist 
bisher  unterblieben,  weil,  wie  schon  in  dem  Vorwort  zur  ersten 
Auflage  ausgesprochen,  dasselbe  ursprünglich  nur  für  die  Zuhörer 
dieses  Vortrages  bestimmt  war. 

Ich  weiss  recht  wohl,  dass  die  Anzahl  derjenigen  Studirenden 
und  Ingenieure,  welche  sich  mit  den  allgemeinen  Betrachtungen 
über  den  Spannungs-  sowie  Formänderungszustand,  und  insbeson- 
dere den  aus  ihnen  sich  ergebenden  Gleichungen  zu  beschäftigen 
pflegen,  verhältnissmässig  gering  ist,  und  bin  der  Ueberzeugung, 
dass  dies  auch  voraussichtlich  so  bleiben  wird,  ohne  dass  hierin  ein 
schwerwiegender  Nachtheil  für  die  Technik  erblickt  werden  kann. 


[ 
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£s  setzt  dies  allerdings  voraus,  dass  sich  eine,  wenn  auch  kleine, 
ilioderzahl  erfolgreich  mit  Bearbeitung    des    hier    zur    Erörtening 
stehenden  Gebietes  befasst.     Der  grossen   Mehrzahl  der  mitten  in 
der  Ausführung    stehenden    Ingenieure,    welche  auf  den  Gebieten 
des  wirthschaftlichen   Lebens  leitend   oder  auch  noch  schöpferisch 
thätig  sein  müssen,  liegen  andere  Aufgaben  ob*),  und  bei  der  Be- 
grenztheit der  Arbeitskraft  des  Einzelnen  einerseits  und  angesichts 
der  ungeheuren  Ausdehnung  des  Ingenieurwesens  andererseits  wird 
die  Arbeitstheilung  zur  Nothwendigkeit. 

Diese  Verhältnisse  haben  mich  jedoch  niemals  abgehalten,  mit 
meinen   Zuhörern    die    Betrachtungen    durchzunehmen,    welche  zu 
den   allgemeinen    Gleichungen    der    Elasticitätslehre    führen.     Der 
zukünftige    Ingenieur    muss   —   auch  wenn  er  keine  Neigung  hat, 
an  der  Entwicklung  der  wissenschaftlichen  Grundlagen  des  Ingenieur- 
wesens mitzuarbeiten  — ,  die  allgemeinen  Grundlagen  der  Gebiete, 
die  er  studirt,   ausreichend  kennen.     Im  vorliegenden   Sonderfalle 
heisst  dies,  dass  ihm  dTe  allgemeinen  Gleichungen  der  Elasticitäts- 
lehre, wenn  sie  ihm  in  der  Literatur  entgegentreten,    nicht    fremd 
sein  dürfen.     Er  soll  —  wenn  auch  nur  in  beschränktem  Sinne  — 
ein  Urtheil  darüber  haben,  wie  sicher    oder    unsicher    die    Grund- 
lagen sind,    auf   denen  sich  derartige  Rechnungen  aufbauen,  und 
ob  aus  der  einen  oder  anderen    solcher    Rechnungen    ein    brauch- 
bares Ergebniss  für  das  Ingenieurwesen  zu  erwarten  steht.     Es  ist 
lör  den  ausführenden  Ingenieur  nicht  selten  ausserordentlich  wichtig, 
^iD  Urtheil,  wenn  auch  nur  einigermassen,  darüber  zu  haben,  was 
JDan  überhaupt  nicht,  oder  doch  nicht  sicher  weiss,  gegebenenfalls 
Dicht  sicher  ermitteln  kann. 

Ausserdem  kommt  in  Betracht,  dass  eine  strenge  Behandlung 
verschiedener,  für  die  ausführende  Technik  wichtiger  Aufgaben 
von  den  allgemeinen  Gleichungen  der  Elasticitätslehre  auszugehen 
oder  doch  auf  sie  zurückzugreifen  hat,  wenn  auch  nur,  um  zu 
prüfen,  ob  die  gemachten  Annahmen  mit  ihnen  in  Widerspruch 
stehen  oder  nicht.  Es  sei  hier  erinnert  an  die  Aufgaben  der 
Drehungselasticität,  deren  strenge  Lösung  allerdings  bisher  nur  für 
Wenige  der  in  Betracht  kommenden  Querschnitte  ausreichend  ge- 
lungen ist,  sowie  an  die  Aufgaben,  bei  denen  Normal-  und  Schub- 


*)  Vergl.  z.  B.  das  Vorwort  zur  achten  Auflage  der  Masohineneleiiiente  des 
Verfassers. 
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spiuinuiigen  in  den  Querschnitten  stabförmiger  Körper  gleichzeitig 
anftreten,  an  die  Aufgaben ,  welche  plattenförmige  Körper  und 
OefUsse  vielfach  bieten,  n.  a.  w. 

Wenn  anch  manche  Entwicklungen  in  dem  bisherigen  Inhalt 
des  Baches  (Abschnitt  1  bis  7)  auf  die  Ergebnisse  des  neuen 
achten  Abschnittes  hätten  gestützt  werden  können,  so  habe  ich 
dies  doch  absichtlich  unterlassen,  weil  ich  es  für  den  Ingenieur 
als  werthvoU  erachte,  jede  Untersuchung  für  sich  soweit  selbst- 
Btäudig  durchzuführen,  als  es  die  Verhältnisse  gestatten  und  als  im 
Einzelfalle  zweckmässig  erscheint,  und  zweitens,  weil  ich  der 
Ueberzeugung  bin,  dass  die  Elasticität  und  Festigkeit  am  erfolg- 
reichsten zunächst  in  der  Weise  studirt  wird,  dass  raau  von  den 
einfachen  Fällen  ausgeht  und  unter  Benutzung  der  hierbei  ge- 
wonnenen Ergebnisse  zu  zusammengesetzteren  fortschreitet.  Ich 
halte  dieses  Vorgehen  auch  dann  für  richtig,  wenn  der  Studirende 
aber  gute  Kenntnisse  auf  dem  Gebiete  der  höheren  Mathematik 
verfügt.  Die  Auffassung,  dasa  der  wissenäthaftlJche  Gang  bei  der 
Behandlung  der  Elasticitäts-  und  Festigkeitslehre  auch  für  den 
Ingenieur  vom  Allgemeinen  zum  Besonderen  zu  führen  habe,  ver- 
mag ich  nicht  zu  theilen.  Derjenige  Studirende,  welcher  beim 
erstmaligen  Studium  des  Gebietes  zunächst  die  seinem  Verständ- 
niss  näher  liegenden  Sonderfälle  mit  den  verschiedenen  Abweichun- 
gen von  den  Voraussetzungen,  welche  die  Elasticitätslehre  bei 
ihren  allgemeinen  Entwicklungen  nothwendiger  Weise  machen 
muss,  gründlich  studirt  hat  und  sodann  fortschreitend  schlieBsllch 
bis  zur  Klarheit  über  die  allgemeinen  Beziehungen  der  ElastdcitSts- 
lehre  gelangt  ist,  wird  bei  demselben  Zeitaufwand  in  der  Regel 
einen  weiter-  und  tiefergehen  den  Einblick  gewonnen  haben,  als 
derjenige,  welcher  den  umgekehrten  Weg  eingeschlagen  bat.  Ins- 
besondere  wird  dies  zu  Tage  treten,  wenn  es  sich  um  die  Ver- 
wendung der  Kenntnisse  auf  dem  Gebiete  des  Ingenieurwesens, 
also  um  das  Können  gegenüber  den  tausendfältigen  Aufgaben 
handelt,  die  das  Leben  fortgesetzt  bietet. 

Stuttgart,  Anfang  September  1901. 
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Einleitung, 

§  1.    Fonnändenug.    SpaDnang. 
Der  gerade  stabfiJrmige  Körper,  Fig.  1,    welchen  wir  nns  als 
Kreiscylinder  vorstellen  wollen,  besitze  die  Länge  l  und  den  Durch- 
messer d,    also    den  Querschnitt /= -.-(C.  Der- 

*  r 

selbe  werde  jetzt  —  Fig.  2  —  von  zwei  ziehen- 
den Kräften  PP  ergriffen,  welche  gleichmAssig 
über  die  beiden  EndqnerBcbnitte  vertheilt  angreifen 
und  deren  Richtung  mit  der  Stabachse  zusammen- 
ftllt,  Ihre  Grösse  liege  unterhalb  der  Grenze,  bei 
welcher  eine  Aufhebung  des  Zusammenhanges  des 
Stabes,  ein  Zerreissen  des  letzteren,  eintreten 
würde;    sie    halten   sich   demnach    nn    dem   Stabe  ^ 

j    das  Gleichgewicht.  *■>«- 1-     fg-  *■ 

I  Unter  der  Einwirkung  dieser  Kräfte 

I  a)    vergrössert    sich    die    Länge    des    Stabes   von  l  auf  /,, 

d.  h.  um  /,  —  l^  X 
und 

b)    vermindert  sich  der  Durchmesser  des  Stabes  von  d  auf 

(/, ,  d.  h.  um  d  —  d,^d. 
Es  findet  also  gleichzeitig  eine  ÄusdehnuDg  in  Richtung 
der  Stabachse  und  eine  Zasammenziehung  (Kontraktion)  senk- 
fecht  tu  derselben  statt.  Die  Letztere  erweist  sich  Übrigens  weit 
Weiner  als  die  Erstere  (vergl.  §  7).  Die  Aenderung  der  Form, 
"eiche  der  Körper  durch  die  ihn  ergreifenden  Kräfte  PP  erftlhrt, 
ifi  hiernach  eine  doppelte,  wenn  auch  verschieden  grosse. 

B*tk,EUMlcllIt.    4.  AnH.  1 


A^ 


2  EinleituDg. 

Wirken  die  beiden  Kräfte  PP  nicht  ziehend,  wie  in  Fig.  2 
angenommen,  sondern  drückend  auf  den  als  kurz  vorausgesetzten 
Körper,  wie  in  Fig.  3  dargestellt  ist,  so  besteht  die  eintretende 
Formänderung 

a)  in  einer  Verkürzung  der  Länge  des  Cylinders  von  l  auf 
Ijy  also  um  X=l  —  Ijy 

und 

b)  in  einer  Vergrösserung  des  Durchmessers  des  Cylin- 
ders von  d  auf  dg,  also  um  d  =  rfj  —  d. 

Es    findet    somit    gleichzeitig     eine    Zusammen- 
S  drückung    in    Richtung    der   Cylinderachse    und    eine 

ui-tU..^       Ausdehnung    senkrecht    zu    derselben,     eine    Quer- 
I        dehnung,  statt. 

I  Der  Vergleich    dieser  bei  der  Druckwirkung  auf- 

-*-       tretenden  Erscheinungen    mit  den  bei  der  Zugwirkung 
^  sich  einstellenden  zeigt,  dass  die  Umkehrung  der  Kraft— 

Fig.  3.  richtung  auch  die  Formänderungen  umkehrt.     Wird  di^ 

Richtung  der  ziehenden  Kraft  als  positiv,  diejenige  der- 
druckenden  Kraft  als  negativ  bezeichnet,  so  hat  zur  Folge 

-\-  P  eine  positive  Ausdehnung  in  Richtung  der  Stabachse  uad 

negative  -  senkrecht  zur 

—  P  eine  negative  Ausdehnung  in  Richtung  der  Stabachse  und 

-     positive  -  senkrecht  zur 

Wir  denken  uns  in  dem  Stabe,  an  welchem  sich  die  Kräfte  PP 
das  Gleichgewicht  halten,  einen  Querschnitt.  Die  auf  beiden  Seiten 
desselben  liegenden  Stabtheile  werden  infolge  des  Vorhandenseins 
dieser  äusseren  Kräfte  mit  gewissen,  über  den  Querschnitt  ver- 
theilten  Kräften  auf  einander  einwirken.  Die^e  inneren  Kräfte, 
bezogen  auf  die  Flächeneinheit,  heissen  Spannungen,  und  zwar 
Z.ugspannungen,  Spannungen  im  engeren  Sinne,  positive 
Spannungen,  wenn  die  äusseren  Kräfte  ziehend  wirken  (Fig.  2), 
oder  Druckspannungen,  Pressungen,  negative  Spannungen, 
wenn  die  äusseren  Kräfte  druckend  thätig  sind  (Fig.  3). 

Insoweit  zum  Ausdruck  gebracht  werden  soll,  dass  diese  inneren. 
Kräfte  senkrecht  zum  Querschnitt,  d.  h.  senkrecht  zu  den  Flächen^ 
dementen,  in  denen  sie  wirken,  gerichtet  sind,  werden  sie  als 
Normalspannungen  bezeichnet. 

Unter  den  Voraussetzungen  gleichmässiger  Vertheilung  der 
Kräfte    PP    über    die    beiden    Endquerschnitte    des    Stabes    und 
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irdiAUB  gleichartiger  Beschaffenheit  des  Stabmatcrials  wird  auch 
le  Spannang  für  die  einzelnen  Theile  des  in  Betracht  gezogenen 
tabqaerseimittcs,  d.  h.  für  die  einzelnen  Fliichenelemente  desselben, 
leid)  gross  sein.  Bezeichnen  wir  dieselbe  mit  tr,  so  erscheint  sie 
estimint  dnrch  die  Gleichnng 

"-f-- '• 

Streng  genommen  mttsste  hierin  /  denjenigen  Querschnitt  be- 
lentm,  welchen  der  Htab  thatsächlich  besitzt,  während  er  durch  P 
belastet  ist.  Wie  wir  oben  (S.  1  und  2)  bei  b)  sahen,  ändert  sich 
TLnl«r  Einwirkung  der  äusseren  Kräfte  nicht  blos  die  Länge,  son- 
Äem  anch  der  Durchmesser  des  Körpers  nnd  damit  auch  der  Quer- 
«liiiitl.  Unter  Umständen  kann  diese  Queraclmittsänderung,  welche 
tUfcDgt  von  der  verhältnissmassigen  Grösse  der  Belastung  und  der 
Art  des  Materials,  von  Bedeutung  werden.  Aus  diesem  Grunde 
al  es  nothwendig,  festzuhalten,  dass  die  Gleichung  1  die  Span- 
nimg  ff  bezogen  auf  den  ursprünglichen  Stabqnerschnltt 
liefert,  sofem,  wie  oben  angenommen,/  den  Querschnitt  des  un- 
litluteten  Stabes  bezeichnet. 


i  1    Uebnntig.     Dehnnngäkoefficient.     Pr«[iortioualitütsgrenze. 

FUeäsgrenzc, 

Die  absolute  Grösse  i  der  Längenänderung  (vcrgl,  §  1,  a)  hängt 

•b  »on  der  araprünglichen  Länge  /  des  Stabes.  Um  sich  für  Zwecke 

üerBechnnng  von  dieser  Abhängigkeit  zu  befreien,  pflegt  man  die 

(nfdie  Längeneinheit  bezogene  Längenänderung 


/ 


1) 


•MOgeben.  Üieac  verhältnissmässige  (specifiscbe)  Längen- 
bdening  *  wird  dann  kurz  mit  Dehnung  bezeichnet,  und  zwar 
•li  ptflitive  oder  negative,  je  nachdem  es  sich  um  Verlängerung 
Wareh  eine  Zugkraft)  oder  um  Verktlrzung  (durch  eine  Druck- 
biß)  handelt. 

Die  BeHtimmnng  der  Dehnung    durch    die   Gleichung  1    setzt 
m  den  Fall,  doss  die  ursprüngliche  Länge  l  nicht  eine  sehr  kleine 
QrttM   kt,    voratiB:    es    sei    die    Dehnung    an    allen    Stellen    der 
le  t  gleich  gross. 


4  Einleitung. 

Hinsichtlich  des  Zusammenhanges  zwischen  der  Dehnung  c  mxi 
der  zugehörigen  Spannung  a  (vergl.  §  1)  pflegt  angenommen  ki 
werden,  dass  innerhalb  gewisser  Belastungsgrenzen  Proportionalita 
zwischen  ihnen  bestehe,  entsprechend  der  Gleichung 

€  =  a  a,    .     : 2) 

worin 

«  =  -  =  --=— ^  3) 

a        l    a        l    P 

eine  innerhalb  der  erwähnten  Belastungsgrenzen  konstante  Er- 
fahrungszahl bedeutet,  nämlich  diejenige  Zahl,  welche  angiebt, 
um  welche  Strecke  ein  Stab  von  der  Länge  1  bei  einer 
Belastung  gleich  der  Krafteinheit  (Kilogramm)  auf  die 
Flächeneinheit  (Quadratcentimeter)  seine  Länge  ändert, 
oder  kurz:  die  Aenderung  der  Längeneinheit,  d.  h.  die 
Dehnung,  für  das  Kilogramm  Spannung.  Diese  Erfahrungs- 
zahl sei  demgemäss  als  Dehnungskoefficient  bezeichnet. 

Diese  Begriffsbestimmung  liefert  die  Dehnung  unmittelbar  als 
Produkt  aus  Spannung  und  Dehnungskoefficient,  und  die  Aenderung 
des  ursprunglich  /  langen  Stabes 

sowie  die  Spannung  als  den  Quotienten:  Dehnung  durch  Dehnungs- 
koefficient, d.  i. 


^)  Dieser  Ausdruck  entspricht  ganz  demjenigen,  welcher  sich  für  die  Aos- 
dehnung  eines  Stabes  durch  die  Wärme  oder  auch  für  die  Zusammenziehnng  in 
Folge  Abkühlung  ergiebt,  wie  folgende  Betrachtung  deutlich  zeigt. 

Ein  Stab  von  der  Länge  l^  und  der  Temperatur  t^  wird  auf  die  Temperatur  t^ 
gebracht.     Hierbei  dehnt  sich  derselbe  aus  um 

«..('.-'a)'«i 

sofern  a^  den  Längenausdehnungskoefficienten  durch   die  Wärme,    d.  h.  die  Zu- 
nahme der  Längeneinheit  für  1°  Erwärmung,  bedeutet. 

Ein  Stab,  welcher  anfangs  so  belastet  ist,  dass  in  seinen  Querschnitten  die 
Spannung  a^  herrscht,  besitzt  in  diesem  Zustande  die  Länge  /^.  Durch  Ver- 
mehrung der  Belastung  steigt  die  Spannung  auf  <r^.  Hierbei  dehnt  sich  der 
Stab  aus  um 

worin  «  den  oben  erörterten  Dehnungskocfficienten  bedeutet. 
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4) 


VfT  reciproke  Werth  von  a  wird  aU  Eiasticitatsmodul  be- 
ttiftbel.  lieber  die  diesem  Begriff  gegebene  Deutung  vergleiche 
du  ta  der  Fussbemerknng  S.  4  u.  f.  Gesagte. 

WiD  uniuhtlich,  tritt  eiufitcli  ud  clis  Stelle  des  TemperatuniuterscluedeB  i  — f , 
dtr  SpMBuogsunteräclued  a,  —  a^  und  im  die  Steile  des  Länge uausdelunrngs- 
tMÜciealcn  tlurch  die  WSrnie  der  DebnungskoefGcient.  Beide  £rfabrungszahleu 
liod  blarbtfi  allvnliogs  als  unrerSoderlich  vorausgesetzt,  veoigstens  iauerhall> 
£a«  Tein[iDralciT-  bezieh iiog^ weise  SpiutamigsuDlerscliiedu. 

bis  xuni  Ereuliclnen   der  ersten  Anflüge   difses   BiR-lics  in   der  tecli- 
lärhai   LitKtntac    gntiz    allgemein    üblich    geweaeo,    niubt    mit    dem    Dehaungs- 

"^"itTTt   w,    euudeni    lult   dem   riMiiprukea  Wertlie   desselben,    d.  h.  mit  — ^ 
IvchauB,   unil   für   diesen   den  Begriff  dea  KlaaEicitätsnioduls    eiaziiffdireu. 
odb«  ist  duiu  erlcUrt  worden   als  diejenige  Krnft,   welche  ein  Prismu   vom 
Vwndmiu  1  um  seine    eigene  Länge   uiisdehnen  würde,    fuUs  dies   ohne  Utiber- 
der   Elastiuiljitsgrenze    möglich    wäre.     (So   z.  B.    Weisbach,    Lehr- 
tet iIbt  logeio'enr-  und  Maschinen mechanik,   l.  Band,  5.  Auflage,  S.  386,   u.  A.; 
ültlesax  ugt  in  der  vierten  Auflage  seines  Kimatrukteurs,  S.  1:  „Elusticitäts- 
■odul    iit    dieji^nige   .Spannung,    bei    ivelcher   ein    prieiuatisuber,    in 
IMttr  Ltngenrichtung  beanspruehter  Kürper  um  seine  gnoite  Länge 
Mlgcilikiit  udur  iiisammengepresal  wird  [eine  «olche  PormandertiDg  aU 
eh  vonuageietzt].'']    Die«  liefert  für  das  schmiedbare  Eisen  rund  9000000  kg. 
hat   lieh   alsii   diese  Kraft  vnn  zwei  Millionen  Kilogramm  auf  ein  scltmied- 
ic*  Ftisiaa    von    1  (jcm  Querschnitt   wirkend   vorzustellen.     In  Wirklieldieit 
»  bei   etwa   1600  hg    xchou    die  Ptviponiunalimtegrenze,    iQuerliull»  welcht<r 
Mqil  die  Gleichungen  2  bis  4  für  schm.iedbares  Eisen  als  giltig  angeuuiumou 
•ntto   dirten,    überschritten    und    Yurwussiclittich   bei  4000  kg  der  Stab   bi-reil^ 
Mut'  Wie  man  sich  die  Zusammeodrüuknng  eines  Körpers  um  seine  ganze 
»rstcllen  s»ll,  dnrf  imerörtert  bleiben. 
VcrfaMi-r    ist   dar  Ansicht,    dass   eine  solche,    mit   dem   tliatsäch lieben  Ver- 
I  dM  Uattrials   nicht   im  Einklang  stehende  Begriffsbestimmung  höchst  bc- 
tnklich  erscheint  und  jedenfalls  nicht  ohne  den  dringendsten  Zwang,  oder  ohne 
torfi*fhlagende  Nütilichkeilsgründe  als  zulässig  bezeichnet  werden  kann.    Seines 
rnutu    der  Unindbegriflf  der  ganzen  Elasticitäts-   und  Festigkeitslehre, 
li.  BÄtii  dem  bisherigen  Standpunkt  dieses  Thailes  der  Mechanik  die  Erfahrungs- 
«clehe  DeUniing  und  Spannung  Terblndet,  so  erblüit  werden,   wie  es  dem 
il^hlichcti  Verhalten  des  Matoriuls  entspricht,  damit  dieser  Grund - 
mit  ihm  die  Ilanptgesotzo  dieses  Verhaltens  in  Fleisch  und  Blur  über- 
-pW    t>M    ift    für   den   mitten   tn  der  Ausführnng  stehenden,    zu  ru^chen  Ent- 
temnlaMtvn  Techniker  eine  Not h wendigkeit.    Die  Bedeutiing  von  ti  als 
der  1.011  gene in huit   für  das  ICilogrunim  Spannung  ist   eine   eu   einfache 
'jicbc,    (law,    wenn   nicht  die  Macht  der  Gewohnheit  iu  Betracht  käme, 


ß  EinleituDg. 

Die  Spannung,  bis  zu  welcher  hin  die  Proportionalität  zwischen 
Dehnungen  und  Spannungen  als  vorhanden  vorausgesetzt  wird,  führt 
den  Namen  Proportionalitätsgrenze.  Je  nachdem  es  sich  hier- 
bei um  Zug-  oder  Druckspannungen  handelt,  kommt  die  Propor- 
tionalitätsgrenze gegenüber  Zug  bezw.  Druck  in  Betracht,  a  pflegt 
innerhalb  dieser  beiden  Spannungsgrenzen  als  gleichbleibend,  also 
unabhängig  von  der  Grösse  und  dem  Vorzeichen  von  a  voraus- 
gesetzt zu  werden.  Inwieweit  diese  Voraussetzung  zutreffend  ist, 
darüber  giebt  das  in  §  4  enthaltene  Versuchsmaterial  Auskunft. 
Bemerkt  sei  jedoch  schon  hier,  dass  es  nur  eine  Minderzahl  von 
Stoffen  ist,  für  welche  innerhalb  gewisser  Belastungsgrenzen  Pro- 
portionalität zwischen  Dehnungen  und  Spannungen  besteht,  und 
dass  demzufolge  die  grosse  Mehrzahl  der  Körper  auch  keine  Pro- 
portionalitätsgrenzen besitzt. 

Behufs  Gewinnung  eines  anschaulichen  Bildes  über  das  Gesetz, 
nach  dem  sich  Dehnungen  und  Spannungen  ändern,  greifen  wir 
zur  bildlichen  Darstellung. 

OS  uiclit  erklärlich  orseheinen  würde,  dass  der  unanschauliche  Begriff  des 
Klasticitatsmoduls  —  dieses  bleibt  er,  auch  wenn  andere  Erklärungen  als  die 
oben  l>esprncliene  aufgestellt  werden  —  nicht  schon  längst  von  der  technischen 
Literatur  über  Bortl  geworfen  ist. 

Der  Unibtand,    dass    es    an    einzelnen  Stellen    für  Kechnungszwecke   1)6- 

(luenier  erscheint,    an  Stelle  von  «  mit         zu    rechnen,    wobei    übrigens    wieder 

die  Macht    der  Gewohnheit    und    zwar    ganz  erheblich  einwirkt,    berechtigt  noch 

lange    nicht    dazu,  zum  Grundbegriff  der  Elasticitäts-  und  Festigkeitslehre  m 

macheu,  deren  Aufgabe  doch  schliesslich  darin  besteht,  das  wirkliche  Verhalten 
des  Materials  gegenüber  tier  Einwirkung  äusserer  Knifte  klarzulegen,  und  nicht 
blos  der  Kechnung,  sondern  namentlich  auch  der  Anschauung  mög- 
lichst zugänglich  zu  machen. 

^Veiter  kommt  in  l^»tracht,  dass  die  Zahl,  welche  Dehnungen  und  Span- 
nungen verbindet,  naturi^emäss  ein  Mass  für  die  Formänderung  des  Materials 
/u  lulden   hat,    und    zwar  denirt,    da>s  sie,    je  nachgiebiger  ein  Stoff  ist,   um  so 

grösser    >eiu    muss.     Nun   ist   aber  der  Elasticitätsmodul,    d.h.  -     ,  umgekehrt 

f< 

proportional  der  Gri»sse  der  Läugeuändening,  sodass  einem  Material,  welches 
eine  gi'o>«»eiv  Dehnung  orgiebt.  dessen  Nachgiebigkeit  also  bedeutender  ist,  ein 
kleinerer  Klasticitätsniodul  ent>pricht.  und  umgekehrt.  Dies  erweist  sich  oft  recht 
unbetpiem,  namentlich  für  den,  der  sich  mit  dem  Material  selbst  zu  be- 
schäftigen hat.  Der  Dehnnng>koefticient  a  dagegen  steht  in  geradem  Veriiält- 
nisse  zur  Fonnändorunir.  ist  ;dso  thatsächlich  ein  direktes  Mass  derselben. 
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Fig.  1. 


Auf  der   Abscissenachse  0  X,  welche  senkrecht  aDgenommen 
sein  soll,    werden  die  Belastungen  P  aufgetragen,    auf   der    wag- 
rechten   Ordinatenachse    0  Y    die    durch 
diese   Belastungen    veranlassten    Ausdeh- 
nungen Jl.     Um    diejenigen    Verhältnisse, 
welche  hier  zunächst   klargestellt  werden 
sollen,    recht    deutlich    hervortreten    zu 
lassen,    werde    ein    Körper    aus    zähem 
Schmiedeisen  (Flusseisen)  zu  Grunde  ge- 
legt und  der  Massstab  für  die  Dehnungen 
verhältnissmässig  sehr  gross  gewählt.    Wir 
erhalten  die  in  Fig.  1  dargestellte  Schau- 
linie  OQABJ^      Für^   den     beliebigen 
PunkrQ  ist  OQ,  =  Q^Q  die  Belastung  P 
und  OQ3  =  QiQ  die  zugehörige  Verlängerung  X, 

Wie  ersichtlich,  verläuft  die  Linie  bis  zum  Punkte  A  als 
Gerade,  entsprechend  dem  Umstände,  dass  von  der  Belastung 
^  =  0  bis  P=OAi  Proportionalität  zwischen  Belastungen  (Span- 
nungen) und  Verlängerungen  (Dehnungen)  besteht.  Bei  höherer 
Belastung  (über  P  =  OA^  hinaus)  beginnt  die  Verlängerung  rascher 
zu  wachsen :  die  Schaulinie  löst  sich  tangential  von  der  Geraden 
OQA  nach  der  Ordinatenachse  0 Y  hin.  Von  B  an  verläuft  sie 
(auf  eine  längere  Strecke)  fast  parallel  zu  dieser,  wie  zunächst 
angenonmien  werden  möge,  entsprechend  einem  ausserordentlich 
starken  Wachsthum  der  Verlängerungen  bei  sehr  geringer  Steigerung 
^er Belastung:  der  Stab  streckt  sich.  Der  Eintritt  des  Streckens 
zeigt  sich  beispielsweise  bei  den  Materialprüfungsmaschinen  mit 
Waghebel  durch  Fallen  desselben,  bei  den  Maschinen  mit  Messung 
^er  Belastung  durch  Quecksilbersäule  (Amsler-Laffon)  durch 
Sinken  der  Letzteren  u.  s.  w.  Der  Stab  streckt  sich  unter  einer 
Belastung,  die  häufig  kleiner  zu  sein  pflegt  als  diejenige,  bei  welcher 
^  Strecken  begann.  Verfolgt  man  den  Verlauf  des  Linienzuges 
in  solchen  Fällen  näher,  so  zeigt  sich  z.  B.  für  zähes  Flusseisen 
ein  ziemlich  plötzlicher  Abfall  bei  B  und  darauffolgendes  lang- 
sames Ansteigen,  etwa  wie  in  Fig.  1  durch  die  gestrichelte 
Linie  BDE  angedeutet  ist.  Nicht  selten  wird  ein  wiederholter 
Abfall  und  darauffolgendes  Ansteigen  beobachtet. 

Die  Linie  der  Verlängerungen  weist  hiemach  zwei  ausgezeich- 
nete Stellen  A  und  B  auf.   Bei  A  geht  die  Proportionalität  zwischen 


Belastungen    und    Verlängerungen    zu    Ende: 
P  ^  OA,^  A^A   entspreohende  Spannung  a  = 


die    der    Belastung 
P 


ist  demnach  die 


Proportionalitätsgrenze.  In  B  beginnt  der  Stab  sich  verhältnias- 
mässig  sehr  stark  zu  strecken,  gewiss ermassen  zu  fliesscn:  die 
Spannung,  welche  der  zum  Punkte  ß  gehörigen  Belastung 
P  =  Öß,  =  B,f{  entspricht,  MÜrd  deshalb  als  Streck-  oder  Fliess- 
greuze  bezeichnet. 

Handelt  es  sich  um  Druckbelastung,  so  tritt  an  die  Stelle  des 
Streckens  des  Körpers  ein  Zusanimenquetschen  desselben.  Man 
spricht  dann  von  Fliess-  oder  Quetschgrenze  und  versteht 
darunter  diejenige  Druckspannung,  bei  welcher  das  Material  ver- 
hältnissmäsaig  rasch  nachgiebt,  ohne  dass  Zerstörung  eintritt. 

Wie  bereits  erwähnt,  besitzen  nicht  alle  Stoffe  Proportion  all  tfits- 
grenzen.  Dasselbe  ist  auch  hinsichtlich  der  Streck-  und  Quetsch- 
oder Fiiessgrenze  zu  bemerken. 

Die  Fliessgrenze  und  die  Proportionalitätsgrenze  werden  nicht 
selten    als    nahe    bei    einander    liegend    ermittelt,    eo    z.  B. 
weichem  Stahl. 


b^ 


§  3.     Brnchbelastang.     Zugfestigkeit.    Querschnittsver minder iing. 
Brncliilehnuiig.    Arbeits  vermögen. 
Wird  die  Belastung  des   Stabes,    die    wir    uns  im   Folgcuden 

zunächst  nur  als  Zug  vorstellen,  fortgesetzt  gesteigert,  so  findet 
schliesslich  eine  Trennung  desselben,  ein  Zerreissen  (Zer- 
brechen) statt. 

Denken  wir  uns  den  in  §  2  erwähnten  Schmiedeisenstab  io^ 
eine  Materialprüfungsniaschine  eingespannt,  welche  die  Linie  der 
Verlängerungen  selbstthätig  aufzeichnet  derart,  dass  die  Belastungen 
die  senkrechten  Abscissen  bilden,  während  die  Verlängerungen  l 
die  zugehörigen  wagrechten  Ordinalen  liefern,  und  sodaun  die  Be- 
lastung allmählich  bis  zum  Zerreissen  gesteigert,  so  erhalten  wir 
die  Schaulinie  OBCEF^)  in  Fig.  1.  Hierbei  sind  die  Verlängerungen 
im  Verhältniss    viel   kleiner    als    in  Fig.  1,  §  2  gewählt.     Infolge 

*)  ZuverlÜGsiger  als  durcL  eine  solche  lueoliiLiiisclie  N'orrictituDg  l&sst  sieli 
die  Delmungslinio  dadurch  festlegen,  daaa  für  versuhiedeao  Belastiingea  die  xu- 
gehürigeu  Verlan gcruDgen  beKtimint  und  damit  die  erforderlichen  Punkte  für  die 


§  3.    Bruchbelastung.     Zugfestigkeit. 


dieses  kleinen  Massstabes  ftir  die  Werthe  von  X  löst  sich  die  Deh- 
nungsknrve  erst  später  von  der  Achse  OX  (Achse  der  Belastnogen). 
Sie  läuft  alsdann  eine  Strecke  nahezu  wagrecht')  und  steigt  hier- 
auf langsam  an  bis  zum  Punkte  E.  Von  dieser  Verlängerung 
X  =  OE^y  welche  die  der  Messung  unterworfene  Stabstrecke  un- 
mittelbar bei  der  Belastung  P=£2-ß  ergiebt,  wird  angenommen,  dass 
sie  sich  gleichmässig  über  die  ganze  Länge  dieser  Strecke  vertheilt. 
Nachdem  diese  Verlängerung  OJK,  eingetreten  ist,  beginnt  der 
Stab  an   einer  Stelle   sich   einzuschnüren,    also    hier    seinen  Quer- 


ae 


& 


s> 


Cu 


'&. 


*^ 


Fig.  1. 


schnitt  stärker  zu  vermindern,  Fig.  2  (vergl.  auch  Fig.  8  auf  Tafel  I). 
Die  Belastung  P,  welche  von  jetzt  an  zu  weiterer  Verlängerung 
erforderlich    ist,    nimmt    ab,    bis    sich    schliesslich    der   Stab    bei 

i==OFj  trennt*).     Die  Belastung  im  Augenblicke  des  Zerreissens 

i8t;F^<  E^. 

Kur?e  erlangt  werden.  Nach  Ueberschreitung  der  Streckgrenze  verfährt  mau 
dabei  zweckmässig  derart,  dass  jeweils  die  Belastung  abgelesen  wird,  bei  welcher 
öiie  angenommene  Verlängerung  eintritt.  Nach  einiger  Uebung  lässt  sich  auf 
diese  Weise  die  Dehnungslinie  bis  in  die  Nähe  des  Bruches  mit  ausreiclit^uder 
Genauigkeit  feststellen.  Eine  gewisse  Unsicherheit  pflegt  nur  an  den  in  Fig.  1 
dorch  Strichclung  hervorgehobenen  Stellen,  d.  i.  auf  der  Strecke  B  (J  (vergl.  §  2, 
%•  1)  und  in  der  Nähe  des  Bruches  zu  bestehen. 

0  Das  in  §  2  besprochene  Sinken  der  Belastung  mit  Eintritt  des  Fliessens 
Pfl^en  die  üblichen  Vorrichtungen  zum  selbstthätigen  Aufzeichnen  der  Ver- 
'^'^rungen  nicht  darzustellen. 

*)  Es  ist  noch  nachzuweisen,  ob  der  Grusstwerth  der  Belastung  des  Stabes 
genaa  mit  dem  Beginn  der  Einschnürung  zusammenfallt.  Für  die  Nothwendig- 
keit  eines  solchen  Nachweises  spricht  die  Beobachtung,  dass  zuweilen  bei  zähem 


10  Einleitung. 

Die  grösste  zar  Aufhebung  des  ZusammenhaDges  des  Stabes 
erforderlich  gewesene  KtslÜ  E^E  =  Pmax  wird  als  Bruchbelastung 
bezeichnet*).  Die  Spannung,  welche  dieser  zum  Zerreissen 
nöthigen  Belastung    entspricht,    heisst   Zugfestigkeit.      Dieselbe 

ist  hiernach  unter  der  Voraussetzung  gleich- 
massiger  Lastvertheilung  über  den  Querschnitt 

Pi^,  2.  ET  Bruchbelastung 

'        Stabquerschnitt 

Hierbei  erhebt  sich  die  schon  zu  Gleichung  1,   §  1  berührte 

Frage,  mit  welchem  Querschnitt  die  Bruchbelastung  zu  theilen  ist: 

Soll  der  ursprüngliche  Querschnitt  des  Stabes,  oder  soll  derjenige 

Querschnitt  gewählt  werden,    den    der    Stab  in  dem  Augenblicke 

besass,  in  welchem  die  Bruchbelastung  wirkte?   Streng  genommen 

wäre    der    letztere    Querschnitt    in    die  Rechnung  einzuführen,   da 

der    Quotient     durch    gleichzeitig    vorhandene     Grössen    gebildet 

werden  sollte.     Dieser  Querschnitt  ist  jedoch  schwer  zu  ermitteln. 

Thatsächlich    benutzt    man    den    ersteren    Querschnitt    als  Kenner 

und  erhält  in 

P 

ww  max  1  \ 

^'=  r- '^ 

die  Zugfestigkeit,  bezogen  auf  den  ursprünglichen  Stab- 
querschnitt*). Da  hiernach  /  zu  gross  eingeführt  wird,  so  er- 
scheint die  duicch  Gleichung  1  bestimmte  Zugfestigkeit  zu  klein, 
was  im  Sinne  des  Zweckes  der  anzustellenden  Festigkeitsrecfanungen 
zu  liegen  pflegt.  Bei  manchen  Stoffen  kann  der  Betrag  dieses  Zu- 
klein bedeutend  sein,  bei  anderen  verschwindet  er. 

Matorial.  wie  z.  B.  weichem  Stahl.  Bn.»noe,  die  Erscheinung  mehr  oder  minder 
j:ro>>or  Einsclinfinmg  an  mehren.»n  Stellen  des  Stabes  nach  einander  auftritt;  es 
laldon  >ioh  irewissermasscn  Knoten,  bis  schliesslich  der  Bruch  an  der  zuletzt  und 
am  »stärksten  einixeschiiürtou  Stolle  erfolirt. 

*'  l.iogt  Voranlassun«;  vor,  diese  lU'lastung  von  derjenigen  im  Augenblicke 
do>  Bnu'ho>.  d.h.  von  P=t\F  zw  unterscheiden,  so  muss  das  ausdrücklich  her- 
\oi;;ohol'Ou  wonlen.  In  der  lu*gel  wird  nur  I\^  ^  E^  E  angeführt  und  als 
Bnichbolastuujj  l»o.-:oichnot. 

•  IVr  Krmiitlnni:  der  Zuirfostigkoii  den  Werth  P^„  =£,£"  und  den  Quer- 
>vhiü:t.  wolchon  dor  Stab  ;»u  der  eingeschnürten  ^kontmhinen)  Stelle  (Fig.  2) 
bosii/t,  /.ii  Grunde  /vi  loiron.  iniis>  als  un/.ulri>sig  bezeichnet  wenlen,  wenn  Bmch- 
bela>iunc  uiul  Bruche juorschuit;  nioh:  gleichzeitig,  sondern  nach  einander  vor- 
handen >ind. 


§  3.    Bruchbelastung.    Zugfestigkeit.  IX 

Die  übliche  Materialprufangsinascliine  mit  Waghebel  beispiels- 
weise läs8t  den  Eintritt  der  höchsten  Belastung  dadurch  erkeunen, 
dass  nach  Ueberschreitung  derselben  der  Waghebel  zu  sinken  be- 
ginnt, je  nach  dem  Material  mehr  oder  minder  rasch. 

Der  grössere  Theil  der  Konstruktionsstoffe  liefert  Schaulinien, 
welche  Wachsthum  der  Spannungen  bis  zum  Zerreissen  aufweisen. 
Dann  fallen  die  Punkte  E  und  F  (Fig.  1)  zusammen.  Vergl.  hier- 
über 2.  B.  §  4,  Fig.  8,  16,  17,  18  und  19»). 

Wird  der  Querschnitt  des  Stabes  an  der  Bruchstelle  (an  der 
Stelle  der  Einschnürung,  Fig.  2)  mit  /\  bezeichnet,  so  findet  sich  in 

tp=lOO^^^^ 2) 

die  Verminderung  des  Querschnittes  an  der  Bruchstelle  in 
Honderttheilen  des  ursprüDglichen  Querschnittes,  die  Bruchzu- 
sunmenziehung  oder  Bruchkontraktion,  oder  kurz  die  Zusammen- 
ziehung,  Einschnürung  oder  Eontraktion  genannt.  Klarer  und 
schärfer  erscheint  die  Bezeichnung  Querschnittsverminderung 
des  zerrissenen  Stabes,  da  /^  an  dem  zerrissenen  Stabe  ge- 
messen wird. 

Bezeichnet  l^  die  Länge,  welche  das  ursprünglich  l  lange  Stab- 
ätück  nach  dem  Zerreissen  besitzt,  wobei  man  sich  vorstellt,  der 
Bruch  erfolge  in  der  Mitte  von  Z^),  so  wird  in 

y  =  100-^^— 3) 

die  Verlängerung    der  der  Messung  unterworfenen  Stabstrecke  in 
Hunderttheilen  der  ursprünglichen  Länge,  die  Dehnung  des  zer- 

\.  Die    scharfe    Beachtung   des    Vorstehenden    sowie    der   späteren    Erörte- 
rongen  über  Festigkeit  lässt  deutlich  erkennen,  dass  die   durcli  den  Versuch  be- 
sÜBimteii  Zogfestigkeiten  abhängen  müssen  von  den  Umständen,  unter  denen  der 
Vermach  durchgeführt    wurde,    und    von   den   Voraussetzungen,    welche    bei    der 
Ermittlung    gemacht    worden    sind.     Dasselbe    gilt    auch    für    die    später    zu    er- 
•«ntriid».*  Druckfestigkeit.      Es    giebt  keine  thatsächlich  bestimmte  Zu^- 
'i4<jr  Druckfestigkeit,    welche   als  vollständig  losgelöst  von    diesen 
Im-jtüüden  und  Voraussetzungen  angesehen  werden  darf. 

'■    Ueber    das    Vorgehen,    wenn    dieses    nicht    der   Fall    ist,    vergl.   Fuss- 
*'*m»;rkung  S.  105. 


12  Eioleituog. 

rissenen  Stabes,  die  Bruchdehnung  oder  auch  kurz  die 
Dehnung  erhalten 0- 

Die  mechanische  Arbeit,  welche  das  Zerreissen  des  ursprüng- 
lich l  langen  Stabes,  dessen  Verlängerungen  der  Dehnungslinie 
OBCEF  zxjl  Grunde  liegen,  fordert,  wird  dargestellt  durch  die  Grösse 
der  Fläche  OBCEFF^,  Die  mechanische  Arbeit  bis  zum  Eintritt  der 
grössten  Belastung  gemäss  der  Zugfestigkeit  wird  durch  die  Fläche 
OBCEE^  gemessen.  Nach  Aufnahme  dieser  Arbeit  ist  die  der  Zug- 
festigkeit entsprechende  Widerstandsfähigkeit  des  Stabes  erschöpft; 
denn  nach  Ueberschreitung  des  Punktes  E  sinkt  die  Widerstands- 
fkhigkeit,  der  Stab  schnürt  sich  ein  und  die  mechanische  Arbeit, 
wie  sie  durch  die  Fläche  EFF2E.J  bestimmt  erscheint,  wird  in  der 
Hauptsache  auf  die  örtliche  Formänderung  an  der  Einschnürungs- 
stelle verwendet,  also  vorzugsweise  nur  von  demjenigen  Material 
verbraucht,  welches  an  der  sich  zusammenziehenden  Stelle  vor- 
handen ist').  Die  mechanische  Arbeit,  welche  die  Dehnung  des 
cylindrischen  Stabes  bis  zum  Eintritt  der  Bruchbelastung  P^^  fÄr 
die  Eubikeinheit  der  ursprünglichen  Stabmasse  fordert,  wird  ab 
Arbeitsvermögen  des  Materials  bezeichnet.  Seine  Grösse  ergiebt 
sich  zu 

^       Fläche  OBCEE^  ,. 

^  = Jl *^ 

Kilogrammmeter  für  das  Kubikcentimeter  Material,  sofern  die  Be- 
lastungen P  in  kg,  die  Verlängerungen  A  in  m  aufgetragen,  der 
Querschnitt  /  in  qcm  und  die  Stablänge  l  in  cm  eingeführt 
wei'den. 

Angaben  von  Zahlenwerthen  für  Zugfestigkeit,  Querschnitts- 
verminderung, Bruchdehnung,  Arbeitsvermögen  u.  s.  w.,  welche 
die  für  den  Konstrukteur  vorzugsweise  in  Betracht  kommenden 
Materialien  liefern,  finden  sich  in  des  Verfassers  Maschinenelementen 
im  ersten  Abschnitt  unter  „£.  Koefficienten  der  Elasticität  und 
Festigkeif*  (8.  Aufl.,  S.  39  bis  103). 

*^  I>a  /^  nach  dorn  Zonviüsou  de>  Stabos  gemessen  wird,  so  enthält  es  nur 
dio  Moibondo  Vcrläugorunj;  io  sich,  winl  also  kleiner  sein  müssen,  als  die  Ver- 
längorung,  wolohe  dio  Dehnungslinie  Fig.  1,  giltig  für  die  gesammten  Verlänge- 
rungen, liefort. 

*>  Von  dorn  Ausnahmofall.  dass  sich  der  Stab  an  mehreren  Stellen  nach 
einander  einschnürt,  darf  abgosehon  werden. 


§  4.  T.üiigenHiidemngeii  verschiedener  Stoffe, 
(teMfflmte.  bleibende  and  federnde  LiiDgeDtinderiingen. 
E  last  i  c  i  tätsgr  eo  z  e . 
/.  Versttehe  mit  Giisseineii. 
Ouäseisenlinrper  I. 
(Drnck.) 
Wir  nehmeii  elDen  aas  zähem,  grauem  Qusseisen,  wie  es  za 
MucIuDenUieilen  Verwendong  findet,  hergestellten  und  abgedrehten 
CyKnder,  unterwerfen  ihn  in  einer  senkrechten  Priifurgsmasehine 
der  Drackprobe. 

THe  vorher  stattgehabte  Messung  ergiebt: 


Dnrdiinesser  des  Cylindcra 
feierschnill 


i  A.     lÄn^cD^derungcQ  i 


schieiieaer  Stoffe.    Gusseiaen. 


....  d=    8,00  cm 

.     .  /=  -^   8'  =  50,27  qcm 

Ltege  ■  62,15  cm 

ll&gc   der    mittleren    Sti-ecke,    fUr  welche   die 

ZaaammendrUcknng  bestimmt  werden  soll,  d.  i. 

d»  Messlänge /=50,Ü0cra') 

Der  neoc,  noch  keiner  Belastung  unterworfen  gewesene  Cylin- 
T  wird  abwechselnd  in  Zeiträumen  von  1,5  Minuten  zouächst 
mit  der  Kraft  P  =  10000  kg  belastet  und  bis  auf  P  =  0  entlastet"). 
Hierbei  ergeben  sich  aus  den  Beobachtungen  die  naclietehcnd  zu- 
■lUneDgestellten  Zahlen. 


*)  Vw  Uoiwlinge  Ut  mindesteDs  um  eineo  Betrüg  etwa  gleiijli  d  kleiner 
■Uilcn  »U  dia  Stahl&nge,  um  die  Unrege IjnUsaigkoiteD  aaszuacheiden,  welche 
d«  üitm  <lt>r  Ihiidifliicbea  aurtroteii  (rergl.  S  13,  §  11). 

1  Eiiii>  vullgtilDiiige  Eollastang  des  in  der  Prüfunganiasciune  seokrecht 
Am^bd  Cjlintlt^n  Ist,  streng  genommen,  nicht  möglich,  da  er  durch  diis  eigene 
fwicbt,  «nwJQ  io  svinuni  mittleren  Theile  dnrch  das  Gewicht  des  oberbalb  an- 
Mdn  TluJI«ä  der  Messvortichtung  bclustat  wird.  Diese  Belaetoiig  ItelrSgt  im 
ira  fall«  Kr  Ata  mittleren,  li.  b.  iu  der   halben  Höhe   liegenden   Quer- 
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=  0,34  kg/qcm.     Sie  wurde  bier  vemach- 


:  nmd  17  kg,  entsprechend  "^  wt"  " 
l^np:  t<«i  q>iteren  Vereucheo  wird  sie  Berück  sich  tigung  errtdiren. 
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Einleitung. 


Temperatur  unveränderlich  16,3°  C. 


Belastung  in  kg 


Länge  der 
Stabstrecke  in 


cm 


Znsanunendrückungen  in  '/i>m  '^^ 


gesammte 


bleibende     sich  wiedei 
verlierende 


X' 


k-i.' 


6 


0 

10000 

0 
10000 

0 
10000 

0 
10000 


0 


10000 


0 


0 


198,9 


0 


198,9 


0 


198,9 


0 


198,9 


0 


198,9 


0 


Wie  hieraus  ersieh 


l 

13,86 
1200 

0,75 
1200 

13,94 
1200 

^89^ 
1200 

14,00 
1200 

1,00 
1200 

14,03 
1200 

1,04 
1200' 

14,03 
1200 

1,04 
1200 


13,86 


13,94 


14,00 


14,03 


14,03 


0,75 


0,89 


1,00 


1,04 


1,04 


13,11 


13,05 


13,00 


12,99 


12,99 


ilich,    erfährt  der  Cylinder  durch  die  ers 
malige    Belastung   mit   P  =  10  000  kg    auf  die    Erstreckung  vc 

50  cm    eine    Zusammendrückung    von    X  =        '       cm.     Nach  ä< 

hieran  sich  schliessenden  Entlastung  zeigt  sich  noch  eine  Verkürzui 

0  75 
um  A'=  -TnKfC  cm.     Der  Cylinder  hat  also  infolge  der  einmalig« 


CID. 


§  4.     Längenänderungen  verschiedener  Stoffe.     Gusseisen.  15 

Belastung  eine  bleibende  Zusamraendrückung    um  diesen  Betrag 
erlitten.      Die    sich    wieder    verlierende,    d.  h.    federnde    Zu- 

^       ,  !_  .      .  1^.  ,.    13,86  —  0,75         13,11 

sammendrückung  beträgt  hiernach  —    lono  ^^  ~^90Ö 

Die    erste    WiederholuDg    des    Belastungswechsels    mit    P  = 

13  94 
10000  kg  ergiebt  die  gesammte  Zusammendrückung  zu  y^AA"  cm,  die 

kl  -1.     A            0»S9                ,     ,.       .  ,       ,              13,94-0,89 
bleibende  zu-^Yja^™    ^"^    ^^®    federnde    zu    iörjö       ~^^ 

~H~^?^  cm.     Hiemach  ist  gewachsen: 
1200 

:.      ,  13,94  —  13,86       0,08 

die  gesammte  Zusammendrückung  um  — - — t^t^-  — =  i^oi)  ^"^' 

hlpihpn^P                                           0,89-0J5   _  0,14 
-    bleibende  -  ^2^0 -1200     ' 

dagegen  hat  abgenommen: 
die  federnde  Zusammendrückung  um  ^'^^"/-^  =  ||^  cm. 

Die  fernere  Wiederholung  des  Wechsels  zwischen  Belastung 
mit  P=  10000  kg  und  Entlastung  führt  schliesslich  zu  dem  Er- 
gebniss,  dass  sich  nach  viermaliger  Belastung  und  Entlastung  die 
gesammten,  bleibenden  und  federnden  Zusammendrückungen  nicht 
mehr  oder  —  mit  Rücksicht*  auf  den  Genauigkeitsgrad  unserer 
,  Messungen  —  doch  nur  noch  unerheblich  ändern.  Ihre  Endwerthe 
betragen 

,      14,03  ,,       1,04  ,       .,       12,99 

*=  12ÖÖ  ^"'^  ^  =  T2ÖÖ  ^"'^  A  -  A  =  -J2ÖÖ  ^"^- 

\  Wir  unterwerfen  jetzt  den  Cylinder  einem  Belastungswcchscl 

\     zwischen  P  =  20  000  kg,  entsprechend 

P       20000       „Q^  Q  ,     , 
''=7  =  -50;27=^^''^^S'i'™ 


I 


und  P  =  0  mit  dem  Erfolg,  dass  der  erste  Wechsel 

,       30,42  „        3,06  ,       ,,       27,36 

^  =  12ÖÖ^"'         ^=7200*^"'  '^-'^=1200'""' 


erßriebt  und  das«  der  elfte  Wechsel  zu  den  Endwerthen 

31.20  .,       3,95  .       .,       27,25 

fuhrt.  Temperatur  steigt  während  des  12  maligen  Belastongs- 
wechsels  von  16,3  auf  16,4' C,  also  um  *i.j®C. 

Der  Belastnngswechsel  zwischen  P  =  30000  kg.  entsprechend 

<f  =   5Ö  2f  =  ^9b,8  kg  qcm 

und  P  =  0  liefert  zu  Anfang  die  Zahlen 

48,66  6.18  .       ..       42.48 

'•  =  12Ö0  *^'°'         ^  =  1200  '"'•  ^  ~  ^  =  r20Ö  *'™' 

nach  zwölfmaliger  Wiederholung,  welche  noch  immer  eine  geringe 
Neigung  zum  Wachsen  der  gesammten  Zusammendrückungen  er- 
kennen lässt.  die  Werthe 

49,50  ..        7.49  .       .,        42,01 

^  =  1200"  ^"'         '•  =  1200  ^™'  /  -  *  =  Y2ÖÖ  *""• 

Temperatur  bleibt  während  des  ganzen  Versuchs  unveränderlich 
16,4^  C. 

Aus  dem  Vorstehenden  erkennen  wir  Folgendes. 

Es  sind  dreierlei  Längenänderungen  zu  unterscheiden:  die 
gesammte.  die  bleibende  und  die    federnde  Längenänderung. 

Werden  für  den  untersuchten  Gusseisencvlinder  die  Endwerthe 
ins  Auge  gefasst,  so  beträgt  die  bleibende  Längenänderung 

bei  «7=  198,9kg  qcm  y^  -^  100=  7,4^  o  derGesammtlängenänderung 

-  (T=39T,9       -       1^100=12,7-     - 

-  ff=596,8      -        r'^^y.  100=15.1  -    - 

'  49.0O 


§  4.     Längen&nderuDgen  verschiedener  Stoffe.     Gusseisen. 


17 


Je  grösser  die  Belastnog  des  Stabes,  um  so  bedeutender  ßlllt 
die  bleibende  Längenändemng  aus;  sie  beginnt  bei  dem  unter- 
suchten Gusseisen  schon  für  sehr  kleine  Belastungen. 

Die  federnden  Längenänderungen  bleiben  um  so  mehr  hinter 
den  gesammten  zurück,  je  stärker  der  Körper  belastet  wird.  Wir 
sehen,  dass  die  Aenderungen,  welche  die  Cylinderlänge  infolge 
der  Belastung  erfahren  hat,  um  so  vollständiger  verschwinden,  je 
weniger  gross  sie  waren. 


Cl^M  dtt  %uMiiim,ftiiiJL<i*ctU4/fxq€ru 


♦■IflM 


357.» 


__ g»     ^V  ■  mQ 000100 


Flg.  1. 


-^5964 


I 

I 

I 


Jedem  Körper  wohnt  die  Eigenschaft  inne,  unter  der  Ein- 
wirkung äusserer  Kräfte  eine  Aenderung  seiner  Gestalt  zu  er- 
fahren und  mit  dem  Aufhören  dieser  Einwirkung  die  erlittene 
Formänderung  mehr  oder  minder  vollständig  wieder  zu  verlieren. 
Insoweit  er  die  erlittene  Formänderung  wieder  verliert,  d.  h.  zurück- 
federt, wird  er  als  elastisch  bezeichnet.  Ist  die  Rückkehr  in  die 
^prtingliche  Form  eine  vollständige,  so  spricht  man  von  „voll- 
kommen elastisch".  Bei  den  vorstehend  besprochenen  Versuchen 
ist  die  federnde  Längenänderung  diejenige,  welche  hiemach  als 
die  elastische  gelten  kann. 

Bach,  EUitteltit.    4.  Aofl.  2 
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Einleitung. 


Stellen  wir  die  für  den  untersuchten  Gusseisencylinder  ge- 
wonnenen Ergebnisse  in  Fig.  1,  S.  17,  bildlich  dar  derart,  dass  zu 
den  Belastungen  oder  Spannungen  als  senkrechten  Abscissen  (nach 
abwärts  gehend,  da  es  sich  um  Druckspannungen  handelt,)  die  je- 
weils erhaltenen  Endwerthe  der  ZusammendrtLckungen  als  wagrechte 
Ordinaten  aufgetragen  werden,    so  erhalten  wir  den  strichpunk- 

tirten    ( —  • — )    Linienzug   als    Linie    der   gesammten    Zu- 

sammendrückungen,    den    gestrichelten    ( )    als   Linie 

der  bleibenden  und  den  ausgezogenen  als  Linie  der  federnden 
Zusammendrückungen.  Deutlich  erhellt  aus  dieser  Darstellung, 
dass  die  Zusammendrückungen,  sowohl  die  gesammten  als  auch  die 
federnden  —  jedenfalls  innerhalb  der  Spannungsgrenze,  bis  zu 
welcher  sich  die  Untersuchung  erstreckt  hat  —  stärker  wachsen 
als  die  Belastungen,  dass  also  bei  dem  untersuchten  Gusseisen 
Proportionalität  zwischen  ihnen  nicht  besteht.  Ebenso  scharf  zeigt 
dies  die  folgende  Zusammenstellung,  welche  in  den  Spalten  3,-  5 
und  7  die  Unterschiede  der  Zusammendrückungen  für  das  Fort- 
schreiten der  Belastung  um  je  10000  kg  angiebt. 


Zusammendruckungen 

auf  50  cm 

in  Viüoo  cn» 

Belastungsstufe 

1 

1 

kg/qcm 

gesamrate 

bleibende 

federnde 

Unter- 

Unter- 

Unter- 

2 

schied 
3 

4 

schied 

schied 

1 

6 

7 

0 

0 

14,03 

0 

1,04 

0 

12,99 

0  and  198,9 

14,03 

17,17 

1,04 

2,91 

12,99 

14,26 

0     -     397,9 

31,20 

18,30 

3,95 

3,54 

27,25 

14,76 

0     -     596,8 

49,50 

7,49 

42,01 

Berechnet  man  den  durch  Gleichung  3,  §  2  bestimmten 
Dehnungskoefficienten  a  unter  Zugrundelegung  der  federnden 
Zusammendrückungen ^)  für  die  3  Belastungsstufen  in  der 
üblichen  Weise,  so  findet  sich: 


*)  Sofern  im  Spfiteren  nicht  ausdrücklich  etwas  Anderes  bemerkt  wird, 
sollen  der  Bestimmung  des  Zusammenhanges  zwischen  Dehnungen  und  Spannungen 
immer  die  federnden  (elastischen)  Dehnungen  zu  Grunde  gelegt  werden. 


§  4.    Läugenändeningen  verschiedener  Stoffe.     Gusseisen. 
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für  die  Belastungsstufe  0  und  10  000  kg 
12,99  1  1 


a 


1200.50  10000:50,27 


CNJ 


918  800 


a 


für  die  Belastungsstufe  10000  und  20000  kg 
27,25  — 12,99  1  1 


1200  .  50      (20  000-10  000) :  50,27 


C%J 


837  000 


'), 


a 


für  die  Belastongsstafe  20  000  and  30  000  kg 
42,01  —  27,25  1  1 


1200 .  50      (30  000  —  20  000)  :  50,27 


"^  808  600  '^' 


In  Sonderfallen  kann  Veranlassung  vorliegen,  neben  dem  so  bestimmten 
Dehnongskocfticienten  auch  noch  denjenigen  für  die  gesammten  Dehnungen  oder 
die  Dehnungsreste  zu  verwenden;  dann  wird  allerdings  eine  Unterscheidung  noth- 
wendig:  etwa  Dehnungskoefficient  der  Federungen,  Dehnungskoefficient  der  ge- 
sammten Dehnungen  und  Dehnungskoefficient  der  Dehnungsreste  oder  der  bleiben- 
den Dehnungen. 

*)  Wie  ersichtlich,  kommt  dieses  Verfahren  darauf  hinaus,  dass  die  Kurve 
der  Dehnungen  Of^/gPj,  Fig.  2,  durch  gerade  Strecken  ersetzt  wird,  die  Sehnen 


Fig.  2. 


derselben    bilden.    Beispielsweise    ist   für   die   Stufe    der  Spannungen  g^  und  cto, 
dt^nen  die  Dehnungen  «i  und  f,  entsprechen, 


er  = 


CTo  —  0\ 


Der  so  ermittelte  Dehnungskoefficient  «  ist  dann  gleich  der  Tangente  des 
Winkels,  unter  welchem  die  betreffende  Sehne  gegen  die  <r-Achse  geneigt  erscheint. 
Je   kleiner  man  die  Strecken,    d.  h.  je  niedriger  man  die  llöhe  der  betreffenden 
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Einleitung. 


d.  i.  ausgesprochen  wachsend  mit  höher  liegender  Spannungsstnfe, 
d.  h.  mit  zunehmender  Spannung. 

Hiernach  ist  festzustellen,  dass  durch  Gleichung  2,  §  2,  d.  h. 
durch  €  =  a<rj  worin  a  als  Konstante  gilt,  der  Zusammenhang 
zwischen  den  Dehnungen  e  und  den  Spannungen  <r  für  das  unter- 
suchte Material  nicht  zum  Ausdruck  gebracht  wird. 

Legt  man  das  allgemeinere  Gesetz  (vergl.  S.  79  u.  f.) 


€  =  ao^ 


zu  Grunde  und  wählt  man  für  das  geprüfte  Gusseisen 


1 


a 


1 320  000 


,     wi  =  1,0685, 


setzt  also 


1 


,1,0685 


1  320  000 


1) 


2) 


so  zeigt  folgende  ZusammenstellaDg: 


e                 X  r     '    Federuoc  auf  50  cm  in  Vi«»  cm 
Spannungsstufc    ■ ° """ 

berechnet  nach 


in  kg,'qciu 


beobachtet 


Gl.  2 


0  und  198,9 
0  -  397,9 
0     -     596,8 


12,99 
27,25 
42,01 


12,99 
27,25 
42,03 


Spann ungsstufo  wählt,   um  so  genauer  erlifilt  man  a  für  diese  Strecke.     Sohliess- 


lieh  ist  a  = 


da 


Mit  weit  weniger  Annäherung  an  die  Wirklichkeit  wird  a  in  Fällen  starker 
Abweichung  von  der  Proportionalität  zwischen  c  und  *  für  die  höheren  Spannungs- 
stufen bestimmt,  wenn  man  jeweils  auf  die  Anfangsbelastung  (hier  0)  zurückgeht. 
Dies  wäre  beispielsweise  für  die  dritte  Belastungsstufe 


a 


^3 


42,01  1      ^        1 

1200-50    590,8  "~  80241)0' 


entsprechend  der  Tangente  des  Neigungswinkels  des  Fahrstrahls  0I\  gegen  die 
c-Achse.  Die  so  bestimmten  Werthe  des  Dehnungskoefficienten  geben  dann  kein 
richtiges  Bild   filier  die  Veränderlichkeit  von  a. 


1 4.     LöngcnltiidGruiigei]  verecbieriener  ^Stoffe.    GiiaEeiseii. 
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in«  selir  gute  UeberciDStimmuDg  zwischen    dem,    was    beobachtet 
ndc,  und  dem,  was  die  Keehnung  liefert. 

Die  Linie  der  bleibenden  Zusamraencirückungen  in  Fig.  1 
It  sich  schon  bei  kleinen  Spannungen  von  der  senkrechten  Ab- 
JSBenacli&e,  nm  sich  nach  der  Achse  der  Zusammendrückungen 
krümmeti.  Daa  vorliegende  Gusseisen,  in  dem  Zustande,  in 
reichem  ca  sich  befindet,  erweist  sich  demnach  selbst  für  diese 
Jetnen  Spannungen  nicht  als  vollkommen  elastisch. 

Die  Linie  der  bleibenden  Zusammendrückungen  kann  insofern 
TOD  praktischer  Wichtigkeit  erscheinen,  als  sie  Auskunft  darüber 
gicbt,  welche  bleibende  ZusammendrUckung  bei  einer  bestimmten 
Inanspracbnahme  des  Körpers  zu  erwarten  ist.  Zu  diesem  Zwecke 
!  sich  in  ganz  gleicher  Weise,  wie  dies  oben  für  die  federn- 
iea  Zasammend  rück  engen  durch  Gleichung  2  geschehen  ist,  eine 
Beziehnng  zwischen  Spannung  und  bleibender  Znsammendr Qcknng 

r  (stellen. 
In  der  Regel  muss  von  den  Konstruktionen  gefordert  werden, 
imas  bleibende  Formänderungen  so  gut  wie  nicht  auftreten  oder 
wenigstens  eine  gewisse  Grenze  nicht  überschreiten.  Dement- 
fprechend  kann  man  in  der  Linie  der  bleibenden  Zusammen- 
drQcknngcn  (vergl.  Fig.  1)  einen  Punkt,  den  wir  Z  nennen  wollen, 
unehmen,  bis  zn  welchem  hin  die  bleibenden  Zasamraendröcfcungen 
aU  verschwindend  oder  doch  genügend  klein  erscheinen;  man  er- 
hält dadurch  in  dem  zugehörigen  Hohenabstand  einen  Spannungs- 
grenzwcrth,  unterhalb  dessen  die  bleibenden  Zusammendrückungen 
vcmachlfissigbar  sind.  Diese  Spannung  kann  in  Uebereinstimmung 
mit    bisheriger    Auffassung    als    Elasticitätsgrenze     bezeichnet 

Wie  klar  ersichtlich,  ist  der  Punkt  Z  nicht  durch  die  Natur 
J«  Mati^rials  allein  bestimmt.  Diese  setzt  nur  seinen  geometri- 
iclieffl  Ort  —  die  Linie  der  bleibenden  Zusammendrückungen  — 
ine  Lage  auf  dieser  Linie  erscheint,  sofern  die  bleibenden 
i^BMimneDdrückungen  nicht  verschwindend  klein  sind,  zu  einem 
Wentenden  Theile  von  dem  persönlichen  Ermessen  desjenigen 
*blilngig,  der  über  die  höchstens  noch  für  zulässig  erachtete  Grösse 
der  bleibenden  ZuBammendrückung  zu  entscheiden  hat.  Dass 
lüerbei  nnch  der  besondere  Zweck  des  Gegenstandes,  um  den 
»  iich  handelt,  Einfluss  nehmend  auftreten  kann,  ist  selbstver- 
'Mndiieb. 


22  Einleitung. 

Ganz  das  Gleiche,  was  hier  znniichat  hinsichtlich  Zusammen- 
dr&ckangen  gesagt  worden  ist,  gut  auch  in  Bezug  auf  Ausdeh- 
nungen, weshalb  in  den  folgenden  Bemerkungen  ganz  allgemein 
von  Dehnungen  (positive  und  negative)  gesprochen  wei'den  soll. 

Die  Vermengung  der  Elasticitätsgrenzc  mit  der  Pro- 
portionalitfitsgrenze,  indem  man  ausspricht:  die  Elasticititts- 
grenze  ist  diejenige  Spannung;,  bis  zu  welcher  die  Dehnungen 
nach  dem  Entlasten  vollständig  oder  doch  nahezu  ganz  wieder 
verschwinden,  d.  h.  sich  alao  das  Material  vollkommen  oder  doch 
nahezu  vollkommen  elastisch  verhält,  und  ferner,  dass  innerhalb 
der  Elosticitätagrenze  Proportionalität  zwischen  Dehnungen  und 
Spannungen  bestehe,  erscheint  hiemach  inindcslens  im  Allgemeinen 
unzaläasig.  Sie  läuft  selbst  in  den  meisten  derjenigen  Fälle,  in 
welchen  Proportionalität  zwischen  Dehnungen  und  Spannungen  be- 
steht, darauf  hinaus,  daas  durch  das  mehr  oder  minder  willkür- 
liche Festlegen  des  oben  genannten  Punktes  Z  auf  der  Linie  der 
bleibenden  Dehnungen  oder  Dehnungsreste,  gleichzeitig  der 
Linie  der  Federungen  oder  auch  der  Gesammtdehnungen,  falls 
man  diese  zur  Grundlage  nehmen  will,  vorgeschrieben  wird,  auf 
welche  Strecke  sie  mit  einer  Geraden  zusammenzufallen  hat,  oder 
dass  dem  Punkte  Z  der  Dehnungsrest- Linie  dieselbe  Abscisse 
aufgezwungen  wird,  welche  der  Endpunkt  der  geraden  Strecke 
in  der  Kurve  der  Federungen  bezw.  der  Gesammtdehnungen 
besitzt.  ■J^l 

GnsBelsenkürper  IL  ^^^H 

(Druck.)  ^H 

Material:  graues,  zähes  Roheisen,  wie  es  zu  Maschinenth^len 
Verwendung  findet,  in  Form  eines  Hohlcylindei-s,  der  innen  soi^g- 
ftlltig  ausgebohrt  und  aussen  abgedreht  ist. 

Aeusserer  Durchmesser     .........       20,50  cm 

Innerer  Durchmesser 18,54    - 

Mittlere  Wandstärke 0,98    ■ 

Querschnitt -^  (20,5'— 18,54')  =  60,1  qcm 

Länge 100,00  cm 

Messlänge 15,00   - 


§  4.    lilDgenänderungen  verschiedener  Stoffe.     Gusseisen. 
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Der  Cylinder,  welcher  bereits  vorher  mehrfach  Druckversuchen 
bis  reichlich  1000  kg/qcm  Belastung  unterworfen  worden  war,  wurde 
in  einer  senkrechten  Prüfungsmaschine  der  Druckprobe  unterzogen. 
Die  Belastung  und  Entlastung  wurde  dabei  —  ganz  wie  beim 
Gusseisenkörper  I  —  jeweils  so  oft  wiederholt,  bis  die  gesammten, 
bleibenden  und  federnden  Zusammendrückungen  sich  nicht  mehr 
änderten.  Die  Endergebnisse  der  6  Versuchsreihen  sind  im  Fol- 
genden zusammengestellt. 


Spai 

[inungsstufe 
kg/qcm 

Zusammendrück 

uDgen  auf  75  cm 

Länge  in  '/«oocm 

gesammte 

bleibende 

fedemdo 

0 

und 

166 

7,72 

0,12 

7,60 

0 

- 

333 

16,07 

0,19 

15,88 

0 

- 

499 

24,79 

0,19 

24,60 

0 

■ 

666 

33,65 

'         0,23 

33,42 

0 

- 

832 

42,61 

1         0,27 

42,34 

0 

- 

998 

51,67 

0,36 

51,31 

166 

■     333 

333 

■     499 

499 

-     666 

666 

-     832 

832 

■     998 

Hiemach  betragen  die  Unterschiede  der  federnden  Zusammen- 
drückungen 

für  den  Spannungsunterschied       0  und  166  kg/qcm     7,00 

8,28 
8,72 
8,82 
8,02 
8,07 

zeigen  also  —  ganz  in  Uebereinstimmung  mit  dem  für  den  Guss- 
eisenkörper I  Gefundenen  —  namentlich  zu  Anfang  ausgeprägt 
stärkere  Zunahme  als  die  Spannungen. 

Die  bleibenden  Zusammendrückungen  sind  hier  weit  kleiner, 
was  eine  Folge  davon  ist,  dass  der  Cylinder  bereits  vorher  mehr- 
fach stark  belastet  worden  war. 

Werden  zur  Prüfung  der  Brauchbarkeit  der  durch  Gleichung  1 
ausgesprochenen  Gesetzmässigkeit  die  mittelst  der  Methode  der 
kleinsten  Quadrate  bestimmten  Werthe 


a 


1  381  700 


m  =  1,0663 
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in  die  Rechnung  eingeführt,  wird  also 


1  381  700 


.1,0663 


3) 


gesetzt;  so  findet  sich  die  folgende  Zusammenstellung 


Spannunfic 

Federung  auf  75  cm  in  YeoQ  cm 

a 

beobachtet 

berechnet  nach 
Gl.  3 

Unterschied 

166  kg/qcm 
333      - 
499      - 
666 

832      - 
998      - 

7,60 
15,88 
24,60 
33,42 
42,34 
51,31 

7,59 

15,94 
24,54 
33,38 
42,32 
51,38 

—  0,01  d.  8.  0,13''/o 
-+■  0,06     -     0,38  - 

—  0,06     -     0,24  - 

—  0,04     -     0,12  - 

—  0,02     -     0,05  - 
+  0,07     -     0,14  - 

Die  Uebereinstimmung  der  Werthe  in  der  zweiten  und  dritten 
Spalte  muss  ebenfalls  als  eine  sehr  gute  bezeichnet  werden. 


€Uf\A€  'd£fv  %ua€i/m/m4mduiiofui/ri^^n- 


1Z00 


Fig.  8. 


In  Fig.  3    sind    nach  dem  durch  Fig.  1  gegebenen  Vorgange 
zu  den  Spannungen  als  senkrechten  Abscissen  die  Federungen  als 
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wagrechte  Ordinaten  aufgetragen  und  dadurch  die  durch  Kreuze 
hervorgehobenen  Punkte  erhalten  worden.  Die  ausgezogene  Kurve 
ist  die  durch  GleichuDg  3  bestimmte  Linie.  Wie  ersichtlich,  treffen 
die  durch  Beobachtung  erhaltenen  Punkte  fast  ganz  genau  auf 
diese  Linie. 


Gasseisenkörper  in. 

Material  wie  unter  I  und  II  bezeichnet,  durch  Bearbeitung  am 
prismatischen,  der  Messung  unterworfenen  Theile  von  der  Guss- 
haut befreit. 

Querschnitt  des  mittleren  prismatischen  Theiles  6,99.7,00=48,9  qcm 
Länge  -  -  -  -  54,5    cm 

Messlänge 50,0     - 

Gewicht 29,55  kg 

Belastung  und  Entlastung  wurden  —  ganz  wie  im  Fall  I 
und  II  —  so  oft  gewechselt,  bis  die  gesammten,  bleibenden  und 
federnden  Dehnungen  sich  nicht  mehr  änderten. 

Der  vorher  noch  nicht  belastet  gewesene  Körper  wurde  zu- 
nächst in  einer  senkrechten  Maschine  auf 


Zug 

beansprucht  und  dabei  jeweils  vollständig  von  der  Zugkraft  der 
Maschine  entlastet,  sodass  sein  Querschnitt  in  der  Mitte  nur  noch 
belastet  war  von  dem  halben  Eigengewicht  und  von  dem  in  Be- 
tracht kommenden  Theile  der  Messvomchtung. 

Diese  Belastung  des  mittleren  Querschnittes  durch  das  Eigen- 
gewicht und  durch  den  Antheil  des  Gewichts  der  Messvorrichtung 
betrag  rund  21  kg,  entsprechend 

21 
-  g-y  =  0,43  kg/qcm. 
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1.  Versuchsreihe. 


Temperatur  nahezu  unveränderlich  19,2°  C. 


Belastangsstufe  in  kg 

AusdehnuDg 
gesammte 

;en  auf  50  cm 

in  Veoocm 

gesammto 

kg'qcm 

bleibende 

federnde 

21  und  1000 

0,43  und  20,45 

0,575 

0,00 

0,575 

21     -    5000 

0,43    -  102,25 

3,405 

0,105 

3,30 

21     -  10000 

0,43    -  204,50 

7,55 

0,565 

6,985 

21     -  15000 

0,43    -  306,75 

12,405 

1,385 

11,02 

^1     -  20000 

0,43    -  409,0 

18,255 

2,82 

15,435 

Der  Versuch  wird  wiederholt. 


2.   Versuchsreihe. 
Temperatur  nahezu  unveränderlich  19,1  °  C. 


BclastungS! 

stufe  in  kg 

1 

1             kg,/<]cni 

Ausdehnungen  auf  50  cm  in  '/«oo  "" 

gesammte 

gesammte 

bleibende 

federnde 

21 

und       500 

1 

0,43  und  10,22 

0,245 

0,00 

0,245 

21 

1000 

!0,43     -     20,45 

0,59 

0,00 

0,59 

21 

5000 

0,43    -    102,25 

3,37 

0,01 

3,36 

21 

-      10000 

0,43    -   204,5 

7,105 

0,02 

7,085 

21 

-      15000 

0,43     -   306,75 

11,14 

0,035 

11,105 

21 

-     20000 

0,43     -   409,0 

1 5,465 

0,10 

15,365 

Hiemach  ergiebt  die  zweite  Versuchsreihe  eine  ganz  be- 
deutende Herabminderung  der  bleibenden  Dehnungen,  eine  Folge 
des  Umstandes,  dass  der  Körper  bereits  einmal  den  Belastungen 
ausgesetzt  gewesen  ist.  Ungefähr  den  Beträgen  entsprechend,  um 
welche  die  bleibenden  Dehnungen  zurückgegangen  sind,  erscheinen 
die    gesammten    Dehnungen    kleiner.      Die    federnden    Dehnungen 
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haben  sich  nur  wenig  geändert,    wie    folgende    Zusammenstellung 
erkennen  lässt: 

1.  Versuch       0,575  3,30  6,985  11,02  15,435 

2.  Versuch       0,59  3,36  7,085  11,105 15^5 

Unterschied    -+-0,015    -f-0,06     -h  0,100       -f- 0,085       —0,070 
in  %        2,6  1,8  1,4  0,8  0,45. 

Bis  auf  das  letzte  Zahlenpaar  zeigt  sich  eine  kleine  Zunahme 
der  Federung.  Bei  Beurtheilung  dieser  Ausnahme  muss  im  Auge 
behalten  werden,  dass  das  Material  bei  dem  zweiten  Versuch 
bereits  allen  Belastungen  bis  20000  kg  (409  kg/qcm)  vorher  unter- 
worfen gewesen  war,  infolgedessen,  wie  schon  bemerkt,  seine  Neigung 
zu  bleibenden  Formänderungen  vermindert  worden  ist.  Sein  Zu- 
stand erscheint  deshalb  nicht  mehr  als  der  gleiche,  wie  bei  der 
ersten  Versuchsreihe.  Erwartet  darf  werden,  dass  der  Unterschied 
in  den  Federungen  verhältnissmässig  um  so  kleiner  ausfällt,  je 
mehr  sich  die  Beanspruchung  der  Endbelastung  nähert,  die  bereits 
vorher  wirksam  gewesen  war.  Das  zeigen  aber  auch  die  Zahlen, 
welche  den  Unterschied  in  Hunderttheilen  angeben. 

Femer  darf  bei  Beurtheilung  des  Unterschiedes    nicht    über- 
sehen werden,  dass  die  Beobachtung  nur  bis  zur  Feststellung  der 
Zahlen  der  zweiten  Decimalreihe  reicht,  dass  also  nur  bis  0,01  ab- 
gelesen werden  kann,  und  dass  die  hierbei  auftretenden  Unsicher- 
heiten,   sofern    noch    der  Grad   der  Genauigkeit,    mit  welcher  die 
belastende  Kraft  bestimmt  werden  kann,   Berücksichtigung  findet, 
bei  kleinen  Belastungen  1  %  recht  erheblich  überschreiten  können. 
Werden  für  die  Koefficienten  a  und  m  der  Gleichung  1  solche 
Werthe  eingeführt,  dass 

,1,083 


1  338  000 


a''''\ 4) 


J  und  sodann  die  aus  Gleichung  4  berechneten  Längenänderungen 
uiit  den  arithmetischen  Mitteln  aus  den  federnden  Dehnungen  der 
beiden  Versuchsreihen  in  Vergleich  gestellt,  so  ergiebt  sich: 
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SpannuDgsstufe  in  kg'qcm 

Versuchsmittelwerth 

Berechnet 
nach  Gl.  4 

unterschied 

0,43  und    10,22 

0,245 

0,269 

-h  0,024 

0,43     -      20,45 

0,58 

0,580 

0,000 

0,43     -    102,25 

3,33 

3,357 

-t-  0,027 

0,43    -    204,5 

7,035 

7,122 

-+-  0,087 

0,43    -    306,75 

11,06 

11,054 

—  0,006 

0,43    -    409,0 

15,40 

15,097 

—  0,303 

Die  Uebereinstimmuug  zwischen  den  Versuchsmittelwerthen 
und  den  berechneten  Grössen  befriedigt  hier,  namentlich  bei  der 
untersten  und  der  obersten  Belastungsstufe,  nicht  ganz. 

Der  Körper  wird  hierauf  in  einer  senkrechten  Prüfungs- 
maschine auf 


Druck 

beansprucht  und  darauf  jeweils  ganz  vom  Druck  der  Maschine 
entlastet,  so  dass  als  Belastung  des  mittleren  Querschnittes  sein 
halbes  Eigengewicht  und  das  Gewicht  des  oberen  Theiles  der 
Messvorrichtung  verbleibt,  zusammen  24  kg,  entsprechend 


24_ 

48,9 


0,49  kg/qcm. 


Die  Ergebnisse,  welche  die  zunächst  durchgeführten  zwei  Ver- 
suchsreihen lieferten,  sind  im  Folgenden  zusammengestellt. 
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3.  Versuchsreihe. 

4.  Versuchsreihe. 

Belastangsstufe  in  kg 

Temperatur  nahezu   un- 
veränderlich 19,3»  C. 
Zusammendrückungen 
auf  50  cm  in  Yeoo  cm 

Temperatur  nahezu   un- 
veränderlich 19,2°  C. 
Zusammendrückungen 
auf  50  cm  in  Yeoo  ^"^ 

gesammte 

kg'qcm 

3 

B 

1 

CO 

'TS 

2 

9 

1 

S 

B 

0 

a 

e 

e 

TS 

2411.  3024 

0,49  n.  61,84 

2,05 

0,00 

2,05 

24  n.  5024 

0,49  u.  102,74 

3,75 

0,285 

3,465 

3,45 

0,00 

3,45 

24  n.  10024 

0,49  n.  204,99 

8,11 

1,095 

7,015 

7,02 

0,00 

7,02 

24  n.  15024 

0,49  u.  307,24 

12,75 

2,02 

10,73 

10,75 

0,00 

10,75 

24  u.  20024 

0,49  u.  409,49 

17,555 

3,005 

14,55 

14,48 

0,00 

14,48 

24  u.  25024 

0,49n.511,74 

22,335 

4,01 

18,325 

18,34 

0,09 

18,25 

Die  3.  Versuchsreihe  zeigt  sehr  bedeutende  bleibende  Zu- 
sammendrttckungen,  was  zu  erwarten  stand,  nachdem  der  Körper 
vorher  Zugbelastungen  ausgesetzt  worden  war.  Während  der 
darauf  folgenden  Belastungen  der  4.  Versuchsreihe  wurden  bleibende 
Zusammendrückungen  nur  noch  bei  der  höchsten  Belastung  beob- 
achtet. Die  federnden  ZusammendrUckungen  stimmen  gut  überein, 
wie  die  folgende  Zusammenstellung  erkennen  lässt. 


3.  Versuchsreihe     3,465 

4.  -  3,45 
Unterschied      —  0,015 

in  %  0,4 


7,015 

7,02 


10,73 
10,75 


14,55 
14,48 


0,015 
0,2 


0,02      -  0,07 
0,5 


0,2 


18,325 
18,25 


—  0,075 
0,4 


Werden  für  die  Zahlen  a  und  m  der  Gleichung  1  die  Werthe 


a 


1043  000 


und  m  ■=  1 ,035 


eingeführt,  also 


1  ^1,035 


1 043  000 


5) 
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gesetzt  und  sodann  die  hiermit  berechneten  Zusammendrückungen 
mit  den  arithmetischen  Mitteln  aus  den  federnden  Zusammen- 
drückungen der  beiden  Versuchsreihen  in  Vergleich  gebracht,  so 
findet  sich: 


Spann uDgsstufe  in  kg  qcm 


Versuchsmittelwerth 


Berechnet 
nach  Gl.  5 


Unterschied 


0,49  und    61,84 
0,49     -     102,74 


0,49 

-  204,99 

0,49 

■  307,24 

0,49 

-  409,49 

0,49 

-  511,74 

2,04 

0,01 

3,46 

0,00 

7,09 

+  0,07 

10,78 

-1-0,04 

14,52 

4-0,005 

18,297 

-h  0,009 

2,05 

3,46 

7,02 

10,74 

14,515 

18,288 


Die  Uebereinstimmung  zwischen  den  Versuchsmittelwerthen 
und  den  berechneten  Grössen  muss  als  eine  gute  bezeichnet  werden. 

In  Fig.  4,  S.  31  sind  nach  dem  durch  Fig.  1  gegebenen  Vor- 
gange für  den  ersten  Zug-  und  für  den  ersten  Druckversuch  (Ver- 
suchsreihe 1  und  3)  die  Linienzüge  der  gesammten,  bleibenden 
und  federnden  Dehnungen  eingetragen:  Zugspannungen  nach  oben, 
positive  Dehnungen  nach  rechts  und  Druckspannungen  nach  unten, 
negative  Dehnungen  nach  links.  Fig.  5  giebt  die  gleiche  Dar- 
stellung für  den  zweiten  Zug-  und  für  den  zweiten  Druckversuch 
(Versuchsreihe  2  und  4). 

Fassen  wir  den  ausgezogenen  Linienzug  von  Fig.  4  ins  Auge, 
so  zeigt  sich,  dass  die  Linie  der  Federungen  auf  der  Zug- 
seite zu  Anfang,  d.  h.  in  der  Nähe  des  Koordinatenanfangs, 
also  für  kleinere  Spannungen,  etwas  steiler  verläuft  als 
auf  der  Druckseite.  Für  grössere  Spannungen  kehrt  sich 
das  Verhältniss  um.  Zu  dem  gleichen  Ergebniss  führt  eine 
scharfe  Betrachtung  von  Fig.  5. 

Das  Gleiche  lehren  auch  die  Gleichungen 


1 


-;:<y 


1,083 


1  338  000 


,  giltig  für  Zugbelastung  .     .     4) 


und 


1,035 


1  043  000 


Druckbelastung    .     5) 
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Aus  ihnen  folgt,  dass  die  Federung  für  die  Spannung  1  beträgt 

1 


gegenüber  Zug 


1  338  6Ö6  ' 


gegenüber  Druck    -yö43"ÖÖÖ"' 


Iso  im  letzten  Falle  erheblich  mehr  als  im  ersten. 


m 


W9,0 


^-W^-^**^'**^- 


3oe,7s- 


~t 


dehAC  Äet  '7bMaa/mm\4mA/iiukwriftn> 


£04^ 


G^fiat'  <ict  ^Anj^u^^n- 


^'^i'O.oootwt 


eofhso 


Flg.  4. 


Für  Spannungen  grösser  als  1  wird  der  grössere  Exponent 
1,083  auf  rasches  Wachsthum  der  durch  Zugkräfte  veranlassten 
Federungen  hinwirken.     Aus 
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1 


1338000 


a'^  = 


\/as 


1043000 


ergiebt  sich  die  Spaimnng 

o=  179,-4  kg.qcm, 

nach  deren  Ueberschreitnng  die  Federungen  gegenüber  Zugkraft 
grösser  werden  als  diejenigen  gegenüber  Druckbelastungen. 


toajB 


u t'-iMS-'Cjooosnt- 


§CQ-X_  _  ^-r^Ir 


c- 


18,ts 
600-50 


5lf.r» 


-  O,oco*c*i  


Fig.  5. 


Die  gemachte  Feststellung,  betrefiend  den  anfänglich  steile: 
Verlauf  der  Linie  der  Federungen  gegenüber  Zugkräften,  wid 
spricht  dem,  was  man  bisher  angenommen  hatte.     Sie  widerspri 
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ach  den  Werthen  der  Koefficienten  a  und  m,  welche  Verfasser 
•Qher  für  einen  gezogenen  Gusseisenstab  in  der  Zeitschrift  des 
''ereines  deutscher  Ingenieure  1897,  S.  250,  Gl.  9,  sowie  in  der 
'.  Auflage  seiner  Maschinenelemente,  S.  687,  veröffentlicht  hat. 
üine  dahin  gehende  Untersuchung  hat  dazu  geführt,  dass  hinsieht- 
ich  dieses  Gusseisenstabes  sich  ein  Irrthum  eingeschlichen  hat, 
iodass  dieser  Widerspruch  entfällt.  Es  muss  zunächst  dahingestellt 
)leiben,  ob  die  bezeichnete  Feststellung  allgemeine  Giltigkeit  für 
jusseisen  besitzt,  oder  nur  für  den  untersuchten  Körper  gilt*). 
Durch  Versuche  aus  neuester  Zeit  hat  Verfasser  Anhalt  dafür,  dass 
n  der  Mehrzahl  der  Fälle  bei  Gusseisen  ein  anfänglich  steilerer 
ti^erlauf  der  Zug-Dehnungslinie  nicht  vorhanden  ist,  dass  vielmehr 
:ur  kleine  Spannungen  die  Zug-Dehnungslinie  fast  genau  so  ver- 
äuft  wie  die  Druck-Dehnungslinie.  Die  sich  ergebenden  Ab- 
nreichungen  dürften  —  jedenfalls  zu  einem  Theile  —  auf  den  schon 
früher  vom  Verfasser  festgestellten  Umstand  zurückzufahren  sein, 
dass  das  gegenseitige  Verhältniss  zwischen  Zug-  und 
Druckelasticität  bei  Gusseisen  stark  beeinflusst  wird  da- 
von, ob  und  in  welchem  Maasse  der  untersuchte  Körper 
vorher  belastet  worden  war.  In  dieser  Hinsicht  seien  noch 
die  folgenden  Versuchsergebnisse  mitgetheilt. 

Der  zu  den  Versuchsreihen  1  bis  4  verwendete 


Gnsseisenkörper  III 

wurde  einem  Druck  von  P  =  90000  kg,  d.  i.  1841  kg/qcm, 
15  Minuten  lang  ausgesetzt  und  sodann  den  aus  folgender  Zu- 
sammenstellung ersichtlichen  Belastungswechseln  unterworfen.  Da 
bei  der  Höhe  der  Belastung  die  Skala  des  Instrumentes  für  eine 
Messlänge  des  Körpers  von  50  cm  nicht  mehr  ausreichte,  so  wurde 
eine  kürzere  Messlänge  und  zwar  Z  =  15  cm  —  in  der  Mitte  der 
früheren  liegend  —  gewählt. 

*}  Um  über  diesen  Punkt  sowie  über  einige  andere  Verhältnisse  Klarheit  zu 
s-chaffen,  hat  Verfasser  dem  Regierungsbauführer  Bern  er,  Assistenten  der  Ma- 
terialprüfungsanstalt  an  der  Techn.  Hochschule  Stuttgart,  Anregung  gegeben, 
Elasticitätsversuche  mit  Gusseisen  und  Flusseisen  derart  durchzufuhren,  dass  ein 
und  derselbe  Körper  der  Zug-  und  Druck  probe  unterworfen  wird,  wie 
in  §  8  näher  angegeben  ist.  Die  Ergebnisse  dieser  Versuche  werden  voraus- 
sichtlich im  Laufe  des  Jahres  1902  zur  VeröflFcntlichung  gelangen. 
BAeh,  ElMtieit&t.    4.  Aufl.  3 
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Temperatur  sehwankt  zwischen  19,3  und  19,2°  C. 


Belastungsstafe  in  kg 

Zusammendrückungen  auf  15  cm 
in  '/^  cm 

gesammte 

kg/qcm 

gesammte 

bleibende 

federnde 

24  und 

5024 

0,49  und     102,74 

0,96 

0,00 

0,96 

24     - 

10024 

0,49    -       204,99 

2,00 

0,00 

2,00 

24     - 

20024 

0,49    -       409,49 

4,15 

0,00 

4,15 

24    - 

30024 

0,49    -       613,99 

6,375 

0,04 

6,335 

24    - 

40  024 

0,49    -       818,49 

8,61 

0,065 

8,545 

24     - 

50024 

0,49    -      1022,99 

10,92 

0,10 

10,82 

24    - 

60024 

0,49    -      1227,48 

13,265 

0,14 

13,125 

24    - 

70024 

0,49    -      1431,98 

15,66 

0,21 

15,45 

Werden  für  die  Koefficienten  a  und  m  der  Gleichung  1  solche 
Werthe  eingeführt,  dass 

1 


1,052 


1  217  000 


6) 


und  werden  sodann  die  hieraus  berechneten  Zusammendrückungen 
mit  den  beobachteten  verglichen,  so  ergiebt  sich  die  folgende  Zu- 
sammenstellung. 


SpaDDUDgsstufe  in  kg/qcm 


V  ersuch  swerth 


Berechnet 
nach  Gl.  6 


Unterschied 


0,49 
0,49 
0,49 
0,49 
0,49 
0,49 
0,49 
0,49 


und 


102,74 

204,99 

409,49 

613,99 

818,49 

1022,99 

1227,48 

1431,98 


0,960 

2,00 

4,15 

6,335 

8,545 

10,82 

13,125 

15,45 


0,963 
1,995 
4,137 
6,336 

8,575 
10,814 
13,136 
15,449 


-4-0,003 

—  0,005 

—  0,013 
0,001 
0,030 

-0,006 
+  0,011 

—  0,001 


Auch  hier  ist  die  Uebereinstimmung  der  beobachteten  und  der 
auf  Grund  der  Gleichung  6  berechneten  Zusammendrückungen  eine 
sehr  gute. 
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Gleichung  5  verglichen  mit  Gleichung  6  lehrt,  dass  durch  vor- 
hergegangene starke  Druckbelastung  a  von  jÖ43ÖÖÖ  *^^  fm^ÖÖÖ 

vermindert,  m  dagegen  von  1,035  auf  1,052  vergrössert  wird.  Hier- 
durch wird  die  Federung  gegenüber  Druck  (Gleichung  5  und  G) 
der  Federung  gegenüber  Zug  (Gleichung  4)  genähert. 


Gosseisenkörper  IT. 

Material  von  dem  gleichen  Guss,  wie  Körper  III  bearbeitet. 

Querschnitt  des  mittleren   prismatischen 

Theiles        6,99  .  7,00  =  48,9  qcm 

Gewicht 29,81  kg 

Zug. 

Nach  vorhergegangener  Belastung  mit  40  000  kg  entsprechend 
818  kg/qcm,  was  bei  Gusseisen  für  Zug  als  Ueberlastung  bezeichnet 
werden  rauss,  wurde  der  Körper  den  aus  folgender  Zusammen- 
stellung ersichtlichen  Belastungswechseln  unterworfen. 


Temperatur  schwankt  zwischen  19,5  und  19,0®  C. 


i 

I 

1 


Belastungsstufe  in  kg 

Federnde  Ausdehnungen 

\'6oo  cm 

auf  50  cm  in 

gesammte 

kg/qcm 

beobachtet 

berechnet 
nach  Gl.  7 

Unterschied 

21  nnd 

500 

0,43  und 

10,22 

0,33 

0,326 

'       0,004 

21    - 

1000 

0,43    - 

20,45 

0,695 

0,711 

-t-  0,016 

21    - 

2000 

0,43    - 

40,90 

1,53 

1,536 

-^  0,006 

21    - 

3000 

0,43    - 

61,35 

2,41 

2,405 

—  0.005 

21    - 

4000 

0,43    - 

81,80 

3,295 

3.304 

-4-  0,009 

21    - 

5000 

0,43    - 

102,25 

4,185 

'       4.226 

,  +  0,041 

21    . 

10000 

0,43    - 

204,50 

8,flG 

9,072 

-+-0,112 

21    - 

20000 

0,43    - 

409,00 

19,49 

1     19,457 

1 

-  0,033 

Die  Uebereinstimmung  der  beobachteten  Federungen  mit  den 

Äuf  Grund  der  Gleichung 

3* 
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1 


1.» 


1  150  000 


7) 


berechneten  muss  als  eine  befriedigende  bezeichnet  werden. 

Der  Vergleich  der  Zahlenwerthe  in  Gleichung  7  mit  den- 
jenigen in  Gleichung  4  zeigt,  dass  sich  für  den  vorher  überlasteten 
Körper  sowohl  a  als  auch  m  grösser  ergeben  haben. 

Druck. 

Nach  vorhergegangener  Belastung  durch  90  000  kg,  ent- 
sprechend 1841  kg/qcm. 


Temperatur  schwankt  zwischen  19,3  und  19,2°  C. 


Belastungsstufe  in 

kg 

Federnde  Zusammendrückungen  auf 
15  cm  in  '/goo  c™ 

1 

gesammte 

1 

kg/qcm 

beobachtet 

berechnet 
nach  Gl.  8 

Unterschied 

24  und     5024 

0,49 

and  102,74 

1,012 

1,024 

-h  0,012 

24     -      10024 

0,49 

-    204,99 

2,122 

2,115 

0,007 

24     -     20024 

0,49 

-    409,49 

4,445 

4,373 

0,072 

24   .-     30024    0,49 

-    613,99 

6,80 

6,687 

0,113 

24     -     40024    0,49 

-    818,49 

9,11 

9,039 

0,071 

24     -     50024 

0,49 

-  1022,99 

11,47 

11,420 

0,050 

24     -     60024 

0,49 

-  1227,48 

13,845 

13,824 

—  0,021 

24     -     70024 

0,49 

1 

-  1431,98 

16,245 

16,247 

1 

-f- 0,002 

Eine  Prüfung  der  dritten  und  vierten  Spalte  zeigt  auch  hier, 
dass  die  aus 

1 


1,M8 


1124000 


8) 


berechneten  Werthe  befriedigend  mit    den    beobachteten    überein- 
stimmen. 

Der  Vergleich  von  Gleichung  7  mit  Gleichung  8  bestätigt  so- 
dann die  oben  gemachte  Feststellung,  dass  die  Linie  der  Federungen 
auf  der  Zugseite  in  der  Nähe  des  Koordinatenanfanges  etwas  steiler 
verläuft  als  auf  der  Druckseite. 
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Doch  ist  der  Unterschied  hier  weit  geringer  als  im  Falle  des 
Gusseisenkörpers  III  (s.  Gl.  4  und  5).  Es  steht  dies  damit  in 
üebereinstimmung,  dass  auch  bei  Letzterem  durch  vorherige  starke 
Belastung  der  Unterschied  vermindert  wurde  (s.  Gl.  5  und  6). 

Zusammenstellung  der  für  die  besprochenen  4  Gusseisen- 
körper erhaltenen  Elasticitätsgleichungen: 

Für  Zng, 
wenn  vorher  nicht  belastet 

(KöT,er  III)  .  =  ^  33!^  .«.-  , 4) 

wenn  vorher  stark  belastet 
(Körper  IV)  *  =050000'^" ^) 

Für  Druck, 
wenn  vorher  nicht  belastet 

(Körper  I)  ,=  _-.l^_- ,,'.«»» , 2) 

wenn  vorher  noch  nicht  durch  Druck  belastet 

(Körper  III)  *  =  ToloöO  ^'"  ' ^^ 

wenn  vorher  stark  durch  Dmck  belastet 

(Körper  m)  *^  1217000"'^'''"  ' ^^ 

(Körper  IV)  ^  =   i  [im  ''"'' ^^ 

Wie  bereits  oben  bemerkt,  muss  es  zunächst  noch  dahingestellt 
bleiben,  inwieweit  die  Ermittlungen,  betr.  das  Verhältniss  zwischen 
Zug-  und  Druckelasticität,  allgemeine  Giltigkeit  haben  oder  ob  sie 
nur  für  die  untersuchten  Gusseisenkörper  Geltung  besitzen. 

Bei  Beurtheilung  der  für  a  und  m  der  Gleichung  1  gewon- 
nenen Zahlenwerthe  ist  überdies  im  Auge  zu  behalten,  dass  sie 
sich    unter  der  Voraussetzung   ergeben,    das  Material  sei  auf  der 
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MessläDge  /  von  gleicher  Beschaffenheit  und  gleich  dicht,  es  seien 
also  bei  prismatischer  Form  des  Versuchskörpers  vom  Querschnitt/ 

P  X 

sowohl  die  Spannung  a  =  -—  als  auch  die  Dehnung  e  =  —  an  allen 

Stellen  der  Strecke  /  gleich  gross.  Dass  diese  Voraussetzung, 
namentlich  bei  gegossenen  Körpern  von  grösserem  Querschnitt, 
welche  Hohlstellen  im  Inneren  besitzen  können  und  auch  hinsicht- 
lich der  Dichte  Veränderlichkeit  zu  zeigen  pflegen  derart,  dass 
dieselbe  von  aussen  nach  innen  abnimmt,  im  Allgemeinen  nicht  — 
jedenfalls  nicht  streng  —  erfüllt  sein  wird,  liegt  bei  der  Natur 
solcher  Gussstucke  auf  der  Hand. 

Im  Allgemeinen  ist  festzuhalten,  dass  der  DehnungskoefHcient 
auch  mit  der  Beschaffenheit  des  Gusseisens  ganz  erheblich  schwankt 
und  zwar  viel  stärker  als  bei  dem  schmiedbaren  !^isen  und  Stahl. 
In  neuester  Zeit  durchgeführte  Versuche  mit  Gusseisen  von  hoher 
Festigkeit  (hochwerthiges  Gusseisen),  ferner  mit  Gusseisen,  welches 
für  Hartguss  bestimmt,  und  mit  solchem,  welches  durch  ganze  oder 
theilweise  Abschreckung  in  Hartguss  übergeführt  worden  war,  ge- 
währen einen  lehrreichen  Einblick  nach  dieser  Richtung  hin.  So 
fand  sich  beispielsweise  für  das  hochwerthige  Gusseisen  (durch- 
schnittliche Zugfestigkeit  bis  rund  2400  kg/qcm,  durchschnittliche 
Biegungsfestigkeit  unbearbeiteter  Quadratstäbe  bis  rund 4400 kg/qcm) 
bei  der  Zugprobe  der  Dehnungskoefficient  der  Fedemng 

Spann  ungsstufe  Dehnungskoefficient 

160,1  und  480,3  kg       ^  J^qq 


480,3    -     800,5  - 
800,5    -   1120,7  - 


1120,7    -  1440,9  - 


1440,9    -  1761,1  - 


1 


970300 

1 
835300 

1 

'687  100 

1 
545  200 


Das  zu  Hartguss  bestimmte  Gusseisen  zeigt  kleinere  Werthe, 
während  das  Gusseisen,  wie  es  für  gewöhnlich  zu  gutem  Maschinen- 
guss  Verwendung  findet,  erheblich  grössere  Werthe  und  besonders 


g  i.    LüngenänderuDgeo  vcrscbiedener  Stoffe.    Gi 

zähes  Gasseisen  noch  grössere  Werthe  besitzt.  Fig.  6,  welche 
die  Linienzüge  der  gesammten  Debnnngen,  nnd  Fig.  7,  welche 
diejenigen  der  federnden  Dehnungen,  je  in  '/looo  cm  fiir  15  cm 
Messlänge  giltig,  enthält,  lassen  dies  denttich  an  der  mehr  oder 
minder  grossen  Steilheit  des  Verlaufs  erkennen. 


Der  Hartgusa   ergab   bei    der  Zugprobe   weit   kleinere  nnd 
weniger  veränderliche  Dehnnngskoefficienten,  z.  B. 

Spann  iingsBtufo  Delin  ongskoefficien  t 

13,3  aad  133,0  kg;,cm       -ri,.,lrKi^-' 


532,2 


798,3 


1750000 
1 


Hiernach    hat    das    Abechrecken    des   GnseeiBens    einen    sehr 
grossea  Einflass  anf  die  Grösse  des  Dehnnngskoefficienten '}■ 


')  l'ur  seil niiedlia reo  Sliilil  diigegen  sin.l  Ins  ji-tzt  nur  iineriiebliche  Unter- 
soliie<lo  lies  Dfliöungakoefficientcn  fcslgestellt  worileii,  wenn  er  im  geliärti-ti'ii  uml 
ungehärteten  Zustand  untersucht  ttini.  Ktrilieek  emiidelte  für  Gu«sstahl,  wie  er 
von  deu  dfutselien  Waffen-  und  Munilionsfaliriki^n  in  Herlin  zu  Stahlkugeln  lur 
Lager  verwendet  wird,  durch  DnickvcrsLLchc  niil  48  luiii  holipn  Cylindem  (Mess- 
Unge  32  tiuii;: 

Cvlinder  UDRehrme!, 


"  2127  0U0  ' 


i.i  Oel  gehaWet. 
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Hinsichtlich  weiterer  Einzelheiten,  namentlich  über  die  Elasti- 
citäteverhältnisse  der  nur  einseitig  abgeschreckten  Stäbe  mass  auf 
des  Verfassers  Arbeiten  in  der  Zeitschrift  des  Vereins  deutscher 
Ingenieure  1899,  S.  857  u.  f.  (Hartguss)  und  1900,  S.  409  u.  f. 
(hochwerthiges  Gusseisen)  verwiesen  werden*). 

Für  die  Dehnungslinie  bis  zum  Bruch  ergiebt  sich  bei  Guss- 
eisen,   wie  es  für  gewöhnlich  zu  gutem  Maschinenguss    verwendet 
wird,    die    Kurve    Oö   in    Fig.  8').     För   andere   Gusseisensorten 
ergeben  sich  Linien    von    dem  gleichen  Verlaufe.     Das 
Arbeitsvermögen  (§  3)  wird  demnach  bei  Gusseisen 
durch    eine  Fläche    von    der  Gestalt   OGG^  gemessen. 
Ihre  Grösse  —  etwa  0,08  kgm/ccm  für  das  in  den  Fig.  6 
und  7  als    gewöhnliches  Gusseisen  bezeichnete  Material 
und  etwa  0,14  kgm/ccm  für  das  daselbst  gen  ahnte  hoch- 
werthige  Gusseisen  —  beträgt  nur  einen  sehr  kleinen 
Brachtheil  von  der  Fläche,    welche  z.  B.  das  Arbeits-        ^ 
vermögen  des  Flusseisens  (Fig.  10)  liefert  (Fig.  10  und  8        Fig.  8. 
sind  in  demselben  Massstab  gezeichnet). 

Querschnittsverminderung  und  Bruchdehnung  sind  selbst  bei 
zähem  Gusseisen  so  gering,  dass  für  gewöhnlich  eine  Bestimmung 
unterbleibt. 

2^  Versuche  fnit  Flusseisen* 
Rundstab  I. 

Wir  unterwerfen  den  aus  zähem  Flusseisen  hergestellten  Stab 
in  einer  liegenden  Prüfungsmaschine  der  Zugprobe. 

Durchmesser  des  mittleren  cylindrischen  Theiles     2,007  cm 
Querschnitt      -           -                   -                   -  3,16  qcm 

Messlänge 15,00  cm. 

3.        « ==  21Ö2ÖÖ0  '     ^'y^i'^^^^^r  *°  Wasser  gehiirtet. 

Dagegen  ergab  sich  die  Proportionalitätsgi'enze,  welche  im  Falle  Ziflf.  1 
zwischen  5500  und  6000  kg/qcm  lag,  im  Falle  Ziff.  3  bei  etwa  9000  kg  qcm.  In 
ihnlichem  Masse  zeigte  sich  die  Elasticitätsgrenze  nach  oben  verschoben  (Zeit- 
•^chrift  des  Vereines  deutscher  Ingenieure  1901,  S.  73  u.  f.) 

^)  Diese  Arbeiten  finden  sich  auch  in  Heft  1  der  vom  Vereine  deutscher 
Ingenieure  herausgegebenen  Mittheilungen  über  Forschungsarbeiten  auf 
dem  Gebiete  des  Ingenieurwesens,  Berlin  1901. 

*)  In  dieser  Darstellung  ist  genau  bestimmt  die  Höhe  dJi  und  der  Verlauf 
der  Linie  (>G^    soweit  sie  ausgezogen   ist.    Vor  Eintritt   des  Bruches  müssen  die 
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t)er  neue,  noch  keiner  Belastung  unterworfen  gewesene  Stab 
wird  zunächst  mit  P  =  1000  kg  und  sodann  abwechselnd  mit 
P  =  3000  kg  belastet  und  bis  auf  P  =  1000  kg  entlastet»).  Hieran 
schliesst  sich  der  Belastungswechsel  P  =  1000  und  5000  kg,  sowie 
jP=1000  und  6000  kg.  In  jedem  Falle  wurden  Belastung  und 
Entlastung  so  lange  gewechselt,  bis  sich  die  gesammten,  die  blei- 
benden und  die  federnden  Verlängerungen  nicht  mehr  änderten. 
Dazu  ist  auch  hier  schon  zu  Anfang  mehrmaliger  Belastungs- 
wechsel erforderlich. 

Die  Ablesungen  der  Dehnungen  erfolgen  in  Zwischenräumen 
von  3  Minuten. 

Temperatur  schwankt  zwischen  17,6  und  17,8°  C. 


Belastungsstufe  in  kg 

Aasdehnnng  auf  15cm  in  ',\,^em. 

gesammte 

kg/qcm 

gesammte 

bleibende    federnde 

1000  und  3000  kg 
1000     -     5000    - 

1000     -     6000   - 

1 

316,5  und    949,4 
316,5     -    1582,3 
316,5     -    1898,7 

4,61 

9,21 

11,90 

0,17 
0,22 
0,63 

4,44 

8,99 

11,27 

Wie    ersichtlich,    wachsen    die    federnden    Dehnungen    etwas 
rascher  als  die  Spannungen,  denn  es  beträgt 
für  die  erste  Stufe  von  2000  kg  die  Federung  4,44 

-  -     zweite    -        -     2000  -      -  -         8,99  -  4,44  =  4,55 

-  -     dritte     -        -     1000-      -  -        11,27-8,99  =  2,28. 

Instrumente  zum  Messen  der  Verlängerungen  abgenommen  werden,  damit  sie 
durch  den  Bruch  nicht  beschädigt  werden:  infolgedessen  kann  die  Bestimmung 
der  Verlängerungen  in  der  Nähe  dos  Bruches  nicht  mehr  genau  erfolgen,  was 
durch  Strichelung  in  Fig.  8  angedeutet  ist. 

*)  Wenn  ein  Stab  in  liegender  Maschine  der  Prüfung  unterworfen  wird, 
und  man  entlastet  ihn  vollständig,  d.  h.  bis  die  in  der  Einspannvorrichtung  ge- 
haltenen Stabköpfe  sich  zu  lösen  beginnen,  so  Hegt  die  Gefahr  vor,  dass  die 
Anzeigen  der  Messe inriohtung  (hier  Spiegelaj)panit,  vergl.  Fig.  4,  §  8,  S.  102,  108 
u.  f.  ungenau  werden.  Das  lässt  sich  dadurch  vermeiden,  dass  man  mit  der  Eni- 
htstung  nicht  bis  Null  zurückgeht,  sondern  einen  erheblichen  Betrag  darüber 
bleibt.    Hierfür  wurde  im  vorliegenden  Falle  7*  =1000  kg  gewählt,  entsprechend 

1000        ^,..- 
<7  =    o^Q  =  31b,o  kg  qcm. 

Beim  Eülla^ten  ist  die  Vorsicht  zu  gebrauchen,  dass  man  jeweils  etwas 
unter  die  Ant'angsbelastung,  d.  i.  hier  lOOU  kg  zurückgeht  und  alsdann  vorwärts 
>ohn*itt*nd  auf  dieselbe  einstellt. 


§  4.    Längcnänderungen  verschiedener  Stoffe.     Flusäeisen. 
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In  Fig.  9  sind  die  Ausdehnungen  nach 
dem  in  Fig.  1  u.  f.  gegebenen  Vorgange  ein- 
getragen, und  zwar  von  er  =  316,5  kg/qcm 
an  gerechnet    (vergl.  Fussbemerkung  S.  42). 

Unter  der  Belastung  von  6850  kg  sinkt 
der  Waghebel  der  Maschine  auf  seine  Unter- 
lage; beim  Nachspannen  verschwindet  die 
Skala  in  den  beiden  Spiegeln  der  Mess- 
vorrichtung: die  Flies s-  oder  Streck- 
grenze (§  2)  ist  erreicht.  Sie  liegt  dem- 
gemäss  bei 

6850       ^_Q.    . 
o  =  -g-jg-  =  2168  kg/qcm. 

Nach  dieser  Feststellung  wird  der  Stab 
entlastet  und  hierauf  der  Versuch,  wie  vor- 
her durchgeführt,  wiederholt.  Dabei  er- 
giebt  sich 


1«».7fr 


f-i^««-«w- 


15ÄJ4  - 


r 


S^i,5 


MÄf* 


■l-i' 


Fig.  9. 


für  den  Belastungswechsel     1000/3000     1000/5000      1000/6000  kg 

die  Federung 4,50  9,01  11,28 

somit  Unterschied    .     .     .  4,51  2,27 

also  die  Federung  nur  wenig  wachsend  mit  der  Spannung. 

Mit  der  Federung  4,50  für  die  erste  Belastungsstufe  der  zweiten 
Versuchsreihe  findet  sich  der  durch  Gleichung  3,  §  2  bestimmte 
Dehnangskoefficient  zu 

4^ ^  1 

1000 .  15  (949,4  —  316,5) .        2109700' 


a 


Bei  erneuter  Steigerung  der  Belastung  über  6000  kg  hinaus  ist 
die  Streckgrenze  —  durch  Sinken  des  Waghebels  auf  seine  Unter- 
lage —  jetzt  bei  P  =  6500  kg  zu  beobachten,  entsprechend 

6500  r^r^err  i        / 

Nachdem    durch    Nachspannen    eine  Verlängerung    der    Mess- 
strecke Z=15cm  um  0,14  cm   erfolgt  ist,  beginnt  der  Waghebel 


44 


Einleitung. 


wieder  zu  steigen  und  einzuspielen,  hierdurch  anzeigend,  dass  die 
inneren  Kräfte,  mit  welchen  der  Stab  der  Verlängerung  widersteht, 
die  Grösse  von  2057  kg/qcm  wieder  erreicht  haben  und  zu  tiber- 
schreiten anfangen.  Bei  Fortsetzung  des  Nachspannens  steigt  die 
Belastung  stetig,  bis  sie  mit  P^^^  =  11 840  kg  ihren  Grösstwerth 
erreicht  (vergl.  §  3,  Fig.  1).  Alsdann  sinkt  der  Waghebel  —  nach- 
dem er  vorher  einige  Zeit  hindurch  eingespielt  hatte  — ,   der  Stab 


7 


l  '^6'mm^^U0Udmf4^^/n^/Mf'^'^5O'frvftv j     QUha^  Mt  9ktlänfH4iinf»n' 


Fig.  10. 


beginnt  sich  einzuschnüren  (vergl.  §  3)  und  schliesslich  erfolgt  der 
Bruch  an  der  stark  eingeschnürten  Stelle  unter  rund  P  =  8700  kg*) 

Belastung,    entsprechend  a  =  -^  r^  =  2753  kg/qcm. 

In  Fig.  10  ist  der  Verlauf  der  Linie  der  gesammten  Dehnungen, 
wie  sie  sich  für  den  untersuchten  Flusseisenstab  bei  dem  zweiten 
Versuch  ergab,  unter  Zugrundelegung  der  Messlänge  von  ursprüng- 
lich 15  cm,  eingetragen.  Derselbe  ist  nicht  unabhängig  von  der 
Geschwindigkeit,  mit  welcher  die  Belastung  gesteigert,  d.  h.  von 
der  Raschheit,  mit  welcher  der  Stab  gedehnt  wird. 

Die  Zugfestigkeit  beträgt 


K,= 


11840 


3,16 


=  3747  kg/qcm. 


')  Eine    genaue    FeststelliiDg    dieser    Belastung    begegnet    Schwierigkeiten. 
(Vergl.  Fussbemerkung  S.  8  und  9.) 


§  4.    Längenändeningen  verschiedener  StofTe.    Flusseison. 


45 


Die  Messung  des  mittleren  Durchmessers  des  Bmchquerschnittes 


TT 


lefert  1,23  cm,  entsprechend  /^  =  -j- 1,23'  =  1,19  qcm  (vergl.  §  3); 
lomit  ist  nach  Gleichung  2,  §  3  die  Querschnittsverminderung 

^j,  =  100  -'--3=^  =  62,3  % 

Nach  dem  Bruche  zeigt  das  mittlere,  ursprünglich  20  cm  lange 
Stabstück  25,48  cm;  infolgedessen  ergiebt  sich  nach  Gleichung  3, 
§  3  die  Bruchdehnung  zu 

9-^^  20,0  — -^'*'«- 

Das  nach  Massgabe  der  Gleichung  4,  §  3  bestimmte  Arbeits- 
vermögen beträgt  -4  =  6,76  kgm/ccm. 


Rundstab  II. 

Durchmesser  des  mittleren  cylindrischen  Theiles  2,495  cm 
Querschnitt       -            -                    -                   -        4,89    qcm 
Messlänge 15,00    cm. 

Der  Stab,  welcher  aus  ausgeglühtem  Material  besteht  und 
vorher  noch  keiner  Prüfung  unterworfen  ist,  wird  in  derselben 
Weise  wie  Rundstab  I  geprüft  und  liefert  folgende  Ergebnisse: 


Versuchsreihe  1. 
Temperatur  schwankt  zwischen  17,0  und  17,2°  C. 


Belastungsstufe  in  kg 

AusdehnuDg  auf  15  cm  io 

Viooo  cm 

gesammte 

kg/qcm 

gesammto 

bleibende 

federnde 

1000  und  3000kg 
1000   -   5O0O  - 
1000   -    7000  - 
1000   -   9000  - 

204,5  und  613,5 
204,5   -   1022,5 
204,5   -    1431,5 
204,5   -    1840,5 

2,99 

5,98 

8,95 

11,92 

0,05 

0,11 

'       0,16 

0,21 

1 

2,94 

!     5,87 

1      8,79 

11,71 
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Die  Wiederholung  des  Versuchs  liefert: 


Versuchsreihe  2. 


Temperatur  schwankt  zwischen  17,2  und  17,4°  C. 


BelastuDgsstufe  in  kg 

Ausdehnung 

;  auf  15  cm  in  'i\an  cm 

gesammte 

kg/qcm 

gesammte 

bleibende 

federnde 

lOOOundSOOOkg 

204,5  und  613,5 

2,93 

0,00 

2,93 

1000   -    5000  - 

204,5    -    1022,5 

5,89 

0,02 

5,87 

1000    -    7000  - 

204,5    -    1431,5 

8,85 

0,06 

,      8,79 

1000    -    9000  - 

204,5   -   1840,5 

11,80 

0,09 

11,71 

Hiemach  betragen  die  gesan 

imten  Aasdehnangen : 

1.  Versuchsreihe     2,99 

5,98        8,95 

11,92 

Unterschied     2,99 

2,99        2,97 

2,97 

2.   Versuchsreihe     2,93 

5,89        8,85 

11,80 

Unterschied     2,93 

2,96        2,96 

2,95 

Die  federnden  Ausdehnunge 

m: 

1.   Versuchsreihe     2,94 

5,87         8,79 

11,71 

Unterschied     2,94 

2,93        2,92 

2,92 

2.   Versuchsreihe     2,93 

5,87        8,79 

11,71 

Unt 

erschied     2,93 

2,94        2,92 

2,92 

Mit  Rücksicht  auf  den  Grad  der  Genauigkeit,  mit  welcher  bei 
den  Prüfungsmaschinen  die  Einstellung  auf  eine  bestimmte  Be- 
lastung erfolgen  und  mit  welcher  sodann  die  Dehnung  selbst  er- 
mittelt werden  kann,  sowie  in  Anbetracht  des  Einflusses  der  nicht 
ganz  fernzuhaltenden  kleinen  Temperaturänderungen  ^)  —  hier  um 


')  Bei  dem  verwendeten  Messinstrument,  dessen  in  Betracht  kommende 
Theile  wegen  der  geringen  Querschnittsabmessungen  den  Temperaturanderungeo 
rascher  folgen  als  der  verhältnissmussig  dicke  Versuchsstab  (vergl.  Fig.  4,  S.  102), 
äussert  sich  der  Einfluss  der  kleinen  Teraperaturzunahme  in  einer  solchen  Weise, 
dass  eine  kleine  Abnahme  der  beobachteten  Dehnungen  zu  erwarten  steht.  That- 
sächlich  zeigt  sich  auch  eine  solche  Abnahme.  Vergl.  auch  das  in  §  8,  S.  110 
Gesagte. 


§  4.    Längenänderungen  verschiedener  Stoffe.    Flusseisen. 
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0,2®  C.  —  während  einer  Versuchsreihe,   darf  die  Unveränderlich- 

9000 
keit  der  Federungen  bis  er  = -j-q^=  1840,5  kg/qcm  als  wirklich 

vorhanden  angesehen  werden.  Fig.  11,  welche  mit  den  bei  der  ersten 
Versuchsreihe  gewonnenen  Ausdehnungen  hergestellt  wurde,  be- 
stätigt dies. 

Mit  der  Federung  2,93  folgt  nach  Glei- 
chung 3,  §  2: 

2,93  1 


-  + 


1000 .  15  (613,5—204,5)       2094000 


'»31,5 


Die  bleibenden  Dehnungen  ergeben  sich 
für  die  zweite  Versuchsreihe  weit  geringer 
tls  bei  der  ersten,  was  zu  erwarten  war. 

Bei     Steigerung    der     Belastung     über     ^^'^ 
P  =  9000  kg    hinaus    zeigt    sich    plötzliches 
Sinken    des    Waghebels    der    Maschine    bei 
P=  10500  kg;    die  Streckgrenze  wurde  so- 
mit bei 


«CM 


10500 
4,89 


=  2147  kg/qcm 


ZO^,t 


erreicht. 

Um  die  Kraft  festzustellen,  welcher  der 

sich  streckende  Stab  unmittelbar  nach  Sinken  rig.  n. 

des  Waghebels  das  Gleichgewicht  hält,  wird 

die    Wage    stetig    entlastet,    bis    wieder    Einspielen    stattfindet'). 

9900 
Dies  tritt  ein  bei  P=  9900  kg,  d.  i.  für  ^=  .  öq  =  2025 kg/qcm. 

Bei  Fortsetzung  des  Nachspannens  beginnt  die  Widerstandsfähig- 
keit des  Stabes  zu  steigen,  wie  dies  Fig.  12,  welche  auch  den  Be- 
lastuDgsabfall  von  10  500  kg  auf  9900  kg  zeigt,  erkennen  lässt.    Nach 

Erreichung  der  Belastung  von  11 000  kg,  d.  i.  — t-öq~  =  2249  kg/qcm, 

fällt    der  Waghebel    zum    zweiten  Male    plötzlich,    und    zwar    auf 

9800 
P=:  9800  kg,   entsprechend  -j^-^- =  2004  kg/qcm.     Bei    dem  nun 


'y  Im  Falle  der  Fig.  10  geschah  diese  Feststelluug  nicht. 
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folgenden  Nachspannen  steigt   die  Belastung   ziemlich    rasch,    wie 
Fig.  12  deutlich  angiebt. 

-^max  *^'^^*    ^^^  17  050  kg  ein,    entsprechend   der  Zugfestigkeit 

=  3487  kg/qcm. 


K  =    - 


4,89 

Die  Belastung  hält  sich  ziemlich  lange  auf  dieser  Höhe,  wie 
ebenfalls  aus  Fig.  12  zu  ersehen  ist.  Die  letzte  Belastung,  welche 
unmittelbar    vor    dem   Bruche    und    nach    weitgehender  Einschnü- 


fcs. 

7 


xunA  Stmtn^Vtfgnyt^njy  itttf;  C^^iSOvxm, 


Flg.  12. 


rung  des  Bruchquerschnittes    beobachtet    werden    konnte,    beträgt 
P=  13  500  kg,  d.  i.  2761  kg/qcm. 


n 


Da  /;  =  - .-  1,54»  =  1,86  qcm,  so  liefert  Gleichung  2,  §  3  die 
Querschnittsverminderung 

und  wegen    /^=  323,7    bei    250  mm    ursprünglicher  Länge    findet 
sich  nach  Gleichung  3,  §  3  die  Bruchdehnung 


V 


323,7 --  250 
2,50 


_     ~      _  —  9q  r\o\ 


§  4.    LäDgenänderuDgen  verschiedener  Stoffe.     Flussstahl. 
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3.  Vermusihe  mit  FtuasstahL 


Bandstab« 


Durchmesser  des  mittleren  cylindrischen  Theiles 

Querschnitt       -  - 

Messlänge 


2,00  cm 
3,14  qcm 
15,00  cm. 


Der  Stab  wird  in  einer  liegenden  Prüfungsmaschine  der  Zug- 
probe unterworfen,  jeweils  unter  Wechsel  zwischen  Belastung  und 
Entlastung,  so  oft,  bis  sich  die  gesammten,  bleibenden  und  federn- 
den Dehnungen  nicht  mehr  ändern. 

Die  Ablesungen  der  Längenänderungen  erfolgen  in  Zeiträumen 
von  3  Minuten. 

Temperatur  schwankt  zwischen  16,4  und  16,5°  C. 


Belastnngsstufe  in  kg 


gesammtc 


AusdehnuDg  auf  15  cm  in  Viooo  ^^^ 


gcsammte 


bleibende 


federnde 


I 


lOOOnndSOOO 
1000  -  5000 
lOOO  -  7000 
lOOO  -  9000 
1000  -  11000 
lOOO  -  13000 
1000  -  14000 
lOOO  -  15000 


318,5  und  955,4 

318,5  -  1592,4 

318,5  -  2229,3 

318,5  -  2866,2 

318,5  -  3503,2 

318,5  -  4140,1 

318,5  -  4458,6 

318,5  -  4777,1 


4,47 
9,19 
13,73 
18,49 
23,28 
27,88 


Unter- 
schied 

4,47 
4,72 
4,54 
4,76 
4,79 
4,60 


30,19    ^'^^ 


33,74 


3,55 


0,00 
0,25 
0,30 
0,57 
0,88 
1,00 
1,07 


Unter- 
liie<l 


sc 


4,47 

8,94 
13,43 
17,92  j 
22,40  I 
26,88  '  ^''^^ 
29,12 '  ^'^"^ 


4,47 

4,47 
4,49 
4,49 
4,48 


Nachdem  P  =  15 000  kg  eingestellt  ist,    sinkt  der  Waghebel 
plötzlich,  so  dass  die  Streckgrenze  bei 


«T  = 


15000 
3,14 


=  4777  kg/'qcm 


erreicht  ist. 

Baeb,  Elutidtlt.    |.  Anfl. 
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Bei 

der   zu 


+ 
HtHO,l- 


3503,2r 


Z566. 


t*/*nct 


zzze,i^ 


\592y^ 


955,'* 


3i6,S 


ui;^^-^*^?::--:-- 


Fortsetzung  des  Nachspannens  beginnt  die  Belastung  wie- 
steigen   und    erlangt    mit  P^^^  =  22720  kg  ihren  Grösst- 

werth;  alsdann  sinkt  der  Wag- 
hebel,  der  Stab  beginnt  sich 
einzuschniLren  und  schliesslich 
erfolgt  der  Bruch. 

Wie  die  letzte  Spalte  der 
Zusammenstellung  der  Ausdeh- 
nungen zeigt,  wachsen  die  Fede- 
rungen bis  P  =  14000  kg  unter 
Berücksichtigung  des  thatsäch- 
lich  erreichbaren  Genauigkeits- 
grades recht  befriedigend  in 
gleichem  Verhältniss  wie  die 
Spannungen*).  Fig.  13,  welche 
nach  dem  Vorgange  von  Fig.  1 
u.  f.  die  Schaulinien  der  ge- 
sammten,  bleibenden  und  fe- 
dernden Dehnungen  enthält,  be- 
stätigt dieses  Ergebniss.  Wir 
haben  demgemäss  Proportiona-  • 
lität  jedenfalls  bis  zur  Span- 
nung 

a  =  ~»ri~i"  =  <^^  4459  kg/qcm. 

Da  auf  der  folgenden  Be- 
lastungsstufe P  =  15000  kg 
die  Erscheinung  des  Fliessens 
eintrat,  so  ist  anzunehmen,  dass 
die  Proportionalität  sich  nur 
unerheblich  über  P  =  14000  kg 
hinaus  erstreckt  haben  wird, 
weshalb  die  Proportionali- 
tätsgrenze als  nur  wenig  ober- 


Fig.  13. 


halb  4459  kg;qcm  liegend  angenommen  werden  kann'J. 


*)  Diu  geiiamniteu  Ausdelmungen  tliiin  dies  weniger. 

')  Schürf  tritt  hier  die   Unzulubsigkeit    hervor,    die  Begriffe    der  Proportio- 
iiuiitfits-  uud  Elasticitatjsgrenze  (vergl.  S.  21  und  '22)   mit  einander  zu  vermengen. 
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4  48 
Der    Dehnungskoefficient    berechnet    sich    mit   -77^^-  cm 

luuu 

Federung    auf    15  cm    bei    2000  kg    Belastungsunterschied    nach 
Gleichung  3,  §  2  zu 

4,48.3,14  1 

«  =  -^-.zt:;:^: — 7-= — ^^^^    =  cxj 


1000.15.2000  2133000 


Die  Streckgrenze  ist  bei 


15000  ,-^-  ,    , 

-g-j^  -  =  ~  4777  kg/qcm 

anzunehmen. 

Die  Zugfestigkeit  beträgt 

K  =  -I1-4-  =  ^  7236  kg/qcm. 

Die   durch    Gleichung  2,    §  3    bestimmte   Querschnittsvermin- 
dening  ergiebt  sich,  da 

/,  =  -J  1,51»=  1,79  qcm, 


za 

3,14  —  1,79 
3,14 


^  =  100^^— /-il^  =  43% 


^d  die   Bruchdehnung   nach   Gleichung  3,   §  3  mit  /^  =  238  auf 
200  mm  ursprüngliche  Länge 

*  =  100^^^  =  19%. 

üeber  die  Ergebnisse  der  Untersuchung  von  Stahlguss  hat 
Verfasser  in  der  Zeitschrift  des  Vereines  deutscher  Ingenieure  1898, 
S.  694  u.  f.  berichtet. 


Die  Erstere  liegt  hier  nahe  bei  4459  kg,  wahrend  die  Letztere,  aufgefasst  als  die- 
jenige Spannung,  bis  zu  welcher  die  bleibenden  Formänderungen  Null  oder  doch 
verschwindend  klein  sind,  weit  tiefer  liegt  (vergl.  d^e  Wertho  in  der  Spalte  der 
bleibenden  Ausdehnungen). 

4* 


4.     Vergitche  mit  Kupfer. 
Kaiiilstal)  I. 

Material:  weiches  Kopfev. 
Durchmesser  des  mittleren  cyliiidrischen  Tlieiles   .  2,502  cm 
Querschnitt      -          -                   -                -     -^  2,502'  =  4,92  qcm 
10,00  cm. 


Die  Prüfung  erfolgte  zunächst  ganz  ivie  unter  ZifF.  3  bemerkt, 
und  wurde  sodann  wiederholt.    Die  Ergebnisse  sind  im  Folgenden 


Belutmg..tafa  in  kg 

Tenipcratur 
16,8  bis  17,1"  C. 

2.  Vereuolureibe 

Temperatur 
17,4  bis  17,6'C. 

10  om  in  '/,„„„  cra 

Ausdalisung  aaf 
10  cm  in  V,M«  an 

kg/qcm 

e 

i 

•1     I-S-. 

17 

760  und  1500 
760    •    2250 
760    -    3000 
750    -    3750 

152,4  nnd  304,9 
152,4     -    457,3 
152,4     -    609,8 
152,4    -    762,2 

1,41 
3,18 
6,38 
8,05 

0,11  1  1,30 
0,53  1  2,65 
1,33  1  4,06 
2,52  1  6,53 

1,32  ^0,00 
2,68  1  0,00 
4,11    0,04 
5,68    0,16 

1,32 
2,68 
4,07 
5,63 

In  Fig.  14  sind  die  Schaulinien,  welche  sich  hiernach  für  die 
gesammten,  die  bleibenden  und  die  federnden  Dehnungen  aus  der 
I.Versuchsreihe  ergeben,  dargestellt. 

Wie  ersichtlich,  stellen  sich  bei  der  ersten  Versuchsreihe  blei- 
bende Dehnungen  aus serord entlieh  früh  und  überhaupt  von  be* 
deutender  Grösse  ein.  Bei  der  zweiten  Versuchsreihe  dagegen 
treten  die  bleibenden  Dehnungen  ganz  in  den  Hintergrund,  eine 
Folge  davon,  dass  der  Stab  schon  einmal  den  Belastnngswechseln 
ausgesetzt  gewesen  ist. 

Proportionalität  zwischen  Dehnungen  und  Spannungen  besteht 
nicht;  denn  es  betragen  die  Unterschiede 


§  4.    Lüngenünderungen  verschiedener  Stoffe.     Kupfer. 
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der  gesammten  Aus-  der  fedemdeD  Aus- 

dehDungen  dehnungeu 

bei  der  I.Versuchsreihe  1,41  1,77  2,20  2,67     1,30  1,35  1,40  1,48 
-      -    2.  -  1,32  1,36  1,43  1,57     1,32  1,36  1,39  1,46, 

d.  h.  aasgeprägt  wachsend  mit  den  Spannungen. 


"lM^'(^ooc,s.^- 


Fig.  14. 


V 


+f 


Wird  den  Federungen  die  durch  Gleichung  1  ausgesprochene 
Gesetzmässigkeit  zu  Grunde  gelegt  und  werden  dabei  die  Koeffi- 
cienten  a  und  vi  so  gewählt,  dass  für  die  erste  Versuchsreihe 


1,098 


2195000 


9) 


und  für  die  zweite  Versuchsreihe 


1 


1,074 


1  865  000 


101 
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SO  zeigt  folgende  Zusammenstellung: 


i.  kg/q- 

1.  VersQchsreihe 

2.  VeRUchsreüie 
,      ,      ,          1     lereclinet 

152,4  nnd  304,9 
152,4    -    457,3 
152,4    ■    609,8 
152,4     .    762,2 

1,30 
2,65 
4,05 
5,53 

1,30 
2,66 
4,07 
5,52 

1,32 
2,68 
4,07 
5,53 

1,32 
2,69 
4,09 
5,52 

eine  befriedigende  Uebereinstimmung  zwischen  Beobachtung  und 

Rechnung. 

Der  Unterschied  in  den  Zahle nwevthen  der  Koefficienten  « 
und  m  der  Gleichungen  9  und  10  lässt  den  Eirfluss  der  vorher- 
gegangenen Belastung  auf  <lie  Federung  deutlich  erkennen, 

Ueber  die  Anzahl  der  Spaniinngswechsel,  welche  jeweils  er- 
forderlich waren,  um  festzustellen,  dass  sich  die  gesanimten,  die 
bleibenden  und  die  federnden  Dehnungen  nicht  mehr  ändern,  giebt 
die  folgende  Zusammenstellung  Auskunft.  Ebenso  darüber,  wie 
sich  die  Ausdehnungen  bei  dem  erstmaligen  Wechsel  (Anfangs- 
werthe)  von  denjenigen  bei  dem  letzten  Wechsel  (Endwerthe) 
unterscheiden. 


1.  VereacWeihe 

In  kg/,om 

Zfihl  der 
Sp.- 
nungs- 
wechael 

Anfangs  werihe 

Bndwnilie 

1.              i' 

i  — i' 

1 

i'       l-i' 

162,4/304,9 
152,4/457,3 
162,4/609,8 
152,4/762,2 

2 

5 
7 
7 

1,41       0,11 
3,10       0,47 
5,13   1    1,16 
7,60  1   a,I5 

1,30 
2,63 
3,97 
5,45 

1,41 
3,18 
6.38 
8,05 

0,11    1   1,30 
0,53      2,65 
1,33      4,05 
2,52      5.53 

2.  VeRUeliKreihe 

152,4/304,9 
152,4/457,3 
152,4/609,8 
162,4/762,2 

2 

2 
4 
4 

1,32 
2,68 
4.13 
5,60 

0,00 
0,00 
0,03 
0,07 

1,32 
2,68 
4,10 
5,53 

1,32 
2,68 
4,11 
5,68 

0,00 
0,00 
0,04 
0,15 

1,32 
2,68 
4,07 
6,63 

§  4.    LäDgenänderuDgen  yerschiedener  Stoffe.    Kupfer.  55 

Die    weitere    Untersuchung   des  Stabes  führte  zur  Erlangung 
der  Dehnungslinie  Fig.  15,  sowie  zur  Feststellung: 
der  Zugfestigkeit 

^  10980        ^^^^,     , 

der  Querschnittsverminderung 

^  =  100  i^-^'8?^  =  61,6%, 
da 

/,  =  ^  1,55'=  1,89  qcm. 


und  der  Brachdehnung  auf  200  mm 


,.-   292,2-200         .-^., 
y  =  100— ^Q^ =  46,1%. 


StfVMint  'V'ViCa/nactun^  'O^^  Z^iÖfi^mm/ 


Flg.  15. 

Die  unmittelbar  vor  dem  Bruch  beobachtete  Belastung  betrug 
rund  8200  kg,  entsprechend 

8200        _^_  ,    , 
"^ ""  "492"  ""  ^m^^' 

Eine  Streckgrenze  in  dem  Sinne,  wie  in  §  2  erklärt  und  wie 
wir  sie  bei  Flusseisen  und  bei  Flussstahl  kennen  lernten,  besitzt 
hiemach  das  Kupfer  nicht. 

Das  Arbeitsvermögen  gemäss  Gl.  4,  §  3,  ergiebt  sich  zu 
-4  =  7,1 1  kgm/ccm. 
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Raudstab  11. 

Material:  weiches  Kupfer,  jedoch  von  anderer  Herkunft  als 
Stab  I,  bereits  einmal  bis  a  =  964,4  kg/qcm  beansprucht  gewesen. 

Durchmesser  des  mittleren  cylindrischen  Theiles  .       1,99  cm 
Querschnitt       -            -                                        -        .       3,11  qcm 
Messlänge 10,00  cm. 

Die  Untersuchung  führt  ganz  wie  beim  Rundstab  I  zu  dem 
Ergebniss,  dass  die  federnden  Ausdehnungen  rascher  wachsen  als 
die  Spannungen,  entsprechend 

1 


1,093 


2084000 


11) 


Nachdem  für  den  Rundstab  I  ausführliche  Besprechung  statt- 
gefunden hat,  wird  es  genügen,  die  folgende  Zusammenstellung 
anzuführen. 


SpaDnuDgsstufe 
kg  (jcni 

Federnde  Ausde 
beobachtet 

hnung  in  '/,oo,  cm 

berechnet  nach 
Gl.  11 

160,75  und  321,5 
160,75     -     482,25 
160,75     -     643,0 
160,75     -     803,75 
160,75     -     964,6 

1,40 
2,89 
4,39 
5,95 
7,53 

1,40 

2,87 
4,39 
5,94 
7,53 

Die  Uebereinstimmung  zwischen  dem,  was  beobachtet  wurde, 
und  dem,  was  Gleichung  11  liefert,  muss  als  eine  sehr  gute  be- 
zeichnet werden. 


o.    Versuche  mit  Brance. 
Rnndstab  I. 

Material:  gegossene  Bronce,  vorher  noch  nicht  belastet. 

Durchmesser  des  mittleren  cylindrischen  Theiles     2,20  cm 
Querschnitt       -            -                    -                    -  3,80  qcm 

Messlänge 15,00  cm. 


§  4    LängenänderoDgen  verschiedener  Stoffe.    Bronce. 
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Die  Prüfung  wurde  in  der  gleichen  Weise,  wie  unter  ZifF.  3 
angegeben,  durchgeführt  mit  den  aus  folgender  Zusammenstellung 
ersichtlichen  Zahlenergebnissen. 

Temperatur  schwankt  zwischen  15,4  und  15,6®  C. 


Belastangsstafe  in  kg 

Ausdehnung 

auf  15  cm  in 

Viooo  cm 

gesammte                       kg.'qcm 

i 

gesammte 

i 

bleibende 

federnde 

750  and  1500     197,4  und  394,7 

3,31 

0,07 

3,24 

750 

-     2250 

197,4    - 

592,1 

6,61 

0,09 

6,52 

750 

-     3000 

197,4    - 

789,5 

10,33      ! 

i 

0,48 

9,85 

Hiernach  wachsen  die  Federungen  rascher  als  die  Belastungen. 


Wird 


t  = 


1,028 


733800 


12) 


gesetzt,  so  ergeben  sich  die  Federungen 

nach  Gleichung  12 3,24 

gegenüber  den  beobachteten  Werthen     3,24 

also  in  guter  Uebereinstimmung. 

Die  Wiederholung  des  Versuchs  liefert: 


6,53 
6,52 


9,85 
9,85, 


Bclastungsütafe  in  kg 

Ausdehnung 
gesammte 

•  auf  15  cm  in 
bleibende 

Vioofl  cm 

gesammte 

kg/qcm 

federnde 

150  und  1500 
•50     -      2250 
750    -      3000 

197,4  und  394,7 
197,4   -    592,1 
197,4   -     789,5 

3,30 
6,60 
9,89 

0,01 
0,01 
0,03 

3,29 
6,59 
9,86 

Somit  betragen  die  Unterschiede 

in  den  gesammten  Ausdehnungen      3,30     3,30     3,29 
-      -     federnden  -  3,29     3,30     3,27 

d.  i.  in  Berücksichtigung  aller  Verhältnisse  nahezu  so  gut  wie  Un- 
veränderlichkeit.  Hiernach  zeigt  der  Broncestab,  für  welchen  die 
erste  Versuchsreihe  die  Gleichung  12  lieferte,  im  Falle  vorher- 
gegangener   Belastung  Proportionalität    zwischen    Dehnungen    und 


58 


Einleitung. 


SpannuDgen.  Mit  der  Federung  3,29  für  das  Material  in  dem  Zu- 
stande, in  welchem  es  sich  während  der  zweiten  Versuchsreihe 
befindet,  bestimmt  sich  der  Dehnungskoefficient  nach  Gleichung  3, 
§2  zu 

^ 3,29 ^        1 

"       1500Ö  .  197,4  ""  ~  900000  * 

Wird  die  Belastung  weiter  gesteigert,  so  stellt  sich  schliesslich 
der  Bruch  bei  7500  kg  ein,  entsprechend  der  Zugfestigkeit 

V       7500       ,„,  ,    , 


Flg.  Ifi. 


Die  Querschnittsverminderung  nach  Gleichung  2,   §  3  ergiebt 
sich,  da 


TT 


/  =       2.08^  =  3,40  qcm. 


zu 

0=100-  .^^^        -  =  iO,o% 

und  die  Bruchdehnung  auf  20  om  nach  Gleichung  3.  §  3 

,  ^^  212.0-   200 

^=^^»^'  -     20(^  -''    - 

Ueber  den  Verhuif  der  Linie  der  gosammten  Dehnungen  giebt 
FijT.  10  Auskunft. 
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Wie    ersichtlich,    besitzt   die    untersuchte  Bronce  gleich  dem 
untersuchten  Kupfer  keine  Streckgrenze. 


Rondstab  U. 

Material  ganz  wie  bei  Stab  I. 

Durchmesser  des  mittleren  cylindrischen  Theils 

Querschnitt       -  - 

Messlänge 


1,99  cm 
3,11  qcm 
15,00  cm. 


Prüfung  wie  Stab  I  jedoch  ohne  Wiederholung  des  Versuchs. 


Belastungsstnfe  in  kg 

AasdehnaDgen  auf  15  cm  in  '/looe  cni 

gesammte                      kg/qcm 

gesammte         hleibende        federnde 

750  und  1500 
t50    -      2250 
(50    -      3000 

241,2  und  482,3 
241,2   -     723,5 
241,2   -     964,6 

3,98 

8,99 

17,81 

0,02            3,96 
0,93            8,06 
5,63          12,18 

Hiemach    wachsen    die    Dehnungen,    ganz    wie    in    Versuchs- 
reihe 1  des  Stabes  I,  rascher  als  die  Spannungen. 
Femer  ergiebt  sich 

Ä' =  4^  =  2090  kg/qcm, 


3,11 


n 


^=100 


3,11—  '-1,91' 
4 


3,11 


_  _.  100  -Ml;r,2,^l.  =  7  j  0/^, 


3,11 


216,2-200  , 

ff  =  100 -^ =  8,l7o. 


Eine  grosse  Zahl  von  weiteren  Untersuchungen  des  Verfassers 
über  Bronce  sowohl  bei  gewöhnlicher  als  auch  bei  höheren 
Temperaturen  finden  sich  veröffentlicht  in  der  Zeitschrift  des 
Vereines  deutscher  Ingenieure  1899,  S.  354,  1900,  S.  1745  u.  V), 
1901,  S.  1477  u.  f. 


*)  Mittheilun^en   über  Forschungsarbeiten    auf   dem   Gebiete   (ies  liiii:enienr- 
wesens,  Berlin  1901,  Heft  1. 
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6.  Versuche  fnit  Messing* 

Rnndstab  (Messingguss). 

Durchmesser  des  mittleren  cylindrischen  Theils 
Querschnitt      -  - 


2,20  cm 
3,80  qcm. 


Prüfung  genau  wie  bei  ] 

ironcestab  I  (ZifF.  5). 

Belastungsstufe  in  kg 

1.  Versuchsreihe 
Teinperaturl5,4— 15,60 

Aasdehnung  auf  15  cm 
in  Viooo  cm 

2.  Versuchsreihe 
Temperatur  14,8  —15,1" 

Ausdehnung  auf  15  cm 
in  Viooocm 

getiammte 

kg,  qcm 

B 
B 

«> 
o 

tu 

p 
3 

s 

o 

3 

a 

B 

ai 
CO 

S> 

-TS 

3 

e 

S 
45 

500  a.  1000 
500  u.  1500 
500a.  2000 

131,6  u.  263,2 
131,6  a.  394,7 
131,6  u.  526,3 

2,57 
5,34 
8,61 

0,21 
0,54 
1,24 

2,36 
4,80 
7,37 

2,44 
4,91 
7,39 

0,00 
0,00 
0,02 

2,44 
4,91 
7,37 

Wie  ersichtlich,  wachsen  bei  der  ersten  Versuchsreihe  (Stab 
war  vorher  noch  nicht  belastet  gewesen)  die  Dehnungen  rascher 
als  die  Spannungen,  denn  es  betragen  die  Unterschiede 


der  gesummten  Dehnungen 

2,57  2,77  3,27 


der  federnden  Dehnungen 

2,36  2,44  2,57 


Den    Federangen    der    ersten    Versachsreihe     entspricht     die 
Gleichung 


1  _ 

*  "~  947  ÖOO'  ° 


Sie  liefert  die  Federungen 
während  die  Beobachtung  ergab 


1,085 

2,36 
2,36 


13) 


4,82 
4,80 


7,36 
7,37 


Die  zweite  Versuchsreihe  (Stab  war  vorher  durch  die  Be- 
lastungen der  ersten  Versuchsreihe  in  Anspruch  genommen  gewesen) 
liefert  die  Unterschiede 


§  4.   Längenändeningen  verschiedener  Stoffe.    Messing. 


61 


der  gesammten  Dehnungen 

2,44  2,47  2,48 


der  federnden  Dehnungen 

2,44  2,47  2,46 


also  nahezu  Unveränderlichkeit.   Diese  Ergebnisse  stehen  in  Ueber- 
eiDstimmnng  mit  dem,  was  für  Bronce  festzustellen  war. 

Der  Dehnungskoefficient  für  das  Material  in  dem  Zustand,  in 
welchem  sich  dasselbe  während  der  Durchführung  der  zweiten  Ver- 
suchsreihe befand,  ergiebt  sich  bei  Zugrundelegung  der  Federung 
von  2,46  nach  Gleichung  3,  §  2 

=  2,46  ^  1 

"*       15000 .  131,6  ~ "^  802000 * 


Flg.  17. 


Die  weitere  Fortsetzung  der  Belastungen  bis  zum  Bruche  er- 
giebt für  den  Verlauf  der  Linie  der  gesammten  Dehnungen  Fig.  1 7 
und 

,,  6350  ^^rr^     1        / 


JI 


^^=100 


3,80-^-2,00' 


,^^226-200       ,„„, 


Eine  Streckgrenze  ist  nicht  vorhanden. 
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7.  Verbuche  mit  Leder* 

Für  einen  früher  schon  vielfach  belasteten  Riemen  von  6,44  qcm 
Querschnitt  ergaben  Zugversuche  Folgendes.  Einstellung  erfolgte 
von  3  zu  3  Minuten. 


Spannungsstufe  in  kg/qciu 

Federnde  Dehnung  in  mm 

3,88  und  11,65 

5,5 

3,88    -      19,4 

10,0 

3,88     -     27,2 

14,0 

Hiernach  nehmen  die  Dehnungen  mit  wachsender  Spannung  ab. 

Unter    Zugrundelegung    einer    ursprunglichen    Messlänge    des 

Riemens  von  780,7  mm  entsprechen  diese  Ergebnisse  der  Beziehung 

worin  die  Zahlenwerthe  abgerundet  worden  sind. 
Gleichung  14  liefert  für  die  Ausdehnungen 

5,6  mm  gegen    5,5  mm  beobachtet 
10,1    -         -       10,0    - 
14,1    -         -       14,0    - 

Diese  Uebereinstimmung  ist  mit  Rucksicht  auf  die  vorge- 
nommene Abrundung  der  Zahlenwerthe  in  Gleichung  14,  sowie  in 
Anbetracht  des  bedeutenden  Einflusses,  den  die  Zeit  auf  die  Form- 

4 

Änderungen  des  Leders  äussert,  und  auf  den  an  anderer  Stelle  ein- 
gegangen  werden  soll,  recht  befriedigend. 

In  Fig.  18  ist  die  Linie  der  gesammten  Dehnungen  filr  eineim 
anderen,  vorher  stark  gespannt  gewesenen  Riemen  dargestellt;  si^ 
kehrt  der  Achse  der  Belastungen  ihre  hohle  Seite  zu,  krümmt  sich 
demnach  entgegengesetzt,  wie  die  Linie  der  Dehnungen  bei  Guss- 
eisen, Kupfer,  Bronce,  Messing  u.  s.  w.\) 

Fig.  19  zeigt  die  Linie  der  gesammten  Verlängerungen  fiir 
einen  neuen  Riemen  von  ursprünglich  49,6  mm  Breite  und  6,5  mm 

*'  Kautschuk  verhält  sich  i:i*i:enüber  Zugbelu>tung  umgekehrt  wie  Leder 
.^voi'gL  S.  1-5^  Fi:s>bomorkuni:  :  viio  IK'huuiigon  wuchsen  weit  stärker  als  die 
SpanuiiUiTcii. 
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ittlerer  Stärke,  entsprechend  /  =  4,96  .  0,65  =  3,224  qcm,  auf 
30  miu  ursprünglicher  Länge.  Die  Belastungen  wurden  anfangs  je 
m  25  kg  gesteigert,  später  je  um  50  kg.   Nach  35  Minuten  erfolgte 


ßjdhjic  AifL  ^Ikfinumqefv 


Fig.  18. 


der  Bruch  unter  760  kg  Belastung,  wobei  unmittelbar  vorher  die 
Länge  der  Messstrecke  des  gesammten  Riemens  zu  602,2  mm  ge- 
messen worden  war.  Unmittelbar  nach  dem  Zerreissen  zeigte  die 
Messstrecke,  durch  Aneinanderstossen  der  Bruchflächen  hergestellt, 


^^AV^1VtTft^^'^ff^**'T^ßJ^'-^-Tß^..V\V\. 


Fig.  19. 


520  mm,  40  Stunden  später  516,8  mm,    10  Tage  darauf  515,6  mm 
and  23  Tage  später  515  mm. 

Bei  Beurtheilung  der  Spannungen  darf  die  weitgehende  Ver- 
minderung des  Querschnittes  mit  steigender  Belastung  nicht  ausser 
Acht  gelassen  werden.  So  beträgt  beispielsweise  bei  P  =  400  kg 
die  Breite  47,5  mm   und    die  Stärke  6,0  mm,    also  /=  4,75.  0,60 


g4  EinleituDg. 

=  2,85  qcm  gegen  ursprünglich    3,224  qcni.     Mit    dem   ursprüng- 
lichen Querschnitt  ergiebt  sich  somit  die  Spannung 

^  ""  "3224~  ""         ^Si^^^y 

dagegen  mit  dem  Querschnitt,  der  thatsächlich  unter  der  Belastung 
P  =  400  kg  vorhanden  war, 

^  =  ~28b  ^  140kg/qcm. 

Bei  P  =  600  kg  war  /  =  4,66  .  0,59  =  2,75  qcm 
p  =  700   -      -    /  =  4,59  .  0,59  =  2,70    - 

Da  das  Reissen  des  Riemens  unerwartet  bei  P  =  760  kg  ein- 
trat, so  war /=  2,70  qcm  der  letzte  der  bestimmten  Querschnitte 
des  gespannten  Riemens. 

Je  nachdem  nun  dieser  Werth  /=  2,70  qcm  oder  der  ursprüng- 
liche Querschnitt /=  3,224  qcm  zur  Ermittlung  der  Zugfestigkeit 
in  Rechnung  gestellt  wird,  ergiebt  sich  diese  zu 

'60         c,o,  .     , 
270"  =  281  kg/qcm, 

bezw. 

~  3  224    ""  ^^^  ^Sk^^^ 
Aehnlich  wie  Lederriemen  verhalten  sich  Hanfseile  u.  dergl.*) 


8,  Versuche  mit  Körpern  aus  reinem  Cement, 

Cetneivtniörtelf  Beton. 

Die    zahlreichen,    vom  Verfasser    mit  solchen  Körpern  durch- 
geführten   Druckversuche,    hinsichtlich    welcher    auf   die    früheren 


*)  Siehe  hierüber  die  Ergebnisse  der  vom  Verfasser  durchgeführten  Vor- 
suche in  der  Zeitschrift  des  Vereines  deutscher  Ingenieure  1887,  S.  221  u.  f., 
S.  241  u.  f.,  S.  891  und  892,  oder  auch  «Abhandlungen  und  Berichte"  1897, 
S.  5  u.  f.,  S.  59  u.  f. 
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Veröffentlichungen  hingewiesen  werden  muss')^  ergeben  ausnahms- 
los, dass  die  Zusammendrückungen  rascher  wachsen  als  die  Span- 
nungen. 

Die  erlangten  Versuchsergebnisse  liefern  innerhalb  der  für  die 
ausfahrende  Technik  in  Betracht  kommenden  Spannungsgrenzen 
beispielsweise  die  aus  dem  Folgenden  ersichtlichen  Beziehungen, 
in  denen  die  Zahlenwerthe  abgerundet  sind. 

Körper  aus  reinem  Cement. 

1  1,09  --V 

*~  250000''        ^^^ 

Körper  aus  Cementmortel. 
1  Cement,  l'/a  Donausand:     c=  o-^nr^K^^^'"    •     16)') 

Körper  aus  Beton. 
1  Cement,  2*/2  Donausand,  5  Donaukies: 

1       1,U5  -QX 

*~  298000'^         ^''' 

*)  Zeitijchrift  des  Vereines  deutscher  Ingenieure  1895,  S.  481)  u.  f.,  189§, 
S.  1381  u.  f.,  1897,  S.  248  u.  f.;  oder  „Abhandlungen  und  Berichte"  1897, 
S.  230  u.  f.,   S.  268  u.  f.,   S.  289  u.  f. 

')  Es  ist  von  Interesse   zu  beachten,    wie  ausgeprägt  sich  der  Eiutliiss  dos 
Sandzasatzes   auf   die  Grösse  der  Exponenten  m  und  die  Grösse  von  »  äussert. 
Darin  liegt  überhaupt  ein  Vortheil  der  Beziehung  1,  duss  ihre  beiden 
Ki>efficienten  «  und  ?/i  sehr  empfindlich  sind  gegenüber  Vorschieden- 
lieiten    in    der  Zusammensetzung  des  Materials  (Gussoiscn,   Kupfer, 
Bronce,  Messing,  Cementmortel,  Beton,  Granit  u.  s.  w.j,  sowie  gegen- 
über   den    Verschiedenheiten    des    Zustandes,    in    welchem    es    sich 
jeweils  in  dem  untersuchten  Körper  befindet  (z.B.  nh  vorher  ausgeglüht, 
oll  kalt  bearbeitet,    »ider  vorher  belastet  u.  s.  w.).     Es   erscheint  walirscheinlich, 
iljiss  durch    genaue    Feststellungen    in    dieser    Richtung    in    manche    Mutoriiilieu 
Einblicke  erlangt  werden  können,  die  bisher  auf  physikalischem  Wege  .sich  nicht 
gewinnen  Hessen. 

C.  Bach,  ElMtleiULt.    4.  Aufl.  5 
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1  Cement;  2^3  Eggingersand;  5  Ealksteinschotter : 


1  Cement,  5  Donaasand,  6  Donaukies: 

1  1,187  n^  \ 

'~  280000*^         "'^^ 

1  Cement,  3  Donausand^  6  Ealksteinschotter: 

*~  380000"^         ' 


1  Cement,  5  Donausand,  10  Donaukies: 

1  1,157 


*~  217000*^'        2^^ 


1  Cement,  5  Eggingersand,  10  Ealksteinschotter: 

367000*^         • 


9,  Versuche  mit  €h*anU* 

Die  vom  Verfasser  durchgeführten  Versuche  liefern 

bei  Zug  Dehnungslinien,  wie  z.  B.  in  Fig.  20  dargestellt 
-     Druck  -  21 

Hiernach  kehrt  die  Linie  der  gesammten  und  der  federnden 
Zusammendrückungen  (Fig.  21)  der  Achse  der  Spannungen  zu- 
nächst ihre  erhabene  Seite  und  später  ihre  hohle  Seite  zu,  d.  h.  zu 
Anfang  wachsen  die  Zusammendrückungen  rascher  als  die  Span- 
nungen und  später  langsamer.  Die  Linienzuge  besitzen  demnach 
Wendepunkte;  sie  liegen  oberhalb  der  für  die  ausführende  Technik 
in  Betracht  kommenden  Spannungsgrenze,  die  gegenüber  Druck 
bei  etwa  40  kg/qcm  angenommen  werden  darf.  Innerhalb  dieser 
Grenzen  fand  sich,  wenn  die  Zahlen  abgerundet  werden. 
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verschiedener  Stoffe. 


Granit. 
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ttOO-50 


£1.*' 


iH.OO 


—  * 


Flg.  «0. 


i    c-Jf^-o,^c^- 

Flg.«»- 
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für  Granitkörper    I  (Druck)  «= -g-^^r^  a''"*     .     25) 

-  I"(Zug)       *=  23-5^  er'-"*     .     27) 

Mit  welcher  Genauigkeit  diese  Beziehungen  die  beobachteten 
Federungen  wiedergeben,  darüber  giebt  die  in  der  Fussbemerkung 
angeführte  Stelle  Auskunft,  auf  die  auch  hinsichtlich  der  weiteren 
Einzelheiten  verwiesen  werden  darf*). 


10.  Versuche  mit  Marnior* 

Querschnitt  des  mittleren  prismatischen  Theiles  9,1 15 . 9,13 =83,2  qcm 
Länge  -  -  -  -  54  cm 

Messlänge 50  cm 

Gesammtlänge  des  Körpers 74,5  cm 

Gewicht  des  Körpers 17,715  kg. 

Der  Körper  wird  zunächst  in  einer  stehenden  Prufungsmaschine 

auf  Druck    beansprucht    und    dabei   jeweils  vollständig    von    der 

Druckkraft    der    Maschine    entlastet,    so    dass    als    Belastung    des 

mittleren  Querschnitts  sein  halbes  Eigengewicht    und  das  Gewicht 

des    oberen    Theiles    der    Messvorrichtung    verbleiben,    zusammen 

18 
rund  18  kg,   entsprechend  -^^^-^  =0,22  kg/qcm. 

Hieran  schliesst  sich  Beanspruchung  auf  Zug  in  einer  zweiten 
stehenden  Maschine,  ganz  wie  dies  bei  dem  Gusseisenkörper  III 
(S.  25  u.  f )  beschrieben  worden  ist.  Die  Belastung  des  mittleren 
Querschnitts  durch  das  halbe  Eigengewicht  und  durch  den  Antheil 
des  Gewichts  der  Messvorrichtung  beträgt  hierbei  rund  15  kg,  d.  i. 
15 

*)  Zeitschrift  des  Vereines  deutscher  Ingenieure  1897,  S.  ä-ll  u.  f.  oder  auch 
des  Verfassers  „Abhandlungen  und  Berichte"  1897,  S.  281  u.  f. 
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Der  Zugversuch  wird  wiederholt. 

Darauf  folgt  abermals  Druckbelastung  u.  s.  w.,  wie  dies  aus 
den  folgenden  Zusammenstellungen  der  Versuchsergebnisse  erhellt. 

1.  Tersaehsrelhe« 

Druck. 

Der    Körper   war   vorher    mit    rund    6000  kg    belastet,    ent- 
sprechend 72,1  kg/qcm. 

Temperatur  20,0^  bis  20,1°  C. 


Belastangsstufen 

Zusammendrückangen  in  Visoo  cm  auf  50  cm 

gesammte                     kg'qcm 

gesammte    i     bleibende          federnde 

18  und  2018 
18     -    4018 
18     -    6018 

0,22  und  24,25 
0,22    -    48,29 

0,22    -     72,33 

1 

4,10 
7,265 
10,035 

0,25 

0,315 

0,33 

3,85 
6,95 
9,705 

Die  Unterschiede  der  Federungen  sind 

3,85  3,10  2,755, 

sie  nehmen    also    ausgeprägt  ab  mit  wachsender  Spannung.     Der 
Marmor  verhält  sich  hiernach  umgekehrt,  wie  z.  B.  das  Gusseisen. 


2.  Yersaehsrelhe. 

Zug. 

Der  Körper   wurde    kurze  Zeit    mit    rund    2000  kg    belastet, 
entsprechend  24  kg/qcm. 

Temperatur  20,0«  C. 


BelastnngRstufen 
gesammte        , 


kg/qcm 


Dehnungen  in  '/^gg  cm  auf  50  cm 
gesammte         bleibende     i      federnde 


15  und   300   '  0,19  und  3,61 


15 
15 
15 


600 

900 

1200 


0,19 
0,19 
0,19 


7,21 
10,82 
14,42 


0,82 
1,935 
3,365 
4,96 


0,085 
0,115 
0,18 
0,215 


0,735 
1,820 
.%185 
4.745 


Eine  Wiederholung  des  Versuchs  —  3.  Versuchsreihe  —  ergab 
nahezu  die  gleichen  federnden  Dehnungen. 
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Die  Unterschiede  der  Federungen 

0,735  1,085  1,365  1,560 

zeigen  deutlich  Zunahme  der  Dehnungen  mit  wachsender  Spannung. 

4«  Yersaehsrelhe« 

Druck. 

Temperatur  20,0°  bis  20,1°  C. 


Belastungsstiifen 

Zusammendrückungen  in  ^/qqq  cm  auf  50  cm 

gesammte 

kg/qcm 

gesammte 

bleibende 

federnde 

18  und  2018 
18     -    4018 
18     -    6018 

0,22  und  24,25 
0,22    -    48,29 
0,22    -     72,33 

7,77 
11,63 
14,54 

3,295 
3,795 
4,125 

4,475 

7,835 

10,415 

Die  grossen  bleibenden  Zusammendrückungen  sind  die  Folge 
des  Vorhergehens  von  Zugbelastung.  Auch  die  federnden  Zu- 
sammendrückungen zeigen  grössere  Werthe  als  Versuchsreihe  1. 
Doch  hat  sich  daran,  dass  sie  langsamer  als  die  Spannungen 
wachsen,  nichts  geändert.     Denn  es  betragen  die  Unterschiede 

4,475  3,360  2,580. 

Dieselben  unterscheiden  sich  hier  noch  bedeutender  von  ein- 
ander als  bei  der  Versuchsreihe  1. 


5.  Yersaehsreihe. 

Druck. 

Temperatur  20,1^  C. 


Belustungsstufen 

Zusammendrückungen  in  Vgoo  c™  ^^^  50  cm 

gesammte 

kg/qcm 

gesammte 

bleibende 

federnde 

18  und  2018 
18     -     4018 
18     -    6018 

0,22  und  24,25 
0,22     -    48,29 
0,22    -    72,33 

4,185 
7,54 
10,30 

0,025 

0,05 

0,09 

4,16 

7,49 

10,21 

Die  bleibenden  Zusammendrückungen  ergeben  sich  jetzt  klein; 
die  federnden  haben  sich  ebenfalls  etwas  verändert,  sie  sind  aber 
noch    etwas    grösser    als  bei   der  1.  Versuchsreihe.     Von  Interesse 


§  4.    Längenändenrngen  verschiedener  Stoffe.     Marmor. 


71 


iu  beachten,  dass  sich  die  Federung  der  obersten  Stufe  der- 
;;en  genähert  hat,  welche  bei  der  1.  Versuchsreihe  erhalten 
le;  dort  waren  die  Unterschiede 

3,85  3,10  2,755, 

betragen  sie       4,16  3,33  2,72 

Eine  Wiederholung  des  Versuchs  —  6.  Versuchsreihe  —  ergab 
gleichen  federnden  Zusammendrückungen. 


Cr 

li'^'^^1''^^-^ 

900 

-y^ 

600 

---/^ 

300 

~/ 

-£ 

rtc<w<  dei  ^uAamntendxückttn^n 

/  tXcfutrAs^OihnUf'n^'tv  +f 

J 

/ . 

201S 

• 

/ 

^^el? '  ^'^'^'" j 

iOiS 

Fig.  22. 


In  Fig.  22    sind    die    federnden  Dehnungen   der  2.  Versuchs- 

he  (Zug)    und   die  federnden  Zusamniendrückungen  der  5.  Ver- 

ihsreihe  in  der  mehrfach   erörterten  Weise  eingetragen  und    die 

erhaltenen  Punkte    verbunden.     Der  so  erlangte  Linienzug  hat 
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die  Eigenthtimlichkeit,  dass  er  der  Achse  der  Spannungen  auf  der 
Zugseite  seine  erhabene,  dagegen  auf  der  Druckseite  seine  hohle 
Seite  zukehrt.  Für  ö*  =  0  darf  nach  dem  Verlauf  der  beiden 
Kurvenzweige  mit  Annäherung  eine  gemeinschaftliche  Tangente 
angenommen  werden. 


Werthe  von  er, 

unter  Zugrundelegung  der  Federungen  berechnet  für  die  einzelnen 
Belastungsstufen.      (Vergl.    S.  19,    insbesondere    auch    die    Fuss- 

bemerkung  daselbst.) 

Druck. 


Spannungsstufe 
in  kg/qcm 

1.  Versuchsreihe 

4.  Ver- 
suchsreihe 

5.  {< 

Verso 

r«il) 

0,22  und  24,25 
24,25    -    48,29 
48,29    -    72,33 

3,85                     1 

1 

1 

1 

600 .  50        24,25      0,22 
6,95      3,85              1 

187  200 
1 

161 100 

1 

173 

4 

600 .  50       48,29  —  24,25 

9,705  —  6,95             1 

600 .  50       72,33      48,29 

232600 
1 

214600 
1 

216 

261800 

279  500 

265 

Zug. 


Spannungsstufe 
in  kg'qcm 


2.  (3.)  Versuchsreihe 


0,19  und  3,61 


3,61 


7,21 


7,21  -  10,82 


10,82 


14,42 


0,735 


1 


600 .  50 

3,61 

0,19 

139  600 

1,82  —  0,735 

1 

1 

600 .  50 

7,21  — 

3,61 

99500 

3,185       1,82 

1 

1 

600 .  50 

10,82  - 

-7,21 

79  300 

4,745       3.185 

1 
14,42  — 

10,82 

1 

600 .  50 

69  200 
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11.  Versuchs  mit  Sandstein, 

Die  vom  Verfasser  durchgeführten  Versuche  ergaben  für  Sand- 
stein im  ursprünglichen  Zustande  ausnahmslos,  dass  die  Dehnungen 
weit  rascher  wachsen  als  die  Spannungen.  Da  grundsätzlich  Neues 
hierbei  nicht  auftritt,  so  darf  auf  die  dahingehenden  Veröffent- 
lichungen des  Verfassers  verwiesen  werden :  Zeitschrift  des  Vereines 
deutscher  Ingenieure  1899,  S.  1402;  1900,  S.  1169  u.  f.'). 


§  5.    Gesetz  der  LängeDändemngeD.    Vollkommenheit  und  Grösse 
der  Elasticität.  Gesetz  der  elastischen  Dehnung.  Einflass  der  Zeit. 

Elastische  Xachi^irknng. 

!•  Gesetz  der  Längenänderungen, 

Wie  wir  in  §  4  sahen,  sind  bei  einem  in  Richtung  seiner 
Achse  durch  Zug  oder  Druck  beanspruchten  Körper  dreierlei 
Aenderungen  der  Länge  desselben  zu  unterscheiden: 

1.  die  gesammte  Längenänderung  X, 

2.  -     bleibende  -  A', 

3.  -     federnde  -  X  —  V  =  A". 

Ein  Blick  auf  Fig.  1,  §  4,  in  welcher  die  Linien  der  ge- 
sammten  ( — •  — ),  der  bleibenden  ( )  und  der  federn- 
den Längenänderungen  ( — )  eingetragen  sind,  lehrt,  dass  zur  Fest- 
stellung des  Zusammenhanges  zwischen  diesen  drei  Arten  von 
Längenänderungen  und  den  zugehörigen  Spannungen  im  Allge- 
meinen drei  Funktionen  erforderlich  sind: 

Die  erste  Funktion  bestimmt  die  Linie  der  gesammten,  die 
zweite  diejenige  der  bleibenden  und  die  dritte  diejenige  der  federn- 
den Längenänderungen. 

*)  MittheüuDgen  über  Forschungsarbeiten  uiif  dem  Ge])iete  des  Ingoniour- 
wesens  1901,  Heft  1. 
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Früher  pflegte  man  nur  die  erste  dieser  Funktionen  zu  be- 
stimmen und  sie  zur  Grundlage  der  Elasticitäts-  und  Festigkeits- 
lehre zu  machen.  Doas  dies  unter  Umständen  zu  recht  groben 
Fehlem  führen  musste,  liegt  auf  der  Hand.  Deshalb  ging  Ver- 
fasser dazu  über,  X'  und  damit  auch  X' ^X  —  X'  in  der  Weise  zu 
bestimmen,  wie  dies  in  §  4  mehrfach  besprochen  worden  ist  (vergl. 
z.  B.  daselbst  Ziff.  1,  Gnsseisenkörper  I):  man  wechselt  für  jede 
Spannangsstufe  Belastung  und  Entlastung  so  oft,  bis  die  gesamiuten, 
bleibenden  und  federnden  Dehnungen  sich  nicht  mehr  andern,  und 
erhält  so  für  die  betreffende  Spannungsstafe  in  i"  die  Federung, 
d.  h.  die  eigentliche  elastische  Dehnung,  welche  der  Körper  unter 
den  Verhältnissen,  unter  denen  die  Untersuchung  stattfindet,  auf- 
weist').    Es  erscheint  deshalb  richtiger,  die  Funktion /3(o)  als  das 


')  Die  Bestimmung  von  Masszahlen  für  die  Federung,  d.  h.  für  die  Hlasti- 
uität,  ivelche  bei  mehr  iider  minder  rusch  aiifeinanderfulgenden  Spa,Dnungs&nde- 
rungeo  vurhandeo  ist,  wurde  Tum  Verfasser  bereits  in  den  Jafiren  1885  und  1886 
RufgoDommeD.  Seines  Wissens  waren  dies  die  ersten  derurtigon  Versuche.  Als 
Material  wurden  xunftchst  diejenigen  Stoffe  gewählt,  für  welche  das  Bedüriniss 
nAch  dem  bezeichneten  ElasticiUltfik-oefficionten  am  dringendsten  war;  Ledeniemeo, 
Hanf-  und  Brfthtaeile.  Ueber  einen  Tbeil  dieser  Versuche  ist  in  der  Zeiischiift 
des  Vereines  deutscher  Ingenieure  1887,  S.  231  bU  235,  S.  241  bis  245,  S.  891 
lind  892,  (oder  auch  „Abhandlungen  und  Berichle"  1897,  S.  5  u.  f.,  S.  69  und  60) 
berichtet  Daselbst  findet  sich  u.  A.  angegeben,  dass  in  manchen  F&llen  die 
Federung  nicht  viel  mehr  als  die  Hälfte  der  gesammten  Dehnung  betrügt,  übrigens 
in  hohem  Masse  eine  Funktion  der  Spannung  ist  (mit  Zunahme  der  letzteren  ab- 
nimmt) und  dass  sie  auch  von  der  Zeit  abhangt.  Bis  dnhin  war  ganz  allgemein 
mit  einem  konstanten  Behnungskoefficienten  oder  Etasticitatsmodul  gerechnet 
wonlen.  Die  genannten  Versuche  wiesen  beispielsweise  nacli,  dass  der  DchnuDgs- 
koefficient  der  Federung,  d.  j.  die  Federung  der  Längeneinheit  für  das  Kilogrkmm 
Spannung,  betrug; 

für  einen  neuen  Ledeniemeo 


1 
1250 


bei  der  Spitnoungsatufo  o,  =  7,5  und  Oj  =  18,75  kg/qcm 
iFj  =  18,75  und  aj  =  30,0       - 


ichten  Li>derriemen 
o,  =  7,2  und  0-,  =21,6  k^qcm 
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Elasticitätsgesetz  anzusehen  und  sie  zur  Grundlage  der  Elasticitäts* 
lehre  zu  nehmen. 

Die  zweite  Funktion  /a  (er),  welche  die  Linie  der  bleibenden 
Längenänderungen  oder  kurz  der  Dehnungsreste  bestimmt,  kann 
zur  Beurtheilung  des  Materials  an  sich  oder  auch  des  Zustandes 
herangezogen  werden,  in  dem  sich  das  Letztere  in  dem  untersuchten 
Körper  befindet.     Insofern  die  Linie  der  Dehnungsreste  Auskunft 


Dabei  erfolgten  die  Wechsel  in  der  Belastung  durchschnittlich  während  der 
Zeit   von  1,5  Minuten,   welche  zur  Vornahme   der  Messungen  erforderlich  wurde. 

Leder,  das  vorher  nicht  gestreckt  war  (Ledertreibriemen  werden  vorher 
kräftig  gestreckt),  lieferte  unter  Umständen  für  die  gesammte,  d.  h.  bleibende 
und    federnde    Dehnung  Werthe,    welche    den    Dehnungskoefficienten    von    rund 

löo  "'S»!'«''- 

Später  hat  sich  auch  Hartig  auf  den  Standpunkt  des  Verfassers  gestellt 
und  ist  dafür  eingetreten,  dass  die  federnde  Dehnung  bestimmt  werde.  Doch 
muss  dem  von  Hartig  im  Civilingenieur  1893,  S.  126  Bemerkten  gegenüber 
hervorgehoben  werden,  dass  es  im  Allgemeinen  nicht  ausreichend  ist,  der  Be- 
stimmung des  Elasticitätsgesetzes  nur  einen  einmaligen  Spannungswechsel  unmittel- 
bar vorhergehen  zn  lassen.  Für  manche  Materialien,  z.  B.  Stahl  von  grosser  Festigkeit, 
ist  es  innerhalb  der  Belastungsgrenzen,  für  welche  der  Dehnungskoefficient  be- 
stimmt zu  werden  pflegt,  meist  überhaupt  nicht  nöthig,  diesen  vorbereitenden 
Spannungswechsel  auszuführen;  für  Materialien  dagegen  wie  Gusseisen  (vergl. 
z.  B.  §  4,  Ziffer  1),  zähes  (ausgeglühtes)  Flusseisen,  Kupfer,  Bronce,  Messing, 
Beton  u.  s.  w.,  also  ganz  abgesehen  von  Stoffen  wie  Leder  u.  dergl.,  erweist  sich 
der  einmalige  Wechsel  meist  als  durchaus  ungenügend. 

Das  Verfahren,  die  —  für  die  Untersuchungen  oft  recht  unerwünschten  und 
Zeitaufwand  verursachenden  —  bleibenden  Dehnungen  dadurcii  zu  beseitigen, 
dass  man  den  Versuchskörper  von  vornherein  weit  über  die  Spannung  hinaus 
Mästet,  mit  welcher  das  Material  später  im  Gebrauchsstück  beansprucht  wird, 
d.  h.  dass  man  ihn  vorher  überlastet,  läuft  —  je  nach  der  Höhe  der  vorherigen 
Belastung  —  unter  Umständen  auf  eine  Misshandlung  des  Materials  hinaus. 
Jedenfalls  wird  dasselbe  hierdurch  oft  in  einen  Zustand  versetzt,  der  von  dem  mehr 
oder  weniger  verschieden  ist,  in  welchem  sich  das  normal  behandelte  Material 
in  den  eigentlichen  Gebrauchsstücken  befindet;  während  doch  die  Untersuchung 
des  Materiales  zu  dem  Zwecke  zu  erfolgen  pflegt,  sein  Verhalten  in  den  Ge- 
brauchsstücken möglichst  richtig  beurtheilen  zu  können.  Ziemlich  häufig  er- 
widert das  überlastet  gewesene  Material  diese  Behandlung  durch  elastische  Nach- 
wirkung (§  5,  Ziff.  4),  indem  es  sich  dem  ursprünglichen  Zustand  wieder  nähert, 
also  den  verlässt,  für  welchen  die  ermittelten  Zahlen  gelten. 

Die  Zahlenwerthe  in  den  Gleichungen  4  bis  8,  S.  37,  lassen  deutlich  den 
Einfluss  der  vorhergegangenen  Belastungen  bei  Gusseisen  erkennen,  noch  empfind- 
licher pflegen  Steine,  insbesondere  aber  Leder  zu  sein.  Man  erhält  für  solche 
Stoffe  nach  vorhergegangenen  starken  Belastungen  Federungen,    die   sich  ausser- 
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darüber  ertheilt,  welche  bleibende  Dehnung  bet  einer  gewissen 
Belastung  des  Körpers  zu  erwarten  steht,  kann  sie  überdies  noch 
weitere  Bedeutung  erlangen,  "worauf  bereits  S.  21  hingewiesen  wor- 
den ist')'  -^H 


8.    Mass  iler   VoUkomtnenhett  und  der  Oriiese  der  EUisNtHUU. 

Wie  bereits  S.  17  bemerkt,  wohnt  jedem  Körper  die  Eigen- 
schaft inne,  unter  der  Einwirkung  äusserer  Kräfte  eine  Aenderong 
der  Gestalt  zu  erfahren  und  mit  dem  Aufhören  dieser  Einwirkung 
die  erlittene  Formänderung  mehr  oder  minder  vollständig  wieder 
zu  verlieren.  Insoweit  er  die  erlittene  Formänderung  wieder  ver- 
liert, d.  h.  insoweit  sein  Material  zurückfedert,  wird  er  als  elastisch 
bezeichnet.  Ist  die  Rückkehr  in  die  ursprüngliche  Form  eine  voll- 
ständige, so  spricht  man  von  „vollkommen  elastisch". 

Hieraus  erhellt,  dass  der  Grad  der  Vollkommenheit  der 
Elasticitat  eines  Körpers  oder  kurz  der  Elasticitätsgrad  des- 
selben zum  Ausdruck  gebracht  werden  kann  durch  den  Quotienten: 


federnde  Dehnung 
gesammte  Dehnung' 


f*  =  ^.^^i^i 


eß^ 


wenn  nur  die  Läogenändening  eines  auf  Zug  oder  Druck  be»P 
spruchten  Körpers  ins  Auge  gefasst  wird.  Hiernach  würde  bei- 
spielsweise der  in  §  4  unter  Ziff.  1  besprochene  Gusseisenkörper  HI 


ordentlich  sturk  vod  denjenigen  uatersi^lieiden  künaen,  cKe  lIus  gleiche  Muteiial 
im  ürsprnii glichen  Zustande  lieferte. 

Vergl.  ituch  Fiissbemeritiing  S,  S.  65,  sowie  diejenige  S.  86  und  ST. 

Der  gemachte  Einwand  gegen  dus  Verfahren  entilillt  natörlich  in  den 
Fällen,  in  welcben  das  Uatertal  auch  in  den  Gebruuchsstücken  vorher  überlastet 
-wird,  was  z.  B.  zu  dem  Zwecke  gest;hehen  kann,  bleibendn  Formltnderungen  später 
von  ihnen  fernzuhalten. 

')  Die  Erkenntnis«  der  Geaetza  der  bleibenden  Formänderungen  bildet  in 
der  Hauptsache  eine  Aufgabe  der  mechanischen  Technologie.  Erst  in  nenerer 
Zeit  ist  derselben  die  ihr  gebührende  Werthschfitiung  zu  Tbeil  geworden  (Tresca, 
dem  wohl  die  ersten  Erkenntnisse  hinsichtlich  des  Fiiessens  fester  Körper  lu 
verdanken  sind,  Kick;  Geset!;  der  proportionalen  Widerstünde  und  seine  An- 
wendungen 1S85,  sowie  die  spateren  Veröffentlichungen  Kick's,  Rcjtö:  die  innere 
Reibung  der  festen  Körper,  1897  ii.  s.  w.). 
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auf  der  mit  F  =  20000  kg  schliessenden  Belastungsstufe  folgende 
Elasticitätsgrade  aufweisen: 

bei  der  ersten  Versuchsreihe 


bei  der  zweiten 


bei  der  dritten 


15,435  ^^,. 

18^55-  =  ^^  ^'«^^' 


^5,365^  _ 

15,465   -~^'^^^ 


18,325   __oft9ß 
^^  =  ~  0,826, 


22,335 


bei  der  vierten 


18,25 
18,34 


=  cxj  0,995. 


Der  in  §  4  unter  ZiflF.  4  behandelte  Kupferrundstab  weist  auf 
der  obersten  Belastungsstufe  einen  Elasticitätsgrad  auf 

bei  der  ersten  Versuchsreihe  von 


bei  der  zweiten 


li-=~«.«87, 


w =-»■«"• 


Je  niedriger  die  Spannung  liegt,  mit  welcher  die  Belastungs- 
stafe  abschliesst,  umsomehr  pflegt  unter  sonst  gleichen  Verhältnissen 
sich  fi  der  Einheit  zu  nähern.  Die  Spannung,  bis  zu  welcher  hin 
fi  =  1  ist  oder  sich  doch  nur  sehr  wenig  von  1  unterscheidet,  kann 
nach  Massgabe  des  S.  21  und  22  Gesagten  als  Elasticitätsgrenze 
bezeichnet  werden. 

Dieses  Mass  der  Vollkommenheit  der  Elasticität  eines 
Körpers  ist  zu  unterscheiden  von  dem  Mass  der  Grösse  der 
Elasticität,  als  welches  die  Federung  der  Längeneinheit  für  das 
Kilogramm  Spannung  oder  allgemein  für  das  Kilogramm  Spannungs- 
unterschied   angesehen   werden   kann.     So  wird   beispielsweise   von 
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dem  unter  §4,  Ziff.  7,  zueret  besprochenen  Riemen,  sowie  von  den 
beiden  in  der  Fussbemerkung  S.  74  angeführten  Riemen  zu  sagen 
sein,  dass  die  Grösse  ihrer  Elasticität  oder  kurz  ihre  Elasticitftt 
mit  wachsender  Spannung  abnimmt.  Damit  wird  eben  ausge- 
sprochen, dass  die  Federung,  d.  i.  die  Grösse  der  Elasticität  för 
das  Kilogramm  Spannung  (Spannungsunterschied)  nm  so  kleiner 
ausfältt,  je  höher  die  Spannungsstufe  (vergl.  S.  19,  Fussbemerkung) 
liegt,  d,  b.  in  der  Sprache  des  gewöhnlichen  Lebens,  je  stärker 
der  Riemen  angespannt  ist.  In  gleicher  Weise  wird  man  von 
einem  Gusseisenkörper  (vergl.  z.  B.  §  4,  Ziff.  1,  Gusseisenkörper  U. 
S.  22  u.  f.),  einem  Kupferslab  (vergl.  z.  B.  §  4,  Ziff.  4,  Ruudstab  I 
und  II,  S.  52  u.  f.),  einem  Betonkörper  u.  s.  w.  sagen,  daas  die 
Grösse  seiner  Elasticität,  kurz  seine  Elasticität  mit  wachsender 
Spannung  zunimmt.  Bei  Besprechung  der  Elasticität  von  Körpern 
aus  Cementmörtel,  mit  verschiedenem  Sandzosatz,  wie  solche  in 
§  4,  Ziff.  8  angeführt  sind,  wird  man  festzustellen  haben,  dass  die 
Elasticität  mit  (über  1'/,  Theilen  hinaus)  wachsendem  Sandzusatz 
unter  sonst  gleichen  Verhältnissen  zunimmt,  dass  beispielsweise 
Cementmörtel  mit  S  Theilen  Sandzusatz  mehr  Elasticität  zeigt  als 
solcher  mit  1,5  Theilen  Sand'). 

')  Füppl,  der  Nachfolger  auf  dem  LehinLulile  Bausohinger's,  verficht  im 
Centralblutt  der  BuuTenvultutig  189T,  S.  102  uud  103  ual^r  mehrfacher  BexDg- 
Duhmo  tnf  die  Arbeiten  dea  VerfiLSsers  folgende  Begriffscrklärungen: 

„1)  Elasticität  ist  allgemein  die  Fälligkeit  eines  K6rpers,  FurmiUideningi- 
arbeit  in  umkehrbarer  Weise  aufzuspeichern. 

3)  VuUkommen  elastisch  verhalt  sich  ein  Körper  bei  einem  gewissen 
VorguDge,  wenn  man  die  ihm  durch  äossere  Krikfl«  ziigelubrte  Foruiänderungs- 
arbeit  TollstiLndig  wietler  in  Form  von  meuhunischer  Energie  ans  i)im  KurSek- 
gewinuen  kann. 

3)  Der  Grad  der  Elaaticität  eines  niüht  voUkommen  elastischen  Kön>ere 
wird  liuruh  das  Vorhaltnias  der  in  nmkehrbaror  Weise  aufgespeicherten  zu  der 
gesanimten  ihm  bei  dem  belrachtel^n  Vorgänge  durch  die  äusseren  Kräfte  xu- 
gefÜhrten  Energie  bestinunt"  u.  s.  w.,  und  sagt  sodann  weiter:  „Als  einen  nesenl- 
lichen  Voniug  betrachte  ich  es  übrigens,  dass  der  Elaaticitätsmodul  oder  der 
Bach'sclie  Dehflungskoefficient  bei  meiner  Begri&sfefitatcllung  gar  nicht  vorkoDunt. 
Niemand  k:inn  darüber  im  Zweifel  sein,  dass  es  dorn  herrschenden  Sprach  gebrauche 
durchaus  iiuwiderläuft,  wenn  man  den  Kautschuk  als  sehr,  Bausteine  als  weniger 
und  Eisen  oder  Stahl  als  noch  weniger  elastisch  bezeichnen  wollte  oder  unig«- 
kehrt.  Eerr  -~a  kann  meiner  Ansicht  mich  zu  einer  solchen  Folgerung  aus  d«Q 
Bemerkungen  Bach's  und  B  anschien  gel 's  nur  deshalb  gelangen,  weil  sicli  beide 
nicht  die  Ufihe  nahmen,  das,  was  sie  unter  Hlasticität  vt^rstanden,  in  scbarkr 
Fassung  auszusprechen  u.  s.  w.'. 
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3»    AUgemeineres  Chaetz  der  dasHschen  Dehnung, 

Wie  bereits  in  §  2  bemerkt,  pflegi;  hinsichtlich  des  Zusammen- 
hanges zwischen  der  Dehnung  Sy  die  stillschweigend  als  vollkommen 
elastisch  vorausgesetzt  wird,  und  der  zugehörigen  Spannung  a  an- 
genommen zu  werden,  dass  innerhalb  eines  gewissen  Spannungs- 
gebietes, das  nach  oben  durch  die  positive  Spannung  a'  und  nach 
unten  durch  die  negative  Spannung  <r"  begrenzt  werden  möge,  Pro- 
portionalität zwischen  e  und  er  bestehe,  entsprechend  der  Gleichung 

€=a(X. 2  (§  2) 

Hierin  wird  dann  a  als  eine  innerhalb  dieser  beiden  Grenz- 
spannungen a'  (Proportionalitätsgrenze  gegenüber  Zug)  und  a"  (Pro- 
portionalitätsgrenze gegenüber  Druck)  gleichbleibende,  somit  von 
der  Grösse  und  dem  Vorzeichen  von  <r  oder  €  unabhängige  Er- 
fahrungszahl angesehen. 

Diese  angenommene  Gesetzmässigkeit  zwischen  s  und  (T,  be- 
kannt unter  dem  Namen  „Hooke'sches  Gesetz",  wurde  bis  vor 
kurzer  Zeit  noch  in  weiten  Kreisen  als  allgemein  giltig  angesehen '). 

Verfasser  glaubt,    da  er  abweichender  Meinung  ist,    im  Interesse  der  Klar- 
stellung die  FüppFsche  Aensserung  hier  anführen  zu  sollen.    Für  ihn  besteht  kein 
Zweifel    darüber,    dass    es    in  der  That  dem  herrschenden  Sprachgebrauch,    und 
zwar  nicht  blos  in  den  Kreisen  der  Ingenieure  entspricht,  den  Kautschuk  als  sehr 
elastisch,    Bausteine    als    weniger   elastisch  u.  s.  w.   zu    bezeichnen.     Diejenigeu, 
welche    eine    solche  Auffassung    aus  den  bisherigen  Arbeiten  des  Verfassers   ge- 
folgert haben,  waren  hierzu  voll  berechtigt.    Von  der  Grosse  der  Elasticitut  eines 
Materials  zu  sprechen,   liegt  im  praktischen  Leben  vielfach  Bedürfniss  vor  (niun 
vergl.  die  oben  S.  78  angeführten  Beispiele,  oder  man  denke  an  die  vielen  Ffdle, 
in  denen  der  Ingenieur  bei  der  Auswahl  von  Material  darauf  bedacht  sein  niuss, 
dass  es  ausreichende  Elasticität  besitzt  u.  s.  w.).     In  Bezug  auf  den  Elast  icitats- 
grad  kann  das  weniger  gesagt  werden. 

Ob  die  obigen,  auf  den  Begriff  der  Formänderungsarbeit  sich  stützemlen 
Erklärungen,  für  welche  ein  wesentlicher  Vorzug  darin  liegen  soll,  dass  in  ihnen 
die  Erfahrungszahl,  welche  Spannungen  und  elastische  Dehnungen  mit  einander 
verbindet  und  die  sonst  als  die  erfahrungsmässige  Grundlage  der  gesannnten 
Elasticitätslehre  gilt,  nicht  vorkommt,  als  die  Sache  fördernd  wirken  und  sich 
einbürgern  werden,  kann  ruhig  der  Entwicklung  der  Elasticitätslehre  überlassen 
bleiben.  Verfasser  glaubt  deshalb  es  unterlassen  zu  dürfen,  näher  darauf  ein- 
zugehen. 

')  Dass  dies  selbst  in  den  Kreisen  der  Physiker  bis  vor  kurzem  der  Fall 
gewesen    zu    sein    scheint,    erhellt   aus   einer  Arbeit   von  Thompson   in  Wiede- 


Das  in  §  4  niedergelegte  Erfahrungsmaterial,  welches  noch  be- 
deutend hätte  vennehrt  werden  können,  wäre  nicht  Niithigung  vor- 
handen, Beschränkung  zu  üben,  beweist  deutlich,  dass  für  die 
Mehrzahl  der  Stoffe  Proportionalität  zwischen  Dehnungen  und 
Spannungen  nicht  besteht,  und  dass  somit  das  Hooke'sche  Gesetz 
in  der  That  nnr  für  eine  Minderzahl  von  Baustoffen  des  Ingeniear- 
wesens,  zu  denen  allerdings  die  hervorragend  wichtigen  Materialien : 
Schmiedeisen  und  Stahl  gehören,  als  zutreffend  angenommen 
werden  kann;  über  im  Allgemeinen  auch  nnr  mit  Annäherung. 
Denn  selbst  bei  Schmiedeisen  und  Stahl  führt  eine  scharfe  Prüfung 
nicht  selten  zu  dem  Ergebniss,  dass  die  Dehnungslinie  von  a  ^0 
an  eine  Kurve,  wenn  auch  eine  sehr  Hache  ist. 

Bei  dieser  Sachlage  erscheint  es  begreiflich,  dass  das  Bedürf- 
niss  sich  einstellte,  den  Deh"nungskoefiicienten  a  (oder  seinen  reci- 
prokenWerth,  den  Elaslicitätsmodulfi),  als  Funktion  der  Spannung  ff 
zu  kennen,  oder  auch  eise  Beziehung  zwischen  e  und  a  aufza- 
suohen,  welche  die  Versuchsergebnisse  befriedigt'). 


,  S.  öoö  a.  f.:  „Dsber  dos  Gesett 
, Meines  WUbohs  hat  bis  jetit 
,  dass  das  alte  Gesetz  giltig  sei,  lind  es  ist 
ir  Kritik  SU  unterziehen. "  Dias  dies  nieht  gmi 
11  Jabre  1S91  die  Erkenntnis«  in  der  That  er- 
,  ergiebt  sich  aus  lien  Dnriegungen  des  \'«r- 
es  deaUcher  Ingenieure  1897,  S.  248  u.  f.  oder 


miuiD'ii  Annklen   der  l'hysik   und  Cheu 

der   elaslischen   Dehnung'.     Er    scigl    dasellisl: 

jeder  tur  aelbstversländlich  gehalten 

nie  vensueht  worden,  dnsselbe  e 

zutreffend,   <la$s  vielmehr  bereits 

heb  lieh   weiter   TorgeschrilUtn    war, 

fiLSsers  in  der  Zeilechrift  des  Verein 

in  .Abhandlungen  und  Bark^hte"  1897,  S.  ^ 

In  dem  horvorragenden  Handbuch  der  Phjsit,  welches  von  Winkelniann 
UDter  Uitwirkung  einer  grösseren  Anukhl  von  Physikern  hemusgegebeo  wird, 
heisst  ee  im  ersten  Bimd  (1891),  S.  318:  .Diese»^  Gesetü  ist  «chon  von  Hooke, 
und  zwar  in  der  Form  ,L't  lensio,  sie  vie'  ansgesprochen  worden,  in  die  heutige 
Kedeweise  übersetzt,  lautet  es:  Zwischen  Zwang  und  Veränderung,  Kwi»cben  Ver- 
änderung und  elastiüoher  Kralt  besieht  Proportiunalilät.  Schon  aus  dem  Uin- 
stnndc,  dass  man  es  hier  nieiat  mit  kleineu  Verinderungen  zu  thun  hat,  künnt« 
I  nach  den  Prindpe,   dasx  kleiue  Wirkungen  ätk  einfa>.'h  addiren,   auf  jei 
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roj.. 
aus,    vielleicht 
(L  B.  Knutsehuk' 

')  Bis  dahin  stellte  Verfnssi 
Ihut  die«  lum  Theil  auch  beute  ti 
f&r  Terschiodene  fieUstuugsslufen 

'Wenn  sich  auf  dem  Wege 


nd  di( 


Errahrung  bestätigt  sie  durch- 
lisi'her  Hinsicht  anormaler  Stoffe 


a)  dass   für    die  aufeinander  fei g>>uden  S\<a] 
Kcher  Änfang^xpannuiis: 


■  die  VerSnderlicbkeit  von  a  dadurch  fest  und 
<oh,  dass  er  die  elastischen  I^lngen Änderungen 
trmittell  und  dafür  «  berechnet, 
ler  Beobachtung  eigeben  hat, 


ingswechsel   mit  gemelnscbaft- 


§  5.    Gesetz  der  elastischen  Dehnang.  gl 

W.  Schule  ermittelte  auf  Grund  des  ihm  vom  Verfasser  1896 
zur  Verfügung  gestellten  Versuchsmaterials,  gewonnen  in  den  Jahren 
1885  bis  1896,  dass  die  Gleichung 

*  =  «(r" 1  (§4) 

gute  Uebereinstimmung  ergab.  Seine  Arbeit  beschränkte  sich 
dabei  auf  Gusseisen,  Granit,  Körper  aus  Cement,  Cementmörtel 
und  Beton  gemäss  den  Gleichungen  2,  9,  10,  14  bis  16,  18  bis  26 
in  des  Verfassers  „Abhandlungen  und  Berichte*',  S.  291  u.  f.,  und 
gemäss  dem  zugehörigen  Versuchsmaterial. 

Die  Prüfung  des  Verfassers  fährte  zu  dem  Ergebniss,  dass  — 
wenigstens  für  die  durch  das  vorliegende  Versuchsmaterial  ge- 
deckten Gebiete  —  Gleichung  1,  §  4  die  gesuchte  Gesetzmässigkeit 
innerhalb  der  für  die  ausführende  Technik  in  Betracht  kommenden 
Spannungsgebiete  befriedigend  zum  Ausdruck  bringt*).   Ein  grosser 

Gl  und  (Tf  die  Dehnang  «i, 
<r,     -     öj     -  -         *„ 
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h 

)»eträgt,  80  liefert  die 

Rechnung 
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rr  '                           "^         n           *r  ' 
ü  1                                              <Jj  üj 
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oder 

b)    dass    für    die    aufeinanderfolgenden    Spannungs Wechsel    mit    steigender 

Anfangsspannung: 

Gl  und  Gf  die  Dehnung 

:  *i» 
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W, 
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(h) 

beträgt,  so  findet  sich 
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Als  Beispiele  des  Verfahrens  nach  a)  können  angesehen  werden:  die  Er- 
mittlung von  «  für  den  Gusseisenkörper  I,  §  4,  Ziff.  1,  S.  19,  den  Marmorköq>er 
§4,  Ziff.  10,  S.  72  u.  s.  w.;  als  Beispiele  des  Verfahrens  nach  h)  die  Bestimmung 
Ton  «  für  die  beiden  in  der  Fussbemerkung,  S.  74  erwähnten  Kiemen. 

Dass  beide  Verfahren  —  je  nach  dem  Material  —  für  die  gleiche  Belastungs- 
fctufe  zu  verschiedenen  Werthen  des  Dehnungskoefficienten  führen  können,  ist 
unter  Ziff.  4,  Fussbemerkung  S.  86  und  87  hervorgeho})en. 

^)  Verfasser  glaubt  auch  hier  hervorheben  zu  sollen,  was  er  bereits  an  an- 
derer Stelle  („Abhandlungen  und  Berichte"  1897,  S.  294)  bemerkt  hat,  nämlich, 
dass  das  Zutreffen  der  Beziehung  t  =  «c'»  nach  Massgabe  des  von  ihm  Gesagton 
C.  Bftch,  ElastleitAt.    4.  Aufl.  6 


g2  Einleitung. 

Theil  der  in  §  4  aufgenommenen  Versuchsergebnisse  lag  damals 
noch  nicht  vor.  Um  so  lehrreicher  ist  es,  festzustellen,  dass,  wie 
die  Bemerkungen  in  §  4  zu  den  Gleichungen  2  bis  27  zeigen, 
auch  die  späteren  Untersuchungen  von  Gusseisen,  Kupfer,  Bronce, 
Messing  u.  s.  w.  die  Brauchbarkeit  der  Gleichung  1,  §  4  bestätigen*). 
Nur  eine  einzige  Ausnahme  hat  sich  bisher  dem  Verfasser  bei 
seinen  Versuchen  ergeben,  auf  die  später  näher  eingegangen 
werden  soll. 

Für  m=  1  geht  Gleichung  1,  §  4,  in  Gleichung  2,  §  2  über. 
Das  Hooke'sche  Gesetz  bildet  somit  einen  Sonderfall  der 
durch  Gleichung  1,  §  4,  bestimmten  Gesetzmässigkeit.  Die 
Abweichung  des  Exponenten  m    von    der    Einheit    bringt 


ausdrücklich  beschränkt  erscheint:  zunächst  auf  das  Gebiet,  welches  durch  das 
vorgelegte  Versuchsmaterial  gedeckt  wird,  und  sodann  auf  solche  Verhältnisse, 
welche  Spannungen  liefern,  die  innerhalb  der  für  die  ausübende  Technik  in  Be- 
tracht kommenden  Grenzen  liegen.  Die  Noth wendigkeit  der  zweiten  Beschränkung 
erhellt  schon  ohne  Weiteres  —  ganz  abgesehen  von  Anderem  —  aus  dem  Vor- 
handensein von  Wendepunkten  in  den  Linienzügen  für  Granit  (vergl.  Fig.  21, 
§  4,  oder  auch  „Abhandlungen  und  Berichte"  1897,  S.  283  u.  f.:  Fig.  2,  3,  4 
und  5).  Inwieweit  die  erste  Beschränkung  Berechtigung  hat,  wird  durch  weitere 
Versuche,  namentlich  auch  mit  anderen  Stoffen  festzustellen  sein.  Bei  der  grossen 
Masse  von  Materialien  und  der  Verschiedenheit  ihrer  Eigenschaften  erscheint  es 
wahrscheinlich,  dass  das  elastische  Verhalten  aller  Materialien  durch  eine  ein- 
fache mathematische  Funktion  überhaupt  nicht  genau  zum  Ausdruck  gebracht 
werden  kann. 

Wie  aus  den  Arbeiten  des  Verfassers,  betr.  die  Elasticität  der  Materialien, 
hervorgeht,  handelt  es  sich  für  ihn  in  erster  Linie  nicht  um  Auffindung  eines 
neuen  Gesetzes,  sondern  vielmehr  darum,  durch  den  Versuch  das  thatsächliche 
Verhalten  der  Stoffe  festzustellen  und  dazu  beizutragen,  dass  die  Beziehung 
<  =  «ö",  welche  nur  für  eine  Minderheit  von  Stoffen  innerhalb  gewisser  Grenzen 
zutreffend  erscheint,  nicht  mehr  als  allgemein  giltiges  Gesetz  angesehen  (vei^l.  in 
dieser  Uinsicht  auch  Fussbemerkung  S.  79  und  80)  und  ohne  Weiteres  zur  Grund- 
lage der  gesammten  Elasticitäts-  und  Festigkeitslehre  gemacht  wird.  Die  An- 
forderungen, welche  die  Technik  an  den  Ingenieur  stellt,  gestatten  dies  —  wenig- 
stens in  verschiedenen  Fällen  der  Anwendung  —  heute  nicht  mehr.  Sollte  sich 
das  thatsächliche  elastische  Verhalten  aller  Materialien  durch  irgend  eine  andere 
Funktion  zwischen  f  und  a  ausreichend  genau  zum  Ausdruck  bringen  lassen, 
welche  noch  dazu  den  Vortheil  böte,  für  die  Entwicklungen,  betreffend  die  Er- 
mittlung der  Anstrengung  von  auf  Biegung  oder  Drehung  beanspruchten  Körpern, 
bequemer  zu  sein  als  *  =  «o^,  so  würden  meines  Erachtens  Wissenschaft  und 
ausübende  Technik  die  Aufstellung  einer  solchen  Funktion  willkommen   heissen. 

^)  Vergl.  auch  die  Darlegungen  Schule 's  in  der  Zeitschrift  des  Vereines 
deutscher  Ingenieure  1898,    S.  855  u.  f.   sowie  die  Fussbemerkung  Ziff.  2,   S.  85. 


§  5.    Gesetz  der  elastischen  Dehnung.  g3 

die  Veränderlichkeit  der  Dehnnngen  zum  Ausdruck.    Für 

m>l  wachsen  die  Dehnungen  rascher   als  die    Spannungen,    für 

w  <  1  langsamer.     Je  grösser  die  Abweichung  des  Exponenten  m 

von  der  Einheit  ist,    um  so  mehr  wölbt  sich  die  Dehnungskurve 

Gleichung  1,  §  4  gegen  die  «-Achse,   also  dieser  ihre  hohle  Seite 

Zukehrend,  wenn  wi  >  1,  und  hohl  gegen  die  er- Achse,  wenn  m  <  1. 

Der   Eoefficient  a  hat    die    Bedeutung    der    Dehnung 

für  die  Spannung  1. 

Aus  Gleichung  1,  §  4,  folgt 

de  m-\ 

da  ' 

d.i.  die  Tangente  des  Winkels,  unter  welchem  die  durch  Gleichung  1, 
§  4,  bestimmte  Dehnungskurve  gegen  die  er- Achse  geneigt  ist. 

Für  m>l,    was  z.  B.   für    Gusseisen    der    Fall,    und  <r  =  0 
ergiebt  sich 

de 

da       "' 

d.  h.  die  Dehnungskurve  hat  im  Koordinatenanfang  die  er- Achse 

znr  Taugente,   gleichgiltig  wie  gross  a  und  w,   sofern  nur  m>  \, 

Für  «i  <  1 ,  was  z.  B.  bei  Leder  zutrifft,  findet  sich  mit  <r  =  0 


de  a 

-  m—, — ^  =  oc 

o 


da      "'    ^-*      "' 


d.  h.  die  «-Achse  ist  Tangente  im  Koordinatenanfang,  ebenfalls 
iinabhäDgig  von  den  Sonderwerthen  von  a  und  m. 

Wir  würden  also  beispielsweise  für  Gusseisen  erhalten,  dass 
die  Dehnungskurve  in  senkrechter  Richtung  durch  den  Koordinaten- 
anfang  geht*),  und  für  Leder,  dass  diese  Kurve  in  wagrechter 
Richtung  den  Koordinatenanfang  verlassend  emporsteigt. 

Gerade  mit  Rucksicht  auf  diese  Eigenschaft  der  Kurve  Glei- 
chung 1,  §  4,  scheint  es  angezeigt,  die  Dehnung  auch  für  verhältniss- 
mässig  kleine  Spannungen  zu  ermitteln.     Das   ist    z.  B.  geschehen 

')  Für  den  ersten  Augenblick  kann  diese  Folgerung  wohl  befremden,  nament- 
lich wenn  man  sich  an  die  Darstellungen  mit  übertrieben  grossem  Massstabe 
för  die  Dehnungen  hält.    Wenn  beispielsweise  für  Schmiedeisen  die  Linie  t  =  a<r 

mit  g  =     ^^  ^^    als  Gerade  dargestellt  wird,  welche  gegen  die  cr-Achse  unter 

«  vRAl  UUU 
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für  den  Gusseisenkörper  III,  indem  die  unterste  Spann ungsstofe 
bei  Versuclisreihe  I  mit  n  ^  20,45  kg/qcm,  bei  Veranchsreibe  2 
mit  a  =  10,22  kg/qcm  abschliessend  angenommen  wurde.  Fig.  5,  §  4 
lasst  erkennen,  dass  die  beobacbteten  iileinen  Debnungen  in  der 
Thftt  anf  starke  Näherung  an  die  o-Acbse  bindenten;  der  Grad 
der  Genmiigkeit,  mit  welcbem  die  Längen  an  de  rangen  bei  so  kleinen 
Spannungen  festgestellt  werden  können,  ist  jedocb  nicht  sehr  weit- 
gehend, weshalb  dieser  Ermittlung  eine  durchschlagende  Bedeutung 
nicht  zuerkannt  werden  kann.  Versuche  mit  Gusseisen  aus  neuester 
Zeit  lassen  es  fraglich  erscheinen,  ob  die  ff-Acbse  im  Koordinateu- 
anfang  thatsitcblich  Tangente  an  der  Dehnungslinie  ist 

Wie  S,  81  hervorgehoben,  steht  die  Gleichung  1,  §4,  in  guter 
Ue  berein  Stimmung  mit  den  Ergebnissen  der  vom  Verfasser  bisher  in 
grosser  Anzahl  d u rchge f üb rtenElaaticitäts  versuche  bis  auf  eine  einzige 
Ausnahme  und  diese  bildet  der  in  §  4  unter  Ziff.  10  behandelte 
Marmorkürper.  Fig.  22,  §  4  zeigt,  dass  hier  die  Dehnungslinie  der 
ff-Achse  auf  der  Zugscite  ihre  erhabene  und  auf  der  Druckseite 
ihre  hoble  Seite  zukehrt.  DemgemSsa  müsste  der  Exponent»«  in  der 
Gleichung  1,  §  4  für  die  Zugseile  grösser  als  1  und  für  die  Druck- 
seite kleiner  als  1  sein,  d.  h.  nach  dem  Obigen:  auf  der  Zugseite 
wäre  die  o- Achse  im  Koordinatenanfang  Tangente  an  der  Dehnungs- 
linie, auf  der  Druckseite  müsste  dies  die  e-Achse  sein.  Da  ein 
solcher  Verlauf  der  Dehnungskurve  aus  dem  Gebiete  der  Zug- 
spannungen in  das  Gebiet  der  Druckspannungen  nicht  angenommen 
werden  kann,  —  wie  ersichtlich,  ist  der  Verlauf  der  beiden  Linien- 


einem  Winka!  geneigt  ist,  dessen  TnngeDle  gleich  0^  "o  entspricht  die«  einer 
Vergröäsening  der  Dehnungen  auf  das  1  000  000  fache.  In  Verbindung  mit  einer 
so    gMeichneten  Geraden    ist  es   allerdingg   schwer,    sich   y-  =  0   für   a  =  0   vgr- 


ziigtellen.  Anders  liegt  die  Sau 
sich  also  dia  Gerade  unter  eini 
denkt,  dasa  dessen  Tangente  = 


niun    den  MoassCab   nicht   übertreibt, 
1  Winkel   gegen   die  c-Ach.^e   gelogen 


3000000 


Ueberdies   vendet   sieb   die  Kurre 
»ussarordentlicb  rasch;  denn  w&hrvnd  für 


:li  Verlässen    d&^  Koonlinatenanhn^ 

D     j-  ^  0,  Bliebt  sich  für  das  Guss- 

ni  nach  Gleichung  4,  g  4  für  tft=  1  kg'cjcni  bereits 


1  338000'      '■  " 

heblich    mehr,    nis   der  Neigung   der  Gereden  entspricht,    die  geuifiss  i  =  ««  fi 
Sebmiedeisen  gelten  iriirde. 
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Züge  in  Fig.  22  vielmehr  derart,  dass  im  Koordinatenanfang  eine 
gemeinschaftliche  Tangente  zu  erwarten  ist  —  so  muss  geschlossen 
werden,  dass  für  den  untersuchten  Marmor  die  Gleichung  1,  §  4, 
nicht  als  zutreffend  erscheint. 

Verfasser  muss  es  unter  Bezugnahme  auf  das  S.  81  und  82, 
Fussbemerkung,  Gesagte  zunächst  dahingestellt  sein  lassen,  ob  sich 
im  Laufe  der  Zeit  noch  andere  Ausnahmen  zu  der  einen  bis  jetzt 
ermittelten  gesellen  werden*);  ebenso,  ob  es  überhaupt  gelingen 
wird,  eine  genügend  einfache  Funktion  ausfindig  zu  machen, 
welche  das  elastische  Verhalten  aller  Materialien  genau  zum  Aus- 
druck bringt*). 


4.   Einfluss  der  ZeiU    Elastische  yachtvirkung. 

Wie  in  §  4  hervorgehoben,  wohnt  jedem  Körper  —  allerdings 
in  verschiedenem  Grade  —  die  Eigenschaft  inne,  unter  der  Ein- 
wirkung äusserer  Kräfte  eine  Aenderung  der  Gestalt  zu  erfahren 
und  mit  dem  Aufhören  dieser  Einwirkung  die  erlittene  Form- 
änderung mehr  oder  weniger  vollständig  wieder  zu  verlieren.  Eine 
klar  zu  Tage  liegende  Folge  dieser  Eigenschaft  ist  es,  dass  der 
Körper  bei  plötzlicher  Einwirkung  der  Kräfte  oder  bei  plötzlicher 
Entlastung  in  Schwingungen  versetzt  wird.     Aus  diesem  Zustande 


*)  Nach  den  MittheilimgeD,  welche  Winkler  im  Civilingenieur  1878,  S.  81 
u.  f.  über  die  Ergebnisse  seiner  Versuche  mit  Kautschuk  macht,  würde  sich  dieses 
Material  ähnlich  wie  Marmor  verhalten:  auf  der  Zugseite  wachsen  die  Dehnungen 
weit  rascher  als  die  Spannungen,  auf  der  Druckseite  dagegen  nehmen  die  Zu- 
sammendrückangen  langsamer  zu  als  die  Pressungen. 

^)  Die  Zeitschrift  für  Mathematik  und  Physik  (begründet  von  Schlo milch) 
hringt  im  Schlussheft  des  Jahrganges  1897  eine  Arbeit  von  R.  Mehmke  „Zum 
Gesetz  der  elastischen  Dehnungen'',  welche  u.  A.  eine  zeitgemiisise  Zusammen- 
stellung der  bis  jetzt  vorgeschlagenen  Formeln  zur  Darstellung  der  Abhiingig- 
keit  zwischen  Dehnungen  und  Spannungen  enthält.  Aus  derselben  geht  henor, 
dass  das  Potenzgesetz  *  =  «ir"»  bereits  im  Jahre  1729  von  Bulffinger  für  die 
Zugelasticität  in  Vorschlag  gebracht  worden  war  und  dass  es  1822  auch 
Uodgkinson  aufgenommen  hatte.  Das  Ergebniss  der  bis  jetzt  vorliegenden 
rechnerischen  Untersuchungen  von  Mehmke  besteht  darin,  dass  —  soweit  diese 
reichen  —  das  Potenzgesetz  die  Beziehung  zwischen  Spannungen  und  Deh- 
nungen im  Ganzen  genauer  zum  Ausdruck  l^ringt  als  das  parabolische  Gesetz 
A  =  Off  4-  bc^. 


8ß 


EinleituE 


geht  er,  indem  die  SchwinguTigen  kleiner  und  kleiner  werden,  nach 
mehr  oder  minder  langer  Zeit  in  den  Ruhezustand  über. 

Aber  auch  dann,  wenn  die  Inanspruehnabme  oder  die  Ent- 
lastung des  Körpers  allmühlicb  erfolgt,  wenn  also  derartige 
Scbwbgungen  nicht  beobachtet  werden,  erweist  sich  die  Form- 
Änderung  im  Allgemeinen  nicht  unabhängig  von  der  Zeit,  Die  durch 
eine  bestimmte  Belastung  erzeugbare  Formänderung  bedarf  zu  ihrer 
Ausbildung  einer  gewissen,  zuweilen  kurzen,  unter  Umstanden  aber 
auch  sehr  langen  Zeit.  Beispielsweise  wird  ein  Stab  aus  hartem 
Werkzeugstahl  schon  unmittelbar  nach  allmählich  erfolgter  Be- 
lastung die  überhaupt  durch  diese  erreichbare  Dehnung  aufweisen, 
während  ein  belasteter  Lederriemen  nach  Monaten,  ja  selbst  nach 
Jalkren  noch  Längenzunahmen,  wenn  auch  immer  kleiner  werdende, 
zeigt.  In  Fällen  letzterer  Art  führt  die  Zeit  asymptotisch  zum  End- 
zustand. 

Ganz  das  Entsprechende  gilt  hinsichtlich  der  Entlastung:  der 
allmählich  entlastete  Stab  ntthert  sich  dem  ursprünglichen  Zustande 
—  je  nach  der  Art  des  Materials  —  mit  verschiedener  Geschwin- 
digkeit, um  so  langsamer,  je  grösser  die  erlittene  Formäudemng 
war  und  je  länger  sie  angedauert  hatte. 

Diese  Erscheinung  der  allmählichen  Ausbildung  und  der 
allmählichen  Rückbildung  der  Formänderungen  wird  elastische 
Nachwirkung  genannt.  Sie  beeinträchtigt  namentlich  dadurch, 
daas  sie  das  Verhalten  des  untersuchten  Körpers  unter  einer  neuen 
Belastung  von  den  Belastungen  oder  Entlastungen  abhängig  macht. 
denen  er  vorher  unterworfen  war,  die  Genauigkeit  der  Beob- 
achtungen bei  Versuchen  zur  Bestimmung  der  Formänderungen 
mehr  oder  minder.  Insbesondere  bei  wechselnden  Belastungen  kann 
dieselbe  zu  eigen thümlichen  Abweichungen  führen,  entsprechend 
einem  gleichzeitigen,  beiderseits  mit  veränderlicher  Geschwindigkeit 
erfolgenden  Verlaufe  entgegengesetzter  Aenderungen,  oder  kurz  ent- 
sprechend einem  Ueb er einand erlagern  von  Nachwirkimgen')- 


')  Hiermit  hängt  es  auoli  «usamwen,  dass  die  Federung  (§  4)  bei  niancheD 
Körpern  verachieden  erhalten  wird,  je  nachdem  inim  die  untersuch  im  g,  wie  in 
der  Fussheraerkung  S.  80  und  81  unter  a)  oder  unter  b)  angegeben  ist,  durchfährt. 
Besonders  stark  tritt  dieser  Unterschied  bei  Uieuien  auf.  Beispielsweise  hnd 
sich  für  einen  Ledertreibrianieo,  der  in  der  Weise  geprüft  wurde,  dass  für  jede 
BelastUQgsstufe  mit  Belastung  und  Entlastung  so  oft  gewechselt  wurde,  bis  sich  die 
,    die   bleibenden   und  tlie  federnden  Dehnungen  nicht  mehr  inderten: 


§  5.   Einfluss  der  Zeit    Elastische  Nachwirkunfjr. 
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Dieser  Einfluss  der  Zeit  auf  die  FormäDdemDgen^  wie  auch 
auf  die  Festigkeit  0  des  Stoffes  macht  es  noth wendig,  dass  im  All- 
gemeinen den  Ergebnissen  von  Versuchen  auf  diesem  Gebiete  die 
erforderlichen  Angaben  über  die  Zeit  beigefugt  werden. 

Aus  dem  Vorstehenden  folgt  femer,  dass  die  im  §  4  erörterten 
Längenänderungen,  sowie  die  aus  ihnen  ableitbaren  Masszahlen  der 
Gesammtdehnung,  des  Dehnungsrestes  und  der  Federung,  d.  h.  die 
DehnungskoefGcienten  streng  genommen  Funktionen  der  Zeit  sein 
müssen.  Praktische  Bedeutung  erlangt  diese  Abhängigkeit  von 
der  Zeit  jedoch  erst  fiir  solche  Stoffe,  bei  denen  die  elastische 
Nachwirkung  von  Erheblichkeit  ist  (vergl.  §  10  unter  Hanfseile, 
sowie    Fussbemerkung   S.  74).      Von    hervorragender    praktischer 


1.  Versuchsreihe 


BelastuDgsstufe   i  federnde  Ausdehnung 


2.  Versuchsreihe 


Beiastungsstufe     federnde  Ausdehnung 


50  und  150  kg 
150     -     250    - 
250     -     350   - 


6,0  mm 

3.6  - 

2.7  - 


50  und  150  kg 
50  -  250  - 
50  -  350  - 


5,5  Ulm 
10,0     - 
14,0     - 


Wir  erkennen  Folgendes: 

Für  die  gleiche  Belastungsstufe  50  und  150  kg  liefert  die  erste  Versuchs- 
reihe eine  am  6 — 5,5  =  0,5  mm  grössere  Federung  als   die  zweite  Versuchsreihi^ 

Für  die  Belastungsstufe  150  und  250  kg  liefert  die  erste  Versuchsreihe  un- 
mittelbar 3,6  mm  Federung,  während  die  Ermittlung  aus  der  zweiten  Versuchs- 
reihe durch  Bildung  des  Unterschiedes  10,0 — 5,5  zu  4,5  mm  fuhrt,  also  mehr  ergiebt. 

Für  die  dritte  Belastungsstufe  250  und  350  kg  liefert  die  erste  Versuchsreihe 
unmittelbar  2,7  mm  Federung,  während  die  zweite  Versuchsreihe  zu  14,0 — 10,0 
=  4  mm  fuhrt. 

Die  Summe  der  Federungen  der  ersten  Versuchsreihe  ergiebt  6,0  -f-  3,6  -h  2,7 
=  12,3  mm  gegen  14,0  mm  bei  der  zweiten  Versuchsreihe. 

Auch  bei  der  Untersuchung  von  anderen  Stoffen  fand  sich  ein,  wenn  auch 
meist  weit  kleinerer  Unterschied,  z.  B.  bei  Steinen.  Selbst  Gusseisen  ist  nicht  frei 
hiervon.  Da  ein  Eingehen  an  dieser  Stelle  zu  weit  führen  würde,  so  niuss  sich 
Verfasser  hier  auf  diese  Feststellung  beschränken. 

*)  Beispielsweise  werden  Stäbe  aus  Schmiedeisen,  Lederriemen  u.  s.  w.,  selir 
rasch  zerrissen,  einen  grösseren  Werth  für  die  durch  Gleichung  1,  §  3  })estiinnite 
Festigkeit  liefern,  als  wenn  das  Zerroissen  langsam  erfolgt.  Dagegen  pflegen  im 
letzteren  Falle  Dehnung  und  Querzusammenziehung  grösser  auszufallen;  die  zui- 
Ausbildung  der  Formänderungen  gelassene  Zeit  ist  e])en  bedeutender.  0  ^'^o^- 
auch  §  10.) 

Siehe  auch  die  Angaben  über  das  Kürzerwerden  der  beiden  Bruchstiicki^ 
eines  zerrissenen  Riemens  mit  der  Zeit  auf  S.  63,  oben. 
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Bedeutung  wird  der  Einfluss  der  Zeit  auf  die  Aus-  und  Huckbildung 
der  Formänderung,  z.  B.  beim  Riemenbetrieb,  und  damit  auf  die 
Grösse  der  übertragbaren  mechanischen  Arbeit  bei  grösseren  Ge- 
schwindigkeiten, wie  in  des  Verfassers  Maschineueleiuenten,  8.  Auf- 
lage (1901),  S.  321  und  322,  S.  343  bis  345  dargelegt  ist. 

Bei  Prüfung  von  Leder,  das  für  das  Maschineningenieurwesen 
eine  grosse  Bedeutung  hat,  pflegt  die  elastische  Nachwirkung  so 
stark  zu  sein,  dass  sich  die  Frage  aufdrängt,  ob  es  überhaupt  be- 
rechtigt ist,  die  elastischen  Dehnungen  in  zwei  Theile  zu  zerlegen, 
von  denen  der  erste  als  plötzlich  oder  doch  sehr  rasch  eintretend 
und  wieder  verschwindend  angesehen,  während  der  andere  ala 
nachwirkend,  d.  h,  als  allmählich  mit  abnehmender  Geschwindigkeit 
verlaufend  aufgefasst  wird.  Dass  hierin  —  streng  genommen  ^ 
eine  Willkürlichkeit  liegt,  bedarf  keiner  Erörterung. 


Die  auf  den  geraden  stabförniigen  Körper  wirkenden  äusseren 
Kräfte  ergeben  für  jeden  Querschnitt  desselben  eine  Kraft,  deren 
Kichtungalinie  in  die  Slabachse  fällt,  und  welche  diese  zu  ver- 
längern strebt. 


I 


§  6.    Gleichungen  der  Zugelasticilüt  und  Zugfestigkeit. 
1.    Es  bedeute  für  den   prismatischen  Stab 
P  die  ziehende  Kraft, 

/    die  Grösse  des  ursprünglichen  Stab  quer  Schnittes, 
/     die  ursprüngliche  Länge  des  Stabes, 
X    die  Verlilngernng,  welche  der  Stab  durch  die  Einwirkung  der 
Kraft  P  erfahrt, 

e  ^  "T-  die  Dehnung  (§  2), 

«    den  Dehnungskoefficienten  (§  2), 

a    die  Spannung,    welche  durch  die  Belastung  P  hervorgerufen 

wird,  und  die  mit  der  Dehnung  t  verknüpft  ist,  bezogen  auf 

den  ursprünglichen  Querschnitt  (§  1), 


§  6.    GleichuDgen  der  Zugeiasticität  und  Zugfestigkeit.  39 

i,  die  zulässige  Anstrengung  des  Materials  gegenüber  Zugbean- 
spruchung. 

Dann  ist  nach  Gleichung  1,  §  1 

^  =  «T/ 1) 

i*<Kf 2) 

Unmittelbar  aus  dem  Begriff  des  Dehnungskoefficienten  folgt 

X  =  ala^al-- 3) 

2.  Diese  zunächst  nur  fhr  prismatische  Stäbe  entwickelten 
Beziehungen  werden  dann  auch  auf  gerade  stabförmige  KOrper 
Ton  yeränderlichem  Querschnitte  übertragen. 

Es  bezeichne,  Fig.  1, 
P  die  Eraft^    welche  den  Körper  auf  Zug  in  Anspruch  nimmt, 
/    die  Grösse    des  beliebigen,    um    x  von   der  einen  Stirnfläche 

abstehenden  Querschnittes, 
/o  dea  kleinsten  Stabquerschnitt, 
l    die  Länge  des  Stabes  vor  der  Dehnung, 
i    die  Zunahme  der  Stablänge  in  Folge    der  Ein- 
wirkung der  Kraft  P, 

s    die  Dehnung  im  Querschnitt  /, 

P 
c  =  ---  die  Spannung  im  Querschnitt  /, 

a  den  Dehnungskoefficienten, 

4j  die  zulässige  Anstrengung  des  Materials  gegenüber  Zugbean- 
spruchung. 

Die  Dehnung  €  ist  hier  von  Querschnitt  zu  Querschnitt  als 
veränderlich  aufzufassen,  weshalb  in  Bezug  auf  die  Grössen  /  und 
i  der  Bestimmungsgleichung  1,  §2,  die  Vorschrift  getroffen  werden 
^QsSj  dass  die  Stablänge  unendlich  klein,  also  im  vorliegenden 
Falle  dx  ist.  Wird  die  Längenänderung,  welche  dx  erfährt,  mit 
^dx  bezeichnet,  so  folgt 

Jdx 

dx 

Daon  gelten  ausser  der  Gleichung  1  die  folgenden  Beziehungen : 
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i'SKfo, 4) 

X=Ydx  =  p\^a~' 5) 

Cr  Ca/ 

ü  u 

Ist  a  unveränderlich,  was  bei  Spannungen  innerhalb  der  Pro- 
portionalitätsgrenze zutrifft,  falls  dem  in  Frage  stehenden  Material 
eine  solche  überhaupt  eigenthümlich  (§  2),  so  darf  a  vor  das  In- 
tegralzeichen gesetzt  werden. 

Die  Voraussetzungen,  welche  den  vorstehenden  Beziehungen  1 
bis  5  zu  Grunde  liegen,  sind  in  manchen  Fällen  der  Verwendung 
sehr  unvollkommen  erfüllt.  Mit  Kücksicht  auf  diesen  Umstand 
seien  sie  kurz  zusammmengestellt. 

1.  Die  äusseren  Kräfte  ergeben  für  jeden  Querschnitt  nur  eine 
in  die  Stabachse  fallende  Zugkraft. 

2.  Auf  die  Mantelfläche  des  Stabes  wirken  Kräfte  nicht. 

3.  Der  Einfluss  des  Eigengewichtes  des  Stabes  kommt  nicht  in 
Betracht. 

4.  Die  Dehnungen  und  die  Spannungen  sind  in  allen  Punkten 
eines  beliebigen  Stabquerschnittes  gleich  gross  und  senkrecht 
zu  letzterem  gerichtet.  (Gleichmässige  Vertheilung  der  Zug- 
kraft über  den  Querschnitt 00 

5.  Die  Form  des  Querschnittes  ist  gleichgiltig. 

Soll  das  eigene  Gewicht  G  des  Körpers  berücksichtigt 
werden,  so  ergiebt  sich  für  den  obersten  Querschnitt  von  der 
Grösse  /i  in  Fig.  1 

P-f-G  ,         P-f-G 

(7=      . »  Ä-   ^ 


Von  dem  Querschnitte  /  (im  Abstände  x)  bis  zu  dem  um  dx 
davon  entfernten  Querschnitt  ändert  sich  die  Gesammtzugkraft /<r 


*)  Dicso  Voriiiissetzung  ist  in  iler  Mehrzahl  der  Fälle  weit  unvollkommener 
erfüllt,  als  man  anzunehmen  pflegt.  So  ist  z.  B.  —  streng  genommen  —  überall 
da,  wo  die  äussere  Kraft  in  den  Stab  eintritt,  gleichmässige  VertheiluDg  der 
Spannungen  üher  den  ganzen  Querschnitt  Jiieht  vorhanden,  allerdings  \s'ird  dabei 
der  Grad  der  Ungleichmässigkeit  sehr  verschieden  sein  können. 


S  6.    Gleichungen  der  ZugetuticitSt  und  Zugfestigkeil 
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nm  yfdx,  sofern  y  das  specifiscbe  Gewicht  des  Stabmaterials  be- 
deutet.    Hieraus  folgt 

Wird   nun  verlangt,  die  Stabquersclinitte   derartig   nach  oben 
zonebmea    za    lassen,   dass  tr  l^r    alle  Querschnitte    den   gleichen 


Bei  deo  Schrauben,  Fig.  2  und  3,  tritt  die  Kraft  duruli  den  Kopf  in  ilun 
Schkft  über;  in  dem  Querschnitt  des  Schaftes  da,  wo  dieser  an  den  Kopf  au- 
schliesst,  werden  die  nach  dem  Umfange  zu  gelegenen  Fasern  muhr  zur  Uelier- 
tngung  herangezogen  werden  als  die  Dsch  der  Achse  zu  gelegenen.  Bei  Schniube 
Fig.  3  wird  diese  Ungleich missigkeit  noch  bedeutender  seiu  mü.ssen  al^  bei 
Schraube  Fig.  2,  weil  bei  der  ersteren  zunächst  nur  ein  Theil  des  Unifanges  zum 
Eintritt  der  Kmfl  herangezogen  wird. 


Bei  der  Kraftübertragung  durch  Keil  oder  Splint.  Fig.  4,  legt  sich  der  IC 
wltr  Splint  gegen  die  angenähert  rechteckige  Fläche  li  c  ef.  Die  Beun  Sprue  Im 
<ltr  beiden  Kreisabschnitte  abf  und  cde  im  Querschnitt  x t  nius»  duljci  ei 
■uieleicbni issige  derart  sein,  daas  die  Spannungen  in  den  dem  Keilloche,  d.  Ii. 
ud  et  am  nächsten  gelegenen  Flichenelementen  grösser  ausfallen  als  iti  d 
'"cb  dem  Umfange,  d.  h.  nach  a  und  d  hiu  gelegenen  Eletuenlen. 

Weitere  Beispiele  ungleich  massiger  Spannungsvertlieilung  finden  sich  in  i 
Verfassers  Maschinenelementen,  z.  B,  S.  124,  Fig.  64:  S.  161,  Fig.  114  (8.  Aufluy 
Mit  Rücksiebt  auf  diese  Sachlage  ist  es  bei  Zugversuchen  eine  der  Htiu 
>ufg»ben,  die  Form  der  Probesläbe  so  zu  wShlen,  dass  die  Zugkraft  möglid 
gleidunässig  über  die  Querschnitte  des  der  Messung  unter«  nrfeni'u  luitlloi 
Glückes  verlheilt  wird  {vergl.  S  8), 
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Werth  k^  hat,  so  ergiebt  sich 


und  hieraus 


Inf  =  -^-  +  C\ . 


K 


Für  a  =  0  muss  sein  /  =  P  :  k^j  d.  h. 
Hiermit  wird  schliesslich  in 


f=^-.  '■  « 


z 


das    Gesetz    erhalten,    nach    dem    der  gezogene  Stab  als  Körper 
gleichen  Widerstandes  zu  formen  wäre. 

3.  Beispiel  der  Zugelasticität  mit  Rücksicht  auf  den  Einfloss 
der  Temperatur. 

Der  Draht  einer  elektrischen  Leitung  zum  Zwecke  der  Arbeits- 
übertragung wird  von  Stangen  getragen,  welche  je  um  2  /  von 
einander  abstehen.  Die  Aufhängepunkte  A  und  By  Fig.  5.  liegen 
in  gleicher  Höhe. 

Mit  welcher  Pfeilhöhe  h  muss  der  Draht  bei  der  Sommer- 
temperatur t  ausgelegt  werden,  damit  im  Winter  bei  der  niedrigsten 
Temperatur  ^o  die  Spannung  Cq  nicht  überschritten  wird? 

Vergleiche  auch  dou  Kiutluss  der  Hinderung  der  QuerzuRammenziehung 
*^  \l  Ziff.  1. 

Hei  Stiihen  mit  veränderlichem  (^uert^chnitt,  Fig.  1,  können  die  Span- 
nungen in  den  ^^amnltlichen  Kiementen  eines  Querschnittes  nicht  die  gleiche 
Richtung  liahrn.  Die  Spannung  im  Schwerpunkte  des  Querschnittes  wird  aller- 
dings in  die  Stahaclise  fallen,  also  senkrecht  zu  dem  letzteren  stehen,  dagegen 
werden  l)eis])iels\veise  die  Sj>annungt*n  in  den  auf  der  Umfangslinie  des  Quer- 
schnittes liegenden  Flächcnelemcnten  iVw  Richtung  der  Mantellioie  des  Stabe.s 
besitzen,  somit  geneiüt  gegen   die  Stal)ach^o  sein   müssen. 
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Es  sei 

H  die  Kraft,  mit  welcher  der  Draht  im  Scheitel  0  und 

S--  -  -  ---    beliebigen    Punkte    P, 

bestimmt  durch  die  Koordinaten  x  und  y^  gespannt  ist, 

h  die  Pfeilhöhe  CO,  d.  i.  der  Höhenabstand  zwischen  dem 
Scheitel  0  und  der  durch  die  Aufhängepunkte  A  und  B 
bestimmten  Wagrechten, 

q=fr  das  Gewicht  der  Längeneinheit  des  Drahtes  vom  Quer- 
schnitt f  und  dem  spec.  Gewicht  y. 


.-r:?^_L_^._.__9P 


Fig.  5. 


Unter  der  Voraussetzung,  dass  der  Draht  vollkommen  biegsam 
sei  und  nach  einem  so  flachen  Bogen  durchhängt,  dass  das  Gewicht 

d^  Drahtstückes  von  der  Länge  OP  mit  Annäherung  gleich  dem 
Produkte  aus  q  und  der  Horizontalprojektion  des  Drahtes,  d.  h. 
gleich  qx  gesetzt  werden  darf,   folgt  unter  Beachtung  von  Fig.  6 


Fig.  6. 


Somit 


jS  sin  <jp  =  ? .  ÖP  =  rsj  qx 
S  cos  q>=  Ef. 


<^^='j;-t 
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wie  auch 


y 


I.  Zug. 


=  Li.** 

~2H 


1) 


da  die  Integrationskonstante  wegen  ;/  =  0  bei  a;  =  0  zu  Null  wird. 
Die  Drahtkurve  ist  hiemach  mit  der  Annäherung,  welche  der 
Rechnung  zukommt,  eine  Parabel,  für  welche 


~2H 


oder  H  ^  -, 


-<lP 


2h 


sowie 


q  a? 
2h 


h  i-;-i 


.     .     .     8) 


Die  Länge  OB  =^8  ergiebt  sich  aus 


8 


=]V 


1 


dl 


dx 


■ii 


l-+-|2^|  dx 


=4 


U 


0 


0 


-l[ 


...|..).,  =  J..-|-(|)1 


0 


n 


2  1^1  I  dx 


9) 


Mit  der  Temperatur  der  Luft  wird  sich  die  Länge  des  Drahtes 
ändern,  damit  auch  nach  Gleichung  9  die  Pfeilhöhe  des  Bogens  und 

mit  dieser  nach  Gleichung  8  die  Spannung  a  =  —   des  Drahtes. 

Je  mehr  die  Temperatur  sinkt,  um  so  höher  steigt  die  Bean- 
spruchung des  Materials.  Die  Letztere  werde,  da  es  sich  um  einen 
flachen  Bogen   handelt,  mit  Annäherung  als  gleich  gross  in  allen 

DT 

Punkten  des  Drahtes  aufgefasst  und  zwar  gleich  —r-  gesetzt. 

Nehmen  wir  an,  dass  die  Grössen  H^  A,  s  und  er,  welche  bei 
der  Temperatur  t  gelten,  bei  der  niedrigsten  Temperatur  <o  ^i^ 
Werthe  i/o,  Ao,  *o  und  a^  besitzen.  Steigt  die  Temperatur  von  U 
auf  t^  so  vermindert  sich  infolge  der  Verlängerung  des  Drahtes 
aus  Anlass  der  Ausdehnung  des  Drahtes  durch  die  Wärme  die 
Spannung  von  Cq  auf  a.     Diese  Verminderung  der  Spannung  wirkt 
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gleichzeitig  zurück  auf  die  elastische  Dehnung.  Der  Zusammen- 
hang zwischen  den  einzelnen  Grössen  lässt  sich  leicht  feststellen, 
wenn  man  zunächst  die  Längenänderung  infolge  der  Spannungs- 
änderung und  sodann  diejenige  infolge  der  Temperaturänderung  in 
Betracht  zieht.  Das  giebt,  sofern  a^  den  Wärmeausdehnungskoeffi- 
eienten  bedeutet, 

*  =  ^0  [1  -H  a  (<y —  ob)]  [1  +  «K^C^  —  O]  =  ~«o  [1  -^  a  ip —  ob) 


Unter  Beachtung  von  Gleichung  9  folgt  hiermit 


»  =  nn- 


3    f 


1  [1  +  a  (<r—  tfo)  4-  «„(<  —  O] 


=  r^i 


1+  |-  -y-  -H  a  (ff  -  ob)  -4-  «„  (<  —  0 


und  unter  Beachtung  von  Gleichung  8,  nach  welcher 


Ä„  =  #^  = 


Ä  = 


2  i/o 

_frP  _ 
2/ Ob 

yP 

'2  Ob' 

oder    a  - 

yP 

2<y 


2A' 


^)  Zu  demselben  Ergebniss  gelangt  man,  wenn  man  sich  ein  Stück  spannungs- 
losen Draht  von  der  Länge  1  denkt.  Wird  dasselbe  der  Spannung  a  und  sodann 
der  Spannung  Cq  unterworfen,  so  steigt  seine  Lange  auf  1  -}-  aa  bezw.  1  4-  «<To' 
I)«nmach  gilt  bei  UnTeränderlichkeit  der  Temperatur 


—  =  1— ; ^^^^  8  =  8o    -       - 


"w»(i  bei  Steigerung    der  Temperatur  von  /q  ^^^  ^    wobei  die  Längeneinheit   um 
«eC— <o)  zunimmt 


;  '=N-TS^^-^"-^'-'')'  =  M^-"?:^i 


[1  +  «,,  (/  -  /o)] 


«  =  ^  «0  [1  —  «  (<^0  —  <J)]  [1  -+-  «M,  (^  —  ^0/]. 


:        was  sich,  wie  wir  oben  sahen,  fast  unmittelbar  anschreiben  hisst. 
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ergiebt  sich 


I.  Zug. 


«  =  r>j  Z 


i-f- 


1  y^P 


6    Ob' 


-hajt  —  to) 


Ä3-2-P 


1  r^P 

g--^  +  «„(^  —  to)  —  «Ob 


A  =  -^ar^  10>) 


Hierans  lässt  sich  die  gesuchte  Pfeilhöhe  berechnen. 

Soll  der  im  Winter  zuweilen  eintretende  Fall  berücksichtigt 
werden^  dass  der  Draht  noch  durch  auf  ihm  hängenden  Schnee 
belastet  wird,  so  lässt  sich  dies  leicht  dadurch  bewerkstelligen, 
dass  y  oder  q=/y  entsprechend  höher  in  die  Rechnung  einge- 
führt wird. 

Will  man  die  —  unter  den  gewöhnlichen  Verhältnissen  übrigens 
ausserordentlich  geringe  —  Biegungsbeanspruchung,  welche  der 
Draht  infolge  der  Durchbiegung  erfährt,  feststellen,  so  kann  das 
am  einfachsten  in  der  Weise  geschehen,  dass  man  den  Krümmungs- 
halbmesser Q  für  den  Scheitel  der  Parabel,  deren  Gleichung  nach 
Beziehung  7 

.       2H 


ist,  als  Halbparameter  zu 


Q 


11) 


ermittelt  und  sodann  unter  Beachtung  von  Gleichung  8,  §  16  und 
Gleichung  11,  §  16,  die  Biegungsanstrengung  für  den  2e  dicken 
Draht  zu 


*)  Grashof  hat  diese  Aufgabe  in  seiner  1878  erschienenen  Theorie  der 
Elasticität  und  Festigkeit  S.  46  und  47  behandelt,  dabei  jedoch  den  Einfluss  der 
Spannungsänderung  auf  die  Dnihtlange  ausser  Acht  gelassen  und  kommt  infolge- 
dessen für  h  zu  einer  (juadratischen  Gleichung.  Hierauf  machte  zuerst  Wehage 
im  Civilingenieur  1879,  S.  619  u.  f.  aufmerksam  und  gab  daselbst  die  vollkommene 
Losung. 
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^       aU        a  H   ~  a   H:f      '  '     '     ^"^^ 

)estimint,  also  nnabhängig  von  der  Spannweite. 
Für 

r  =  0,008,      «  = -2^0^000"  >     ^^•/=  1000  kg/qcm,     ^  =  0,2  cm 

ergiebt  sich  beispielsweise 

0,008  0,2         ^.,     , 

2  200000 


§  7.   Mass  der  ZasammenziehaDg.    Kräfte  senkrecht  zur 
Stabachse.    Gehinderte  Zasammenziehung. 

Wie  wir  in  §  1,  b  sahen,  findet  mit  der  Ausdehnung  des  nur 
in  der  Richtung  der  Achse  gezogenen  Stabes  Fig.  2,  §  1,  gleich- 
zeitig eine  Zusammenziehung  senkrecht  zur  Achse  statt.  Betnigt 
die  durch  Gleichung  1,  §  2  bestimmte  Dehnung  f,  so  werden  die 
nach  jeder  zur  Achse  senkrechten  Richtung  eintretenden  Zusammen- 
ziehungen,   bezogen    auf  die    Längeneinheit,  d.  s.  die  verhältniss- 

mässigen  Zusammenziehungen  j  im  Falle  §  1 ,  b  gleich    ,  1  als  gleich 

gross  betrachtet  und  durch 

.  =-*- 1) 

gemessen.  Die  Grösse  m  pflegt  als  eine  zwischen  3  und  4  liegende 
Konstante  aufgefasst  zu  werden,  sodass  hiernach  die  verbal tniss- 
mässige  Zusammenziehung  V*  bis  Va  der  Dehnung  beträgt. 

Der  in  Fig.  1  dargestellte  Würfel,  bestehend  aus  durchaus 
gleichartigem  (isotropem)  und  Proportionalitätsgrenze  (§  2)  besitzen- 
dem Material,  werde  innerhalb  der  letzteren  zunächst  nur  in  Rich- 
tnng  der  x-Achse  auf  Zug  (durch  P^,  P^  in  Anspruch  genommen. 
Die  in  dieser  Richtung  eintretende  Dehnung  sei  durch  f^  und  die 

C.  B  a  e  h ,  ElMtIcItft t    4.  Anfl.  7 
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I.  Zug. 


hiermit    verknöpfte    Spannung    durch  o^  =  — *■  bezeichnet.     Nach 
Massgabe  des  Erörterten  beträgt  dann: 

in  Richtung  der  ^/-Achse 

die  verhältnissmässige  Zusammenziehung    -  ,    die    Spannung  0, 

lltr 

in  Richtung  der  s:- Achse 

die  verhältnissmässige  Zusammenziehung  -- ,    die    Spannung  0. 


Fig.  1. 


Wird  der  Würfel  nur  in  Richtung  der  y- Achse  (von  P ,  P  ) 
gezogen  und  werden  die  hierdurch  in   dieser  Richtung  veranlasste 


Dehnung  und  Spannung  «,  beziehungsweise  cy„=  -"     genannt,   s 
findet  sich: 

in  Richtung  der  j:- Achse 

die  verhältnissmässige  Zusammenziehung- ^-,    die  Spannung  0, 


m 


in  Richtung  der  ^- Achse 


die  verhältnissmässige  Zusammenziehung  _•'  ,    die  Spannung  0. 

m 

Wird  schliesslich  der  Würfel  nur  in  Richtung  der.  2-Achse  auf 
Zug  in  Anspruch  genommen  (durch  P. ,  PJ  und  die  hiermit  in 
dieser  Richtung  verknüpfte  Dehnung  durch  t^,  die  Spannung  durch 

ff, 

c^  =     "  gemessen,  so  müsste  betragen: 
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in  Richtnng  der  ;p- Achse 

die  yerhältnissmässige  Zasammenziehnng  _  L  ,    die  SpannuDg  0, 


in  Richtnng  der  y- Achse 

die  yerhältnissmässige  Znsammenziehung  -— ,    die  Spannung  0. 


m 


Wirken  die  Kräfte  P^  P^  P^  P^  P^  P,  gleichzeitig,  so  beträgt 
die  resultirende  Dehnung 


g    — f—  € 

in  Richtung  der  a:- Achse    fi  =  €^  —  — 

m 


y 


z- 


fa  =  f 


y 


«3=«. 


«. 

-t- 

^x 

m 

*« 

-+- 

*.v 

m 


woraus  unter  Berücksichtigung^  dass 


folgt 


X  X 


f,  =  a  I  <y,  —  -^-—  - 

m 


f  3  =  a  \a  — 


'y  =  '"'y 


«.  =  «*»  • 


oder    -'- 
a 


_*^--^"f      oder  i^ 
m      I  « 


^y-^^. 


m 


=  <r  — 


y 


m 


«3  =  a  I  cr^  —   _* ^-     oder  -  =  a^ 

ml  « 


er  -HC 


,       2) 


3)') 


4) 


Die  Beziehungen  4  lehren,  dass  die  Proportionalität, 
welche  bei  dem  ausschliesslich  in  der  Richtung  seiner 
Achse  gezogenen  Stabe  nach  Massgabe  der  Gleichungen  2, 
§2,  und  3   dieses  Paragraphen  zwischen   Dehnungen    und 

')  Besitzt  das  Material  keine  Proportionalitütsgrenze,  so  wird  der  Delmungs- 
»oefficieot  «  nicht  konstant,  sondern  eine  Funktion  von  c  oder  *  sein.  Es  würde 
<l*üii  heissen  müssen  etwa: 


'a:=«l<^a 


fy==^*^y^ 


Hierin  würden  je  nach  der  Verschiedenheit  der  Spannungen  «Tj.  a  c^  die 
Dehoangskoefficicnten  «i  a,  «j  verschieden  grosse  Wertho  aufweisen,  d.  h.  rq  «„  r^j 
würden  Funktionen  von  a  oder  t  sein. 


r »' 


• » 
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Spannungen  —  unter  der  Voraussetzung,  dass  a  konstant  — 
vorhanden  ist,  zu  bestehen  aufhört,  sobald  auch  Kräfte 
senkrecht  zur  Stabachse  den  Körper  ergreifen.  Die 
resultirende  Dehnung  wird  durch  solche  Zugkräfte  ver- 
mindert; sind  Druckkräfte  senkrecht  zur  Stabachse  thätig, 
so  wird  die  resultirende  Dehnung  vergrössert. 

In  Anbetracht,  dass  derartige  Kräfte  eine  mehr  oder  minder 
grosse  Hinderung  der  Zusammenziehung  zur  Folge  haben,  er- 
kennen wir,  dass  Erschwerung  oder  theilweise  Hinderung 
der  Zusammenziehung  (Kontraktion)  des  Stabes  (senk- 
recht zu  dessen  Achse)  die  Dehnung  (in  Richtung  der 
Achse)  verringert  und  damit  bei  solchen  Materialien, 
welche  im  Falle  des  Zerreissens  eine  erhebliche  Quer- 
zusammenziehung erfahren,  auch  die  Festigkeit  erhöbt, 
wie  Versuche  nachweisen*)  (§9,  Ziff.  1). 


^)  Ilissichtlich  der  ersten  dahiDgehenden  Darlegung  des  Verfassers,  welche  sich 
auf  die  Ergebnisse  der  von  Kirkaldy  vor  rund  40  Jahren  angestellten  Versuche 
stutzt,    über  die  §  9,   Ziff.  1   berichtet  ist,    s.  Zeitschrift  des  Vereines  deutscher 


xt 


± 


Jb 


V\ 


DOC    ;o  o 


T 

Flg.  2. 


l 
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Ingenieure  1880,  S.  285  u.  f.  Trotzdem  findet  man  bis  in  die  neuere  Zeit  Ver- 
suche, welche  den  Einfluss  der  Erschwerung  der  Zusammenziehung  vollständig 
ausser  Acht  lassen.  So  z.  B.  pflegte  man  —  wie  Verfasser  bereits  in  der  Zeit- 
schrift des  Vereines  deutscher  Ingenieure  1889,  S.  478  darzulegen  veranlasst  war 
—  zur  Feststellung  des  Werthes  der  Lochungen  von  Blechen  in  der  Weise  vor- 
zugehen, dass  man  die  Zugfestigkeit  von  ungelochten  Blechstreifen  a,  Fig.  2,  in 
Vergleich  stellte  mit  derjenigen  von  gebohrten  und  gelochten  Blechstreifen  A.  c,  d. 
Hierbei  ergiebt  sich,  sofern  eine  Verletzung  des  Materials  nicht  stattgefunden 
hat,  dass  die  Zugfestigkeit  von  />.  c  und  d  grosser  ist  als  diejenige  von  a,  was 
nach  Mussgubo  des  Erörterten  naturgemäss  erwartet  werden  muss.  Die  Festig- 
keitsorgebnisse  der  mit  Stäben  a  ungestellten  Zugversuche,  wobei  die  mit  der 
Längsilehnung  verknüpfte  ()uor/usammenziehung  sich  ungehindert  ausbilden  kann, 
könnou  obon  nioht  oliuo  Weiteres  in  Vergleich  gestellt  werden  mit  den  Festigkeits- 
orgobnisson,  woloho  Zugvorsuche  mit  den  Stäben  />.  c.  d  liefern,  da  hier  die  Quer- 
/.usamnienziolning  eine  uiohr  oiior  minder  stark  gehinderte  ist. 


§  8.    Zugproben. 
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§  8.  ZngprobeD. 

Den  Zugproben  werden  die  Metalle,  auf  welche  sich  das  Nach- 
ende zunächst  nur  bezieht,  in  Form  von  Rundstäben 


W//M 


Flg.  1. 


r  in  Form  von  Flachstäben 


*^  >  >  >  * 


F^ 


TT 


■V. 
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-<-.-^. 


■^ 
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-rr 


'\  i  i>.< 


Flg.  2. 


^ 


er 


-U. 


i=r 


I  '- 


;x 


13/ 


Ä 


,      i      !      1)  I 


TU 


Flg.  3. 

erworfen. 

Die  Form  der  Probestäbe  niuss  so  gewählt  werden  und  die 
1  Einspannen  in  die  Prüfungsmaschine  benutzten  Vor- 
htungen  müssen  so  beschaffen  sein,  dass  die  Zugkraft  mög- 
ist  gleichförmig   über  die  Querschnitte  des  der  Messung  unter- 
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I.  Zug. 


worfenen  mittleren  Stückes,  d.  i,  die  MesBlange,  des  ProbekOrpers 
vertheilt  wird. 

Der  letzteren  Bedingung  lässt  sich   bei  Rundataben  durch  die 
Kugellagerang  (Fig.  1),  bei  Plachetäben  durch  Befestigung  mittelst 


M- 


1- — •  \ 


-Vi 


^T^r 


Loch  und  Bolzen  (Fig.  3)  oder  durch  Einlegen  der  mit  gefrüsteii 
Nutlien  versehenen  Enden  in  Gebisskeile  (Fig.  2)  entsprechen.  Die 
Herstellung  der  Flachstäbe  fordert  jedoch  unter  allen  Umst&nden 
besondere  Sorgfalt,  wenn  der  aufgestellten  Bedingung  genügt 
sein  soll. 
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In  Bezng  anf  die  Gestalt  des  Probestabes  sacht  man  die  auf- 
gestellte Bedingung  dadnrch  zu  erfäUen^  dass  man  das  prismatische 
Mittelstück  des  Stabes  etwas  länger  macht  als  die  Messlänge^  und 
dass  man  die  Querschnitte  des  Stabes  von  dem  Mittelstück  nach 
den  Einspannstellen  hin  zunehmen  lässt,  wie  dies  Fig.  4  für  den 
Rundstab  deutlich  erkennen  lässt.  (Vergl.  auch  Fussbemerkung 
S.  90  und  91.) 

Eine  zutreffende  Vergleichung  der  Ergebnisse  mehrerer  Ver- 
suche setzt  voraus^  dass  diese  unter  den  gleichen  Verhältnissen 
durchgeführt  worden  sind.  Wie  aus  dem  in  §  9  und  §  10  Er- 
örterten hervorgeht,  gehört  hierzu,  dass  die  Stäbe  gleiche  oder 
wenigstens  geometrisch  ähnliche  Querschnitte  besitzen  und  im  All- 
gemeinen gleich  lange  Zeit  den  Versuchen  unterworfen  werden. 

Die  der  Messung  unterzogene  Strecke  ly  die  Messlänge,  pflegt 
—  insoweit  es  sich  um  die  Ermittlung  der  durch  Gleichung  3,  §  3 
bestimmten  Bruchdehnung  handelt  —  zu  200  mm  angenommen  und 
das  mittlere  Stuck  um  wenigstens  20  mm  länger,  d.  h.  l  -h  20  mm 
prismatisch  gehalten  zu  werden. 

Wird  für  den  Rundstab  von  20  mm  Durchmesser  —  wie  in 
Deutschland,  Oesterreich,  Schweiz  u.  s.  w.  üblich  —  1  =  200  mm 
zu  Grande  gelegt,  dann  fordert  die  in  §  9,  Ziff.  3  (S.  135)  aus- 
gesprochene Bedingung  für  einen  Rundstab  von  d  mm  Durchmesser 
ab  Messlänge 

1  =  200-^^- =  10d 1) 

nnd  für  einen  Flachstab  von  /  qmm  Querschnitt  die  Messlänge 

/  =  200    ^l/__  =u;dVJ 2) 


/t- 


20^ 


Bei  der  grossen  Masse  der  Zugproben  pflegt  nur  festgestellt 
zn  werden: 

a)  die  Bruchbelastung  P^^^  (§  3)  und  damit  die  Zugfestigkeit 
K,  (§  3), 

b)  der  Querschnitt  /^  an  der  Bruchstelle  (an  der  Stelle  der  Ein- 
schnürung, Fig.  2,  §  3,  sofern  eine  solche  eintritt), 
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c)  die  Länge  Z^,  welche  das  ursprünglich  l  lange  Stabstuck  nach 

dem  Zerreissen  besitzt. 

Die  Beobachtung  nach  a  liefert  durch  Gleichung  1,  §  3  die 
Zugfestigkeit,    bezogen  auf  den  ursprunglichen  Stabquerschnitt. 

Die  Ermittlung  nach  b  ergiebt  durch  Gleichung  2,  §  3  die 
Querschnittsverminderung  des  zerrissenen  Stabes. 

Die  Feststellung  nach  c  liefert  durch  Gleichung  3,  §  3  die 
Bruchdehnung. 

Wie  wir  in  §  3  sahen,  dehnt  sich  zunächst  die  ganze  Stab- 
strecke mehr  oder  minder  gleichmässig  bis  zum  Eintritt  der  Bruch- 
belastung, dann  folgt  die  Einschnürung  des  Stabes  —  falls  eine 
solche  überhaupt  eintritt  — ,  die  mit  einer  verhältnissmässig  grossen 
Ausdehnung  an  dieser  besonderen  Stelle  verknüpft  ist.  Es  setzt 
sich  hiemach  die  durch  Gleichung  3,  §  3  gemessene  Dehnung  im 
Allgemeinen  zusammen:  aus  der  Dehnung  der  ganzen  Strecke  bis 
zum  Eintritt  der  Bruchbelastung  und  aus  der  Dehnung  an  der 
Einschnürungsstelle,  vermindert  um  die  Verkürzung,  welche  aus 
Anlass  der  mit  dem  Zerreissen  erfolgten  Entlastung  des  Stabes 
eintritt.  Wird  zunächst  angenommen,  der  Bruch  erfolge  in  der 
Mitte  der  Strecke  /,  so  ergiebt  Gleichung  3,  §  3  bei  vorhandener 
Einschnürung  einen  um  so  grösseren  Werth  für  y,  je  kleiner  l  ist*). 
Im  Allgemeinen  gehört  hiernach  zur  Angabe  von  q>  auch  die  Grösse 
von  /.  Geht  der  Bruch  ausserhalb  der  Mitte  vor  sich  —  was  in 
der  Regel  der  Fall  — ,  so  wird  (p  um  so  kleiner  ausfallen,  je  mehr 
die  Bruchstelle  an  das  Ende  von  l  rückt^). 


^)  Wie  oben  bemerkt,  pflegt  man  in  Deutschland,  der  Schweiz,  Oester- 
reich  ii.  s.  w.  /  nach  Massgabe  der  Gleicliung  1  bzw.  2  zu  wählen.  In  Frankreich 
ist  es  fibüch  geworden,  /  kleiner  zu  nehmen,  nämlich /=  7,235  (/,  bzw.  /  =  8,2  f /; 
infolgedessen  ergeben  sich  im  Allgemeinen  gi'össere  Werthe  für  die  Bruchdehnung 
des  gleichen  Materials,  somit  liefert  ein  und  dasselbe  Material,  in  Deutschland 
mit  /=10(/  und  in  Frankreich  mit  /=  7,235  </  geprüft,  an  letzterer  Stelle  eine 
gi'Ossere  Bruchdehnung,  ersrhoint  also  hier,  wenn  qt  als  Mass  der  Zälügkeit  angesehen 
wird,  ziilier.  Es  muss  dies  im  Auge  behalten  Averden,  wenn  man  dio  Angaben 
über  die  Bruelidehnung  (Zähigkeit)  des  Mateiials  aus  den  verschiedenen  Ländern 
vergleichen  will.  In  Nordamerika  wird  vielfach  die  Messlänge  noch  kleiner  ge- 
wfddt  als  in  Frankreich. 

*'')  Mit  Rücksicht  auf  diesen  Uebelstand  und  sonstige  Unsicherheiten  hat 
man  in  Bezug  auf  die  Messung  von  /^  folgende  Vorschriften  vereinbart: 

Die  Dehnung  ist  auf  zwei  entgegengesetzten  Seiten  des  Rundstabes  so  zu 
messen,    dass    lieitierseits    auf    jedem    der  Bruchstücke  von  dem  Ende  der  MovVn- 
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Ein  solches  Mass  kano,  streng  genommen,  nicht  als  richtiges 
zeichnet  werden.  Trotzdem  ist  es  heute  noch  üblich,  die  Deh- 
ng  in  dieser  Weise  zu  messen  und  die  erhaltene  Grösse  bei  der 


Ige  bis  zur  Bruchstelle  gemessen  und  aus  den  zwei  Summen  der  zusunimen- 
hürigen  Stücke  das  Mittel  genommen  wird. 

Erfolgt  der  Bruch  ausserhalb  des  mittleren  Dritttlioils  der  Messläuge,  so 
t  der  Versuch  auszuschliessen  oder  das  folgende  Verfahren  anzuwenden. 

Die  Messlänge  /  ist  von  10  zu  10  mm  einzutheilen,  Fig.  ')  (s.  die  unterhaU) 
ehenden  Zahlen). 
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Es  erfolge  der  Bruch  im  Querschnitt  h  h.  Von  der  Bnielistelle  ausgehend, 
rerden  zunächst  die  Theilstriche  nach  links  und  rechts  hin  neu  bezeichnet,  so, 
rie  über  der  Figur  eingeschrieben  ist.  Sodann  wird  links  die  Lange  zwischen 
len  TheiUtrichen  1  bis  10  gemessen  und  zu  ihr  6  0-f-  /-»l  addirt;  hierauf  rechts 
Üe  Entfernung  der  Theilstriche  0  3  bestimmt  und  zu  iiir  die  von  links  zu  ont- 
lelimende  Strecke  3  bis  10  hinzugefügt.  Die  Summe  der  so  erhaltenen  beiden 
jrösjsen  ergiebt  /^.     Hiemach  ist 

'4  =  [Länge  zwischen  den  Theilstrichen  1  bis  10  (links  vom  Bruch) -h  (/»O-h  hV»] 
-+-  [Länge  zwischen  den  Theilstrichen  0  bis  3  (rechts  vom  ]h*»ch)  + 
Länge  zwischen  den  Theilstrichen  3  bis  10  (links  vom  Bruch)]. 

Würde   im  vorliegenden  Falle  die  Länge  /  nicht  200  mm,  sondern  100  mm 
^tragen,  so  würde  sein 
^4=  [Länge  zwischen  den  Theilstrichen  1  bis  5  (links  vom  Bruch)  H- (/yO-f- '''!;) 

-f  [Länge  zwischen  den  Theilstrichen  0  bis  3  (rechts  vom  Bruch)  -f- 
Länge  zwischen  den  Theilstrichen  3  bis  5  (links  vom  Bruch)]. 

Auf  diese  Weise  hat  man  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Langenände- 
^Dgon  zu  beiden  Seiten  des  Bruches  einen  svmmetrischen  Verlauf  haben,  den 
^tab  nahezu  so  ausgemessen,  als  wenn  der  Bruch  in  der  Mitte  erfolgt  wäre. 

Im  Falle  sich  der  Stab  an  mehr  als  einer  Stelle  !)esonders  stark  zusamnjcn- 
rczogt-n  hat  (vergl.  die  F'ussbemerkung  Zifif.  2,  S.  9  und  10),  so  verliert  all«  r- 
»ng>  das  angegebene  Verfahren  an  Werth. 

Die  Kintheilung  der  Strecke  /  wie  auch  die  Bestimmung  von  l^  nach  {\v\\\ 
^niclip  sind  immer  auf  zwei  entgegengesetzten  Seiten  des  Stabes  vor/unehiuen. 

Bei  Flachstäben  wird  empfohlen,  die  Dehnung  sowohl  auf  ln*i(leu  Seliinal- 
iiten,  als  auch  auf  einer  Breitseite  zu  messen  und  das  Mittel  aus  dm  bi.'ideii 
rstoffu  Messungen,  sowie  das  Ergebniss  der  letzteren  giMrennt   anzugeben. 

(Vergl.  hiermit  das  S.  137  oben  unter  f  Gesagte.) 
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Beurtheilung  der  Güte  des  Materials  zu  Grunde  zu  legen').  Rich- 
tiger würde  es  sein,  wie  auch  von  Hartig  vorgeschlagen  wurde, 
diejenige    Dehnung    zu    bestimmen,    welche    im    Augenblicke    des 


Um  die  Veränderlichkeit  der  DehDung,  überhaupt  die  FormAndemng  zu 
zeigen,  welche  ein  der  Zugprobe  unterworfener  Flachstab  aufweist,  wurde  die  in 
Fig.  6  (Taf.  I)  wiedergegebene  Zusammenstellung  gefertigt.  Anf  zwei  nach  Fig.  2 
hergestellten  Flachstäben  aus  Flussstahl  von  genau  60  mm  Breite  und  12  mm 
Stärke  waren  durch  Längs-  und  Querlinien  im  Abstände  von  10  mni  Quadrate 
von  10  mm  Seitenlange  gezeichnet  worden.  Alsdann  wurde  der  eine  Stab  der 
Zugprobe  unterworfen.  Derselbe  erfuhr  hierbei  die  aus  Fig.  6  denUidli  eraicht- 
liche  Formänderung.  Der  Riss  erfolgte  an  einer  Stelle,  welche  dnrdi  eine  der 
eingerissenen  Querlinien  etwas  verletzt  worden  war. 

Es  betrug 

die  Bruchbelastung  P^^ d7  460  kg, 

der  ursprüngliche  Querschnitt ,/' 6 . 1,2  «a  7,2  qcm, 

der  Bruchquerschnitt  fj^ 4,82 . 0,94  =»  4^  qcm, 

die  Dehnung  auf  100  mm 87,5  mm. 

Demnach 

die  Zugfestigkeit  Ä\ i^^«ö«08kg, 

7  2—4  68 

die  Querschnitts  Verminderung  i/j       ...  100  — ^  „' =  37  •/o, 

7,2 

die  Dehnung  y 100  i?^^— =  27,5  %. 

Fig.  7  (Taf.  I)  zeigt  einen  Schwcisseisen-  und  Fig.  8  einen  Flusseisen- 
Kundstab  nach  dem  Zerreissen.  Die  Verschiedenheit  der  Oberflache  der  Stäbe 
kennzeichnet  die  beiden  Materialien. 

Fig.  9  und  10  (Taf.  II)  geben  zwei  Stäbe  von  Aluminiumbronce  wieder, 
welche  beide  nach  Angabe  90%  Kupfer  enthalten  sollen. 

Fig.  11    (Taf.  n)    lässt   einen    Broncestab    (gegossen)    und    Fig.  12   eineo. 
Messingstab  (gegossen)  erkennen. 

Die  Prüfung  dieser  Stäbe  hat  ergeben: 

Stab  Fig.  9       Stab  Fig.  10       Stab  Fig.  11         Stab  Fig.  12 
Durchmesser  .         1,50  cm  1,50  cm  1,99  cm  1,97  cm 

Querschnitt  .  .        1,77  qcm  1,77  qcm  3,11  qcm  3,05  qcm 

Zugfestigkeit  .     3983  kg  qcm        3232  kg  qcm        2090  kg/'qcm         1472  kg/qcm 
Bruchdehnung  64% auf  100 mm  50<»/o auf  100 mm  8,l%auf200mm  11,5% auf 200 mm 
Quersohnitts- 
vermindeniDg  -  -  7,77o  15,7%. 

')  Die  Beschaffenheit  des  Materials  wird  im  Allgemeinen  beurtheilt  nach  den 
für  Ä'^,  ff  und  u>  erhaltenen  Werthen.  Dem  Arbeitsvermögen  (§  3)  ist  ein  be- 
sonderes Gewicht  namentlich  in  den  Fällen  einzuräumen,  in  welchen  es  sich  um 


Tif.i 


fflll 


Fig^  8. 


Itl     %»,  Hg. 
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Auftretens  des  grössten  Zngwiderstandes  oder  unmittelbar  vor  Be- 
ginn der  Einschnürang  vorhanden  ist.  Es  wäre  dies  die  Grösse 
0£^  in  Fig.  1,  §  3.  Da  es  mit  den  üblichen  Prüfangsmaschinen 
schwer  hält  oder  wenigstens  umständlich  ist,  die  Dehnung  in  dem 
bezeichneten  Augenblick  genau  festzustellen,  so  fehlt  zunächst  noch 
die  Aussicht,  dass  diese  Grösse  als  Mass  der  Dehnung  allgemein 
angenommen  werden  wird.  Fälle,  wie  sie  nicht  selten  zu  ver- 
zeichnen sind,  dass  der  gezogene  Stab  sich  an  einer  Stelle  ein- 
schnürt, hierauf  eine  noch  weiter  wachsende  Belastung  verträgt, 
dann  an  einer  zweiten  Stelle  eine  Einschnürung  erfährt  und  in 
dieser  bei  sinkender  Belastung  zerreisst,  wurden  verlangen,  dass 
das  Dehnungsmass  unmittelbar  vor  Beginn  der  ersten  Einschnü- 
rung genommen  wird. 

lieber  die  Abhängigkeit  der  Dehnung  (p  von  den  Abmessungen, 
insbesondere  vom  Durchmesser  bei  gleichen  Werthen  von  l  u.  s.  w. 
s.§9. 

Bei  umfassenden  Versuchen  tritt  zu  den  oben  unter  a  bis  c 
angegebenen  Ermittlungen  noch  die  Bestimmung 

d)  der  Längenänderungen  (§  4  und  §  5)  und  aus  ihnen  zutref- 
fendenfalls, 

e)  des  Dehnungskoefficienten  (§  2,  §  4,  Ziff.  1,  Fussbemerkung 
S.  19,  §  5,  Ziff.  3,  Fussbemerkung  S.  80  und  81)  und  der 
Proportionalitätsgrenze  oder  der  Koefficienten  a  und  m  der 
Gleichung  1,  §  4  (§  5,  Ziff.  3), 

f)  der  Fliess-  oder  Streckgrenze  (§  2), 

g)  der  Elasticitätsgrenze  (§  4,  Ziff.  1,  S.  21)  und  der  Dehnungs- 
reste  (§  4,  Ziff.  1,  S.  22,  §  5,  Ziff.  1), 

l)  der  Dehnungslinie  bis  zum  Bruch  (§  3,  Fig.  1)  und  des  Ar- 
beitsvermögens (§  3). 


Widerstandsfähigkeit  gegenüber  dynamischen  Wirkungen  (lebendigen  Kräften) 
oder  gegenüber  den  Einwirkungen  von  Spannungen  handelt,  welche  durch  stark 
^whsebide  Belastungen  oder  durch  grosse  Temperaturunterschiede  veranlasst 
Verden. 

Da  für  ein  bestimmtes  gleichartiges  Material  das  Arbeitsvermögen  mit 
•^QDiherung  proportional  dem  Produkt  aus  Zugfestigkeit  und  Dehnung  gesetzt 
»erden  darf,  so  kann  auch  dieses  Produkt  an  Stelle  des  Arbeitsvermögens  als 
mMass  der  Materialgüte  angesehen  werden.  (Vergl.  des  Verfassers  Maschinen- 
Elemente,  8.  Aufl.  (1901),  S.  78  und  79.) 
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Eini-Ithtungen  sitm  SleteeH  der  UiHgenfiudcriiin/en 
bei  Zug  Htitl  DritcJi, 
Zur  Bestimmung  der  Langenänderungen  hat  Baiischinger 
den  aus  Fig  4,  S.  102,  ersichtlichen  Apparat  ausrdhrßn  lassen,  der 
zu  den  besten  gehört,  welche  für  den  Zweck  benutzt  werden 
können.  Derselbe  setzt  Einspann ung  des  Yersnchsstabes  iu 
liegender  Maschine  voraus. 

Uer  zu  untersuchende  Stab  wird  an  den  Enden  Ä  und  B  der 
Strecke  AB,  für  welche  die  LHngenänderungen  bestimmt  werden 
sollen,  durch  die  Reisanadel  mit  zwei  leichten  Qnerrissen  versehen. 
In  die  Ebene  des  einen  Qaerrisses,  etwa  bei  A,  legen  sich  pressend 
die  Stahlschneiden  der  beiden  schraubstockartig  verbundenen  Backen 
CC,  die  damit  am  Versuchsstabe  festgeklemmt  werden.  Diese 
Backen  bilden  die  Träger  zweier  rechts  und  links  vom  Versuchs- 
stab  befindlichen  senkrechten  Achsen,  anf  denen  unten  kleine  Rollen 
(aus  Hartgummi)  vom  Halbmesser  r  sitzen,  wahrend  sie  oben  stell- 
bare Spiegel  tragen,  wie  dies  in  der  Abbildung  angedeutet  ist. 
An  die  kleinen  Rollen  legen  sich  federnde  Stahlbiiitter  DE,  deren 
Sehneiden  durch  Kräfte  G  G,  ausgeübt  mittelst  Stellschrauben,  in 
den  Quorriäs  des  anderen  Endes  B  der  Messlänge  gedrückt  werden. 
Damit  nun  bei  einer  Aenderung  der  Messlänge  /  die  beiden  kleinen 
Rollen  von  den  Stahlblättera  Z*£^  mitgenommen  werden,  sind  diese 
auf  dem  Rücken  da,  wo  sie  die  Hartgummi  rollen  berühren,  mit 
feinem  Schmirgelpapier  belegt.  Einer  stetig  erfolgten  Liingen- 
änderung  X  des  Stabes  wird  unter  diesen  Umständen  eine  Drehung 
der  Rollen  und  damit  auch  der  Spiegel  um  den  Winkel  a  ent- 
sprechen, derart,  dass  A  =  or  /■  ist.  Mit  den  Fernröhren  FF  siebt, 
man  durch  die  Spiegel  anf  den  im  Abstände  L  aufgestellten  Mass- 
Stab  IIJJH.  Waren  die  Spiegel  bei  Beginn  des  Versuchs  so  ein- 
gestellt, dass  man  mit  dem  Fernrohr  die  Stelle  J  des  Massstaba 
sah,  so  wird  bei  einer  Drehung  des  Spiegels  um  a  der  Beobachter 
mit  dem  Fernrohr  durch  den  Spiegel  die  Stelle  //  des  Massstabes 
sehen,   welche  dadurch  bestimmt  ist,  dass 


JH  = 


Damit  ergiebt  sieb 


.  ttgSt 


itg2  = 
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A  =  a  -f :r—  , 3) 

woraus  für  kleine  Werthe  von  a,  wenn  mit  Annäherung 

a  1 


ig  2a        2 
gesetzt  wird, 

^=«^z: 4) 

Somit  erscheint  der  Apparat  als  ein  Fühlhebel,  dessen  kleiner 
Arm  gleich  dem  Halbmesser  r  der  Rolle  und  dessen  grosser  Arm 
gleich  der  doppelten  Entfernung  des  Massstabes  von  dem  Spiegel 
ist.  Für  r  =  3,500  mm  und  L  =  3500  mm  ergiebt  sich  somit 
die  Uebersetzung  3,500  :  2  .  3500  wie  1  :  2000.  Bei  Eintheilung 
der  Skala  des  Massstabes  derart,  dass  die  Theilstriche  um 
4  mm  von  einander    entfernt    sind,    hat    demnach    der  Theilstrich- 

tbstand    auf   dem  Massstabe    den  Werth    von    v>^^    ii^ni    für    die 

Längenänderung,  und  da  im  Gesichtsfelde  des  Fernrohrs  \',oTheil- 
strichabstand    noch  mit  ausreichender  Sicherheit  geschätzt  werden 

kann,  so  geht  in  diesem  Fall  die  Messung  auf  ^v^  miBj  d.  i.  bei 

/=150mm  gleich  ycTTTy^  der  Messlänge. 

Um  zu  beurthcilen,  mit  welcher  Annäherung  die  Gleichung  4 
zutreffend  ist,  sei  folgende  Zusammenstellung  angefügt: 

a=   P      2^      S^  4°      5« 

a 


tg 


7-  =  0,4998  0,4992   0,4982   0,4967   0,4949 

Ja 


0.:>--      -"-  =0,0002      0,0008      0,0018      0,0033      0,0051 
tg  2  a 

Kehler  in  %  =  0,04  0,16  0,36  0,66  1,02 

Will    man    den  Fehler    bei  Rechnung    mit  Gleichung  4    nach 
Mr.jrlichkeit  gering  erhalten,    so  muss  der  Spiegel    bei  Beginn  des 
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Versuchs  imgefUhr  so  eingestellt  werden,  dass  der  grösate  in  Be- 
tracht zu  ziehende  Werth  von  a  etwa  zur  einen  Hälfte  links  von  J 
und  zur  andern  rechts  von  J  zu  liegen  kommt.  Dann  bleibt,  da 
der  Gesammtdrehungswinkel  der  Rolle  und  des  Spiegels  kleiner 
als  4"  zu  sein  pflegt,  der  Fehler  kleiner  als  0,16  "/q.  Durch  Be- 
nutzung von  Fehlertabellen  lässt  sich  der  nach  Gleichung  4  er- 
mittelte Werth  überaus  leicLt  berichtigen,  in  der  Regel  ist  dies 
jedoch  nicht  nöthig'). 

Wie  aus  dem  Vorsteheoden  erhellt,  geschieht  die  Messung  der 
Verlängerung  doppelt:  auf  zwei  Seiten  des  Versuchskörpers.  Das 
arithmetische  Mittel  wird  als  die  Verlängerung  des  Stabes  ange- 
sehen. Die  Messung  auf  nur  einer  Seite  würde  in  den  meisten 
Fällen  zu  Irrthümern  führen:  einmal  weil  sich  die  Mantel  ober  fl  Sehe 
—  deren  Dehnung  doch  allein  durch  den  Apparat  gemessen  wird  — 
nicht  an  allen  Stellen  am  gleich  viel  dehnt,  zweitens  weil  das  Ver- 
suchsstück mit  dem  aufgeklemmten  Messinstrament  einschliesslich 
des  letzteren  nicht  selten  kleine  Bewegungen  erfahrt. 

Für  genauere  Elasticitätsbeobachtungen  ist  es  ganz  wesentlich, 
dass  Temperaturänderungen  während  eines  Versuches  möglichst 
vollständig  vermieden  werden''),  namentlich  deshalb,  weil  die  dünnen 
EStahlbIfitter  D  E  viel  rascher  die  neue  Temperatur  annehmen  als 
der  Versuchsstab,  und  der  so  entateheäde  Unterschied  in  dem. 
Wftrmezustand  das  Ergebniss  des  Versuchs  —  selbst  wenn  der 
Stab  aus  dem  gleichen  Material  bestände  wie  die  Stahlbliltter  DE  — 
erheblich  beeinträchtigen  kann.  Man  muss  sich  eben  immer  ver — 
gegenwärtigen,   dass  bei   dem  WärmeausdehnungskoefBcientcn  vocm 


')  Die  Gleichung  -4  würde  genau  richtige  Wertlie  ergeben,   nenn  der  M«»s- 
stab  RJJU  nicht  gerade,  sondera  uach  einem  Kreisbogen  gekrümmt  w&re. 

'}  Diesem  Punkl«  wird,  nath  den  ErfaliriingaD  des  Verfassers,  selbst  heot« 
noch  viel  zu  wenig  Beachtung  zu  Theil.  Dabei  reicht  es  nicht  aus,  dass  m»> 
die  Temperatur  Lm  Verauchsraunn  wfihrcnd  einer  Unlereuchnng  müglichst  Ott- 
TsräiBderlich  erhfllt.  Eine  Berühnmg  mit  der  Hand,  ein  Anhauchen,  ein  Lnft-  . 
sug  n.  s.  w.  Äussern  ihren  die  Genauigkeit  der  Messung  herabse Eisenden  EinfloM- 
Im  Falle  einer  solchen  Störung  des  Wünne^Eustandes  ist  es  angezeigt,  zu  vart«ii 
bis  der  Apparat  in  Hinsicht  auf  seinen  WirniB/ustand  kh  ausreichender  Ruhe  ^ 
langt  ist.  Dies  gilt  namentlich  auch  unmitteUmr  noch  dem  Ansetzen  des  S 
(^parates,  weil  hierbei  ErwarmuDgtm  durch  die  Berührung  mit  den  Hindq 
xutreten  pflegen,  die  erst  durch  Abkühlung  wieder  verscbwinden  n 


Ruhe  gc- 
:s  Spitgrf^  1 
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I.  Zi.g. 


die  Verlängerung  durch  l^C.  Teuiperatui-zimahme  gleich  derjenigeö 
ist,  die  durch  2ö  kg/qcm  Spannung  herbeigeführt  wird.  Selbst 
'.'lo*"  C  Temperaturunterschied  entspricht  noch  2,5  kg/qcni  Span- 
nungsnnterschied. 

Die  Sicherheit  der  Messung  hängt  natürlich  davon  ab,  daaa 
die  ßeibuDg  die  Rolle  mitnimmt.  Da  nun  bei  Beschleunigung  von 
Klassen  durch  Mitnahme  mittelst  Reibung  unbedingt  ein  Gleiten 
eintreten  muss  —  allerdings  verschwindend  klein,  wenn  die  Be- 
scbleuniguDg  oder  die  Massen  verschwindend  klein  sind  — ,  so 
muss  bei  genauen  Elasticitiltsmessungen,  namentlich  wenn  es  sich 
um  eine  genaue  Bestimmung  der  bleibenden  Dehnungen  handelt, 
mit  grösster  Sorgfalt  auf  ganz  nllmäbliche  Steigerung  der  Belastung 
oder  Verlängerung  geachtet  werden'). 

Der  Bauscbinger'sche  Spiegelap parat  kann  auch  zur  Ermitt- 
lung der  ZusamniendrQckung  von  Körpern  benutzt  werden,  doch 
zieht  Verfasser  vor,  hier  eine  andere,  für  stehende  Prufunga- 
maschinen  geeignete  Einriclitung  zu  verwenden.  Die  Abbildungen 
Fig.  13  bis  lö  zeigen  dieselbe,  wie  sie  zur  Bestimmung  der  Elasti- 
oitat  von  Körpern  ans  Ceraent,  Cementmörtel,  Beton,  Sandstein 
u.  B.  w.  in  den  Abmessungen:  rund  350  mm  Durchmesser*)  und 
1000  mm  Höhe")  seit  rund  8  Jahren  benutzt  worden  ist  und  heute 
noch  Verwendung  findet. 

Die  Versuchskörper  sind  durch  Hobeln  mit  genau  parallelen 
Stimtliichen  (Druckfläehen)  zu  versehen,  sodass  bei  der  vorhandenen 


')  Auch  dieser  Puokt,  auf  dessen  Beileutuug  man  arst  danD  zu  treffen  pllegli 
«eas  zum  Zwecke  der  Ermittlung  der  eloslischeD  Längenändeningen  die  tdeihenden 
BehnungeD  gennu  festgestellt  werden  sollen,  ist  viel  ku  wenig  beacbtet,  wa«  den 
Verfasser  venuilnssC,  ihn  hier  liesanders  bervorzolieben.  Erst  [!un:h  volle  B»- 
■uhtung  deEselbon  werden  Instrumente,  welelio  die  DeiinuDg  oder  ZussmmoB' 
drCickuDg  der  Vprsuchakürper  unter  Zulutfonuhme  der  Keibiing  als  Uebertragang*- 
iniltcl  we«seii,  zu  Versucben  mit  forlgesetelem  Wechsel  von  Belastung  und  Ent- 
kfltung  varaenilbar. 

')  Verwendet  maii  iii  ElaaticitaUvo rauchen  niil  Betuotörpern  Prismen  von 
Ijnerschnitten  bis  etwa  12  cm  Seite  und  15  cm  Messlänge,  nid  dies  bis  kut  &aS- 
nähme  der  Untersuchung  der  Elasticit^t  des  Beton  durch  den  Verfusser  geschehMI 
w^r,  so  können  die  Versuche  bei  der  Ungleichaitigkcit  des  Materials  —  um 
denke  an  die  einzelnen  Schotterstücke  (Steine,  Ziegclbrocken,  Kiesel  bis  Apfti- 
grösse)  —  wenigstens  im  Allgemeinen  nicht  zu  Ergebnissen  führen,  die  mit  aus- 
röichender  Genauigkeit  auf  die  prakliscben  AnwenduDgeu,  il.  h.  auf  auszuführende 
Betonbauten  übertragen  werden  dürfen. 


§  8.    Einrichtangen  zam  Messen  der  Längenänderungen. 
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C.  Baeb,  «MtleiUt.    4.  Anfl. 
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I.  Zog. 


Kagellagerang  der  Druckplatten  der  MaecbiDe  (vergl.  Fig.  13)  eine 
gleich  massige  DrnckTertheilnog,  soweit  sie  tlberhsapt  za  eireicben 
ist,  erwartet  werden  darf. 

Die  Messvorrichtang,  vergleiche  Fig.  13  nnd  14,  besteht  ans 
dem  oberen  Ring  AÄ  und  dem  unteren  Ring  BB,  welebe  je  durch  4 
im  rechten  Winkel  zu  einander  stehende  Schrauben  am  Vera 
körper    festgestellt    werden,    und    zwar    am    l    (bei    Beton! 
u.   dergl.  in  der  Regel  gleich  750  mm)  übereinander. 

Fig.  14  nnd  15  zeigen  die  eigentlicbe  MessrorricbtuDg.  Ef^ 
folgt  eine  ZusainmendrQckung  des  YersucbskOrpers,  so  wird  äerl 
obere  Endpunkt  der  Stange  C,  die  ihre  Länge  beibehält,  gegen- 
tlber  dem  Ringe  AA  und  dem  daran  befestigten  Meesinstrument 
um  den  Betrag  der  Verkürzung  nach  oben  rücken;  dadurch  dretit  ' 
sich  der  Hebel  DEF  um  seine  bei  E  gelegene  Achse  und  i 
durch  das  auf  dem  segmentartigen  Ende  F  befestigte  däan*  J 
Metallbändcben  das  Röllchen  G  mit,  anf  desseo  Äobse  der 
einer  Bogcnskala  entlang  laufende  Zeiger  sitzt.  Dieser  trSgt  i 
Kndc  nicht  eine  Spitze,  sondern  ist  hier  Hacb  gehalten  nnd  i 
einem  radialen,  deutlich  sichtbaren  Strich  versehen.  Die  Uäl 
setzungsverhftltnisse  sind  bei  dem  einen  Instroment  des  Vei 
(ausgeführt  von  C,  Klebe  in  München)  so  gewählt,  dass  1  i 
ZusammendrUckung    des  Versuchskörpers    300  min  Weg    auf   dtffl 


{ikala     entsprectien.      Da    nun    hier    '/is  Qini    nocb   abgelesen 
1  kann,    bo   erfolgt  die  Messung  der   Zusaramendrdckung  der 
Dglich      /  =  750  mm    langen    Strecke    bis    auf  '/ao»  mm,   d.  i. 

1 

1 

^■^ 

4 

^^^m 

L 

^m 

! 

i 

4 

1 

• 

■ 
1 

Fig.   16. 

jkang  pemeasen  wird. 

J 
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I.  Zug. 


Bei  einem  zweiten  Insli-ument  (ausgeführt  von  Ludiv.  Tes- 
dorpf  in  Stuttgart)  entspricht  '/» i"™  Zusammendrückung  des  nnter- 
suchten  Körpers  einem  Skalenweg  von  300  mm,  das  ist  600  Mal  mehr. 


Da  nun  auf  der  Skala  nocb  '/m  mm    abgelesen    werden    kann,    so 
erfolgt    die    Messung   der    ZasammendrfickuDg    der   ursprünglich  / 


f 
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langen  Strecke  auf  at^t^  mm,    d.  i.  bei    l  =  500  iiini,    für    welche 

Messlänge  das  Instrament  meist  benutzt  wird,  auf  ö/^riAy^r^r^  von  /. 

?ür  l  =  750  mm  würde  sich   -  -^^^^^  ergeben. 

4  i)00  000 

Neu    ist   in   der  Hauptsache    an    dem  ersten  Instrumente  die 
•Hitnahme  des  Rollchens  G  durch  ein  dünnes  Metallblindchen,  und 
an    dem    zweiten    überdies   die    Anordnung   von    Kugelzapfcn    an 
den    Enden   der  Stange   C\    die   zum    Zwecke    thunlichster   Fcrn- 
haltang  des  Einflusses  von  Temperaturänderung    aus  Holz  besteht 
{yergh    das  S.  110    hinsichtlich    des    Einflusses    der    Teniperatur- 
flndemngen  Gesagte,  insbesondere  auch  Fussbemerkung  2  daselbst). 
Die    übliche    von    Durand- Claye    angewendete*)    Uebertragung 
erfolgt  in  der  Weise,    dass    das  Röllchen  G    verzahnt   ist,    ebenso 
das    segmentartige  Ende  F  des    Hebels    DE  F.     Gegen    die  Ver- 
wendung   eines  Zahngetriebes    sprach    zunächst    die  Absicht,    den 
Körper    abwechselnd    zu    belasten    und    zu    entlasten.      Der    ge- 
ringste  todte  Gang  wurde   sich    hierbei  störend    erweisen   müssen. 
Femer  sprach  dagegen  die  Erwägung,  dass  beim  Zahngetriebe  das 
thatsächliche  Uebersetzungsverhältniss  von  der  Zahnform  abhängt, 
and  dass  bei  der  Kleinheit  der  Zahnabmessungen,  wie  sie  gewählt 
werden  müssen,  nicht  darauf  gerechnet  werden  darf,  dass  die  Zahn- 
fonn  so  scharf  ausgeführt   wird,    um    das  Uebersetzungsverhältniss 
genau    gleich    zu    erhalten.     Diese    Gründe    hatten    den  Verfasser 
schon  früher  bei  anderer  Gelegenheit  veranlasst,  ein  dünnes  Metall- 
band zur  Uebertragung  zu  wählen'). 

Die  Berührung  der  senkrechten  Stange  C  mit  dem  von  ihr 
bewegten  Hebel  wird  durch  eine  Feder  gesichert. 

Solcher  Messinsti*umente  werden  auch  hier  immer  zwei  und 
zwar  so  verwendet,  dass  sie  einander  gegenüberliegen.  Auf  diese 
Weise    geschieht   die  Messung    der  Verkürzung    jeweils    auf   zwei 


''  Ver«rl.  FusshemerkuDg  S.  118. 

\  %  Vergl.  dessen  Vorrichtung  zur  Messung  <1<m*  Dnivliltu-iirnnir  von  Platten  in 

(\rr  Zeitschrift   des  Vereiues  deutscher  Ingonieuiv  18i*0,   S.   1042,    I'ig.  \)  und  10, 

•  Mk-r  auch  die  Schrift:    „Versuche  über  die  Widerstandsfidiigkrit  «Ihmut  Platten'*, 

\       B*-rUu,    S.  4,    Fig.  \)  und  10    oder   «Al^haudhingen    uml  Beriehte"   1JS97,    .S.  112, 

'       Fig.  90  und  91. 
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I.  Zug. 


einander  gegenüberliegenden  Seiten.     Als  Zusammendrückung  gilt 
das  arithmetische  Mittel  aus  beiden  Verkürzungen. 

Verfasser  benützt  diese  Messvorrichtung  auch  zur  Ermittlung 
der  Zugelasticität.  Wie  ersichtlich,  besteht  der  einzige  Unterschied 
lediglich  darin,  dass,  während  bei  Druckbelastung  der  Zeiger  auf 
der  Bogenskala  von  unten  nach  oben  sich  bewegt,  er  bei  Zug- 
belastung von  oben  nach  unten  schwingt.  Dadurch  hlsst  es  sich 
in  bequemer  Weise  ennöglichen,  dass  ein  und  derselbe  Körper 
der  Zug-  und  der  Druckprobe  unterworfen  und  dabei  die 
Dehnung  bezw.  die  Zusammendrückung  mit  denselben  In- 
strumenten genau  auf  die  gleiche  Erstreckung  gemessen 
werden  kann.  Will  man  vom  Zug-  zum  Druckversuch  oder  von 
diesem  zum  Zugversuch  übergehen,  so  bedarf  es  jeweils  nur  der 
Versetzung  des  Körpers  mit  den  angeschraubten  Instrumenten  aus 
der  Zug-  in  die  Druckmaschine,  bezw.  aus  der  Letzteren  in  die 
Erstere.  Fig.  16  zeigt  den  Körper  (Marmor)  mit  dem  zweiten  der 
Instrumente  in  der  Zug-  und  Fig.  17  in  der  Druckmaschine*). 


*)  Die  Befestigung  des  obern  und  antern  Rahmens  ist  in  der  Darstellung 
(für  die  photographische  Aufnahme)  mit  nur  drei  Schrauben  gegeben.  Im  All- 
gemeinen ist  die  Befestigung  mit  4  Schrauben  vorzuziehen,  wobei  dann  am  obern 
und  untern  Kahmen  die  links  und  rechts  von  der  mittleren  Stellschraube  vor- 
handenen Locher  für  die  Stellschrauben  zu  benutzen  sind. 


Fig.  18. 


Nach  Wissen  dos  Vorfussers  war  Duraud-Claye  der  Erste,  welcher  in  der 
W'eise,  wie  es  oben  besprochen  ist,  die  Zusannnendrückung  von  Körpern  l^e- 
stimmte:  allerdings  ist  das  Verfahren  noch,  ein  wenig  genaues.  Fig.  18  giebt  da--* 
Durand-Claye'sche  In-;trunient  wieder  (Annalos  dos  ponts  et  chaussees,  18SJ>-5 
XV,  Taf.  12,  Fig.  9,  Text  XVI,  S.  193  u.  f.}. 


§9.   Einfluss  der  Komi  des  Stabe».  Xl\) 

Neben  dem  Bauschinger' sehen  Spiegelapparat  steht  und 
diesem  für  stehende  Prüfangsmaschinen  vorzuziehen  ist  der  Spiegel- 
apparat von  A.  Martens,  hinsiehtlieh  dessen  auf  A.  Martens, 
Materialienkunde;  S.  477  u.  f.  verwiesen  werden  darf. 


§  9.    Einfluss  der  Form  des  Stabes. 

Die  Aufstellungen  in  §  6  enthalten  nur  die  Grösse/  des 
Stabquersehnittes;  die  Form  desselben  wäre  hiernach  voll- 
ständig gleichgiltig.  Thatsächlich  ist  sie  es  jedoch  nicht,  wenn 
auch  ihr  Einfluss  nicht  bedeutend  ei'scheint.  Sein  Vorhandensein 
erhellt;  abgesehen  von  Versuchsergebnissen;  schon  aus  folgender 
Erwägung. 

Den  Entwicklungen    der    üblichen  Gleichungen    für    die  Zug- 
elasticität  xmd  Zugfestigkeit,  wie  sie  in  §  6  und  §  8  aufgeführt  sind, 
liegt  zunächst  die  Voraussetzung  zu  Grunde,   dass  die  Dehnungen 
und   Spannungen    in    allen  Punkten    des  Stabquerschnittes    gleich 
gross  sind,  dass  sich  alle  Fasern,    aus    denen    der  Stab  bestehend 
gedacht  werden  kann,  ganz  gleich  verhalten  und  nicht  gegenseitig 
auf  einander  einwirken.     Es    ändert  an  jenen  Gleichungen  nichts, 
ob  eine  Kraft  P  —  gleichmässig  vertheilt  —  getragen    wird    von 
einem  Stab,    dessen  Querschnitt    10  qcm   beträgt,    oder    von  1000 
Stäben    von    je    1    qmm    Querschnitt.      In    dem    einen    Fall    ist 
/=  10  qcm,  in  dem  anderen  /=  1000  .  0,01  =  10  qcm,  d.  h.  in 
beiden  Fällen  gleich.   In  Wirklichkeit  aber  —  immer  gleichmässige 
Vertheilung    der    Last    und    gleiches    Material    vorausgesetzt    — 
werden  sich  die  1000  Metallfaden    von   je  1  qmm  Querschnitt  un- 
abhängig   von    einander    (senkrecht    zur    Achse)    zusammenziehen 
können;    sie    werden,    wenn  sie  sich  vorher  gerade  berührten,  die 
Berührung  infolge  der  mit   der  Dehnung  (Belastung)   verknüpften 
Zusammenziehung  aufgeben.    Die  einzelnen  Fasern  des  Stabes  von 


Bei  der  Einseitigkeit  der  Messung  werden  sich  häufig  recht  erhe))liche 
Ungenauigkeiten  eingestellt  haben.  Zum  Theil  lasseu  sich  dieselben  unniittelbui' 
*Qs  den  von  Durand-Claye  veröffentlichten  Zahlen  erkennen.  Die  senkrechte 
btange  des  Instruments,  auf  deren  unveränderlicher  Länge  die  Messung  l^oruht, 
^v  aus  Metall  und  deshalb  sehr  empfindlicii  gegen  TeniperaturändtM-ungon. 
(^«rgl.S.  110,  insbesondere  auch  Fussbemerkung  2.)  Uebertragung  der  Bewegung 
«rfojgte  durch  verzahnten  Sektor  und  Zahnrad,    üebersetzungsverhältniss:  1  :  100. 
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I.  Zug. 


10  qcm  Querschnitt  jedoch  besitzen  eine  solche  Unabhängigkeit 
nicht;  sie  wirken  senkrecht  zur  Achse  auf  einander  ein.  Das  Er* 
gebniss  dieser  Einwirkung  aber  muss  ein  verschiedenes  sein,  je 
nach  der  Form  des  Querschnitts,  es  wird  ein  anderes  sein  bei 
einem  kreisförmigen,  als  bei  einem  langgestreckt  rechteckigen  oder 
einem  I-förmigen,  es  wird  ein  anderes  sein  bei  einem  dünnwandi- 
gen Hohlcylinder,  als  bei  einem  Vollcylinder  u.  s.  w.  Dass  aber 
die  bezeichnete  seitliche  Einwirkung  Dehnung  und  Festigkeit 
beeinflusst,  ergiebt  sich  aus  den  Betrachtungen,  welche  in  §  7  an- 
gestellt wurden. 

Derselbe  Gedankengang  ftlhrt  zu  dem  Ergebniss,  dass  auch  die 
Grösse  der  Abmessungen  bei  einer  und  derselben  Querschnittsform 
—  streng  genommen     -  nicht  ganz  gleichgiltig  sein  wird. 


Versuclisergrebuisse.  / 

1,   Kinfluss   der  Stabform,   welche   der  Querschnittsverminderung 

(Ziisa^nnienziehung)  hUiderlich  isL 

Kirkaldy  stellte  vor  rund  40  Jahren  Zerreissversuche  mit 
Rundeisenstäben  nach  Fig.  1,  2  und  3  an.  Die  Stäbe  Fig.  2  sind 
entstanden  aus  Cylindern  Fig.  1  je  durch  Eindrehen  einer  schmalen 
Nuthe  auf  den  Durchmesser  c/,  die  Stäbe  Fig.  3  aus  solchen  Fig.  1 
durch  Abdrehen  auf  den  Durchmesser  d. 


-^» 


Fig.  1. 


-« 


Flg.  2. 


>4^ 


Flg.  S. 


Die  Ergebnisse  dieser  Versuche  sind  umstehend  zusammen- 
gestellt. 

Sie  zeigen  die  für  den  ersten  Augenblick  schlagende  Eigen- 
thümlichkeit,  dass  die  Festigkeit  bei  den  nach  Fig.  2  eingedrehten 
Stäben  weit  grösser  ist  als  bei  den  nicht  eingedrehten.  Versuche, 
welche  in  Woolwich  mit  Stahlstangen  (von  l^ic    engl.  Stärke  und 


§  9.    Einfluss  der  Form  des  Stabes. 
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mit  einer  den  Durchmesser  auf  '/4"  vermindernden  Ausrundung 
versehen)  angestellt  worden  sind,  sowie  Versuche  von  Vickers 
U.A.  bestätigen  das  von  Eirkaldy  Gefundene. 


Material 


Form  des  Stabes 


Zugfestigkeit 

A',  (Gl.  1,  §  3) 

in  kg/qcm 


Querscbnitts- 
verminderuDg 
»A  (Gl.  2,  §  3) 


Low  Moor. 

Walzeisen, 

härteste  Sorte 

Govan. 
Geschmiedetes 
Walzeisen 

Govan. 
Walzeisen 


Fig.  1 

-  2 

-  3 


Fig.  1 

-  2 

-  3 

Fig.  1 
2 

-  3 


D  = 

d  = 
d  = 


D  = 

d  = 
d  = 

D  = 

d  = 
d  = 


2,54  cm 
1,85  - 
1,85  - 

2,54  cm 
1,78  - 
1,78  ■ 

2,59  cm 
1,80  - 
1,80  - 


4560 
6420 
4920 

5025 
6910 
5020 

4040 
4950 
4.S60 


51,00% 
8,03- 
49,23  - 

40,7  l'/o 
13,77  - 
36,02  - . 

47,38  »/o 
21,27- 
46,91  - 


Die  Erklärung  ergiebt  sich  unmittelbar  aus  dem  in  §  7  Ge- 
sagten. Unter  Einwirkung  der  Belastung  dehnen  sich  die  Fasern, 
welche  durch  den  kleinsten  Querschnitt  bb^  Fig.  2,  gehen;  gleich- 
zeitig tritt  eine  Zusammenziehung  senkrecht  hierzu  ein.  Das  bei 
oaaa  an  den  kleinsten  Querschnitt  sich  anschliessende  Material 
setzt  dieser  Zusammenziehung  Widerstand  entgegen,  d.  h.  übt  in 
senkrechter  Richtung  zur  Achse  des  Stabes  Zugspannungen  auf  die 
durch  den  kleinsten  Querschnitt  gehenden  und  gespannten  Längs- 
&seni  aus,  welche  Zugspannungen,  wie  die  Gleichungen  4  in  §.7 
lehren,   eine  Verminderung   der  Längsdehnung    zur  Folge    haben. 

Demnach  greift  das  bei  aa  aa  an  den  Querschnitt       d^  anschliessende 

Material,  indem  es  der  Ausbildung  der  Zusammenziehung,  sowie 
der  Dehnung  hinderlich  in  den  Weg  tritt,  gewissermassen  unter- 
stützend gegenüber  dem  kleinsten  Querschnitt  ein  und  erhöht 
dessen  Festigkeit.  Dass  die  Zusammenziehung  gehindert  wurde, 
darüber  geben  die  Werthe  für  \p  deutlich  Auskunft. 

Hieraus  folgt  im  Allgemeinen  für  die  genannten  Materialien: 
Erschwerung    oder    theilweise  Hinderung  der  Zusammen- 
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Ziehung  senkrecht  zur  Stabachse  (Querschnittsvermiii- 
derung)  verringert  die  Dehnung  in  Richtung  der  letzteren 
und  erhöht  die  Zugfestigkeit. 

Zur  Untersuchung  des  Einflusses  der  Länge  der  Eindrehnng 
sowie  der  Ausrundung  der  letzteren  hat  Verfasser  folgende  Versuche 
mit  Eundstäben  nach  Fig.  4  bis  7,  je  aus  dem  gleichen  Material 
von  bemerkenswerther  Gleichartigkeit  hergestellt,  ausgeführt. 


Flusseisen 

Schweisseisen 

Stabform 

Zug- 
festigkeit 

ü:,(Gi.i, 

§3)  in 
kg/qcm 

1 

Schnitts-     ^*^T^ 

auf 
vermin-     ^^ 
.                  100mm  a> 
derung  0  ,ß,  o  gm 

Zug- 
festigkeit 
K.  (GL  1, 
§3)  in 
kg/qcm 

<iuer-       ^  , 

,    ...        Dehnung 
Schnitts-              ,  ^ 

auf 
vermin-  ' 

,                  100  mm  « 
derung  ,/, , 

t'ig.  4 

4239 
4242 
4281 

66  »/o    :    33  "/o 
66  -        36  - 
65  -     i    33  - 

i 

3664 
3674 
3676 

34% 

27  - 

28  - 

28  .0 
24  - 
26  - 

Durchschnitt 

4254 

66% 

34  •/„ 

3670       30  "/o        26  % 

Fig.  5 

4428 
4380 
4447 

62  »/o 
65  - 

63  - 

3738 
3701 
3622 

13  "/o 
12  - 

10  - 



Durchschnitt 

4418 

63  0/0 



3687 

IZ'/o 

■ 

Fig.  6 

5082 
4935 
5031 

55  -/o 
55  - 
54  - 



4154 
4029 
3925 

25»/. 
21  - 
24  - 



Durchschnitt 

5016        ö5»/„ 

4036 

23  «/o 



Fig.  7 

5804 

4474 

14  »/o 



Die  eingedrehten  Flusseisenstäbe  rissen  sämmtlich  in  der  Mitte 
der  Eindrehung  oder  in  der  Nähe  derselben;  gleich  verhielten  »ich 
die  Schweisseiscnstäbe  nach  Fig.  6  und  7.  Die  Schweisseiseiistftbe 
nach  Fig.  5  dagegen  rissen  nach  Angabe  der  Fig.  8  am  Ende  der 
Eindrehung  unter  Bildung  eines  grösseren  Spaltes,  wie  in  der  Ab- 
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bilduDg  angedeutet  ist.  Dadurch  erklärt  eich  die  vergleichsweise 
geringe  Querschnittsvermiuderung.  Die  scharfe  Eindrehung  führt 
ako  hier  beim  Schweisseisen  zum  Bruch,  bei  dem  zähen  Flusseisen 
dagegen  nicht.  Der  nachtheilige  Einfluss,  welchen  die  Ungleich- 
förmigkeit  der  Spannungsvertheilung  in  dem  Bruchquerschnitt  des 
Schweisseisenstabes  äussern  muss  (vergl.  Fussbemerkung,  S.  90  bis 
92),  wird  fast  ganz  aufgehoben  durch  den  Einfluss  der  Hinderung  der 
Querzusammenziehung;  denn  die  Festigkeit  ist  im  Falle  der  Stab- 
form Fig.  4  nahezu  die  gleiche  wie  im  Falle  der  Stabform  Fig.  5. 


i^^-^oi.^..^^ 


Flg.  4. 


r-tß-t 
Flg.  5. 


-glßO--   -EE 


yHj 


Flg.  6. 


1 


-EEEB- 


-m- 

Flg.  7 


•^» 


Fig.  8. 


Bei  dem  Flusseisen  überwiegt  in  dem  Querschnitte  der  scharfen 
Eindrehung  der  Einfluss  der  gehinderten  Querzusammenziehung, 
eine  Folge  der  grossen  Zähigkeit  des  Materials.  Die  Fig.  5  a, 
5b,  6a  und  6b  auf  Taf.  III  geben  die  photographischen  Bilder  der 
Probestäbe  nach  dem  Zerreissen  und  zwar 

Fig.  5a  einen  Flusseisenstab        nach  Fig.  5, 

-  5b      -       Schweisseisenstab      -  -     5, 

-  6  a      -       Flusseisenstab           -  6, 

-  6  b      -       Schweisseisenstab      -  -     6. 

Die  in  vorstehender  Zusammenstellung  enthaltenen  Ergebnisse 
zeigen,    dass  bei  einer  Eindrehungslänge   von  25  mm  der  Einfluss 
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der  gehinderten  Querzusammenziehung  noch  nicht  erheblich  ist, 
dass  er  dagegen  mit  Abnahme  dieser  Länge  rasch  wächst.  Im 
Uebrigcn  bestätigen  sie  das  oben  hinsichtlich  dieses  Einflnsses 
Ausgesprochene  vollständig. 

Der  Letztere  ist  auch  der  Grund,  weshalb  die  der  Messung 
unterworfene  Strecke  der  Probestäbe  —  Fig.  1  bis  3  in  §  8  — 
kürzer  gewählt  werden  muss,  als  der  prismatische  Theil  derselben. 
Man  hat  sich  eben  zu  sichern,  dass  ein  solcher  Einiluss  innerhalb 
der  der  Beobachtung  unterworfenen  Strecke  nicht  mehr  Geltung 
erlangen  kann. 

Zur  Feststellung  des  Einflusses  solcher  Eindrehungen  auf  die 
Festigkeit  von  Stäben  aus  nicht  zähem  Material  hat  Verfasser 
Versuche  mit  grauem  Gusseisen  angestellt,  und  zwar  unter  Zu- 
grundelegung 

a)  der  Stabform  Fig.  4,  jedoch  Durchmesser  des  mittleren  cylin- 
drischen  Theils  2  cm, 

b)  der  Stabform    Fig.  5,   jedoch    Durchmesser    der    Eindrehung 
2  cm  bei  2,9  cm  Stabstärke, 

c)  der    Stabform    Fig.  7,   jedoch    Durchmesser    der  Eindrehung 
2  cm  bei  2,9  cm  Stabstärke. 

Die  Ergebnisse  mit  den  10  Stäben,  hergestellt  bei  demselben 
Guss  aus  dem  gleichen  Material,  sind  dem  Folgenden  zu  entnehmen. 


Stab  form 

a 

b 

C 

(Fig.  4) 

(1\'-  5) 

Ct-ig.  7) 

1557 

1446 

1508 

Zugfestigkeit 

1557 
1521 

1583 
1417 
1439 

1350 
1449 

Durchschnitt     1545  1471  1436 

Der  Bruch  erfolgte  bei  den  Stäben  a  (Fig.  4)  innerhalb  des 
cylindrischen  Theiles,  bei  den  Stäben  b  (Fig.  5)  am  Ende  der 
Eindrehung,  d.  h.  da,  wo  der  20  mm  starke  Cylinder  aus  dem 
29  mm  dicken  heraustritt,  und  bei  den  Stäben  c  (Fig.  7)  in  der 
Glitte  der  Eindrehung. 

Wie  ersichtlich,  ist  die  durchschnittliche  Festigkeit  der  Stäbe 
mit  Eindrehung  etwas  geringer  als  diejenige  der  glatten  Stäbe, 
Fig.  4.     Der  Einfluss,    welchen    die  Ungleichförmigkeit  der  Span* 
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nnngsvertheiluDg  über  den  Bruchquerschnitt  äussert,  überwiegt  den 
liier  nicht  bedeutenden  Einfluss  der  gehinderten  Querzusammen - 
Ziehung.  Ein  erheblicher  Unterschied  der  durchschnittlichen  Festig- 
keiten für  die  Stabform  b  (Fig.  5)  und  c  (Fig.  7)  ist  nicht  vor- 
handen. 


Zusammenfassung. 

Bei  Stäben   mit   Eindrehungen,    wie    erörtert,    wird    die  Zug- 
festigkeit, d.  h. 

Bruchbelastung 
Querschnitt 

beeinflusst 

1.  von  der  Ungleichförmigkeit  der  Vertheilung  der  Spannungen 
über  den  Querschnitt  in  dem  Sinne,  dass  die  Festigkeit 
Verminderung  erfährt  (vergl.  auch  §  6,  S.  90  bis  92 ,  Fuss- 
bemerkung), 

2.  von  der  Hinderung  der  Querzusammenziehung  in  dem  Sinne, 
dass  die  Festigkeit  erhöht  wird. 

Bei  zähem  Material,  wie  es  als  Flusseisen,  Schweisseisen  u.  s.  w. 
gegeben  sein  kann,  überwiegt  der  Einfluss  Zifi*.  2  namentlich  dann, 
wenn  die  Eindrehung  sehr  kurz  ist  (Fig.  2,  Fig.  7);  die  Zugfestig- 
keit ist  dann  bedeutend  grösser  als  diejenige  prismatischer  Stube 
(Fig.  4). 

Bei  Material,  welches  eine  merkbare  Querschnittszusammeu- 
ziehung  im  Bruchquerschnitt  nicht  zeigt,  wie  z.  B.  graues  Roh- 
eisen, scheint  der  Einfluss  Ziff.  1  das  Uebergewicht  zu  erlangen; 
die  durchschnittliche  Festigkeit  ergiebt  sich  etwas  kleiner  als  bei 
prismatischer  Form,  doch  ist  der  Unterschied  sehr  gering. 

Hinsichtlich  dieses  verschiedenen  Verhaltens  beider  Arten  von 
Material  kommt  auch  in  Betracht,  dass  bei  zähen  Stoffen  die  am 
stärksten  angestrengten  Fasern  —  ohne  zu  reissen  —  nachgeben, 
wodurch  die  weniger  stark  beanspruchten  mehr  zur  Uebertragung 
berangezogen  werden. 

Hieraus  folgt,  dass  in  Bezug  auf  die  Zugfestigkeit  von  Kör- 
pern mit  Eindrehungen  oder  Einkerbungen  nicht  allgemein  gesagt 
werden  kann:  sie  ist  grösser  oder  kleiner  als  diejenige  von  pris- 
matischen Körpern  aus  dem  gleichen   Material.     Es  erscheint  un- 
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statthaft,  das  für  ein  zähes  Material  gewonnene  Ergebniss  ohne 
Weiteres  auf  ein  weniger  zähes  oder  ein  sprödes  zu  übertragen 
und  umgekehrt^. 


2.    Einfluss  der  Länge  utul  des  ZHn'chinessers» 

In  Bezug  hierauf,  sowie  hinsichtlich  des  Einflusses  der  Quer- 
schnittsform  hat  der  Chefingenieur  Barba  in  Creusot  umfassende 
Versuche  anstellen  lassen,  die  in  der  Hauptsache  von  Coureau 
und  Biguet  durchgeführt   wurden   (Barba,   M^moires  et  compte 

')  In  neuerer  Zeit  trifft  man  in  der  technischen  Tagesliteratur  auf  die  Be- 
griffe „scheinbare**  und  „wahre"  Zugfestigkeit.  Da  es  sich  hierbei  einer- 
seits um  Fragen  handelt,  die  nicht  blos  in  grundsätzlicher  Hinsicht  von  Bedeutung 
sind,  sondern  denen  auch  eine  recht  erhebliche  Bedeutung  für  die  ausführende 
Technik  innewohnt,  und  da  andererseits  die  ganze  Unterscheidung  durch  den 
Eiutluss  der  Stabfonu  auf  die  Zugfestigkeit  begründet  wird,  so  darf  der  Gegen- 
stanil  an  dieser  Stelle  nicht  wohl  unerörtert  bleiben. 

Die    beiden  Begriffe    haben  ihren  Ausgang  genommen  von  einem  Aufsatze, 
den  der  Vorstand  des  mech.- technischen  Laboratoriums  an  der  techn.  Hochschule 
München,  Prof.  Dr.  Föppl,  in  der  Thonindustrie-Zeitung  1896,  S.  145  und  146 
unter  dem  Titel:    .,Scheinbare   und  wahre  Zugfestigkeit  des  Cements^ 
veröffentlicht  hat.    Föppl  war  damals  der  Meinung,  dass  der  oben  erörterte  Ein- 
fluss der  Stab  form  bisher  unbemerkt  geblieben  sei.  (Vergl.  dagegen  Fussbemcrkung 
S.IOO  u.  f.,  sowie  S.120  u.  f.)    Unter  „wahrer"  Zugfestigkeit  wird  die  Festigkeit  aus- 
reichend langer  Prismen  verstanden,  während  mit  ^scheinbarer"  diejenige  von  ein- 
gekerbten Körpern,  wie  ein  solcher  in  Fig.  9,  S.  127,  dargestellt  erscheint,  gemeint 
ist.     Diese  Abbildung  giebt  die   übliche  Form  («Achterform'*)  der  Cementprobe- 
kürper   wieder,    wie    sie    zum  Zwecke  der  vergleichenden  Prüfung  des  Cementes 
bonutzt    wird.     Um    die  Ungleichförmigkeit   der  Lastvertheilung  über  den  Quer- 
schnitt zu  zeigen,    Hess  Föppl  Kautschukkörper  von  der  Form  Fig.  9  herstellen 
iiml  mit  feinen  Strichen  senkrecht  zur  Zugrichtung  versehen.     Unter  Einwirkung 
der  Zugkraft  gehen  diese  Striche  mit  Ausnahme  des  in  den  mittleren  Querschnitt 
fallenden  Symnietricstrichs  in  Kurven  über  derart,  dass  diese  dem  mittleren  Strich 
die   erhabene  Seite  zukehren,    entsprechend  einer  starken  Zunahme  der  Dehnung 
nach    aussen.     Zum   Zwecke    ziftemmässiger  Bestimmung  der  Ungleichförmigkeit 
der  Dehnung    über    den  Querschnitt  Hess  Föppl  an  zwei  Kautschukkörpem  in 
der  Mitte  je  zwei  um  ungefähr  1  mm  von  einander  abstehende  feine  Querstriche 
und  sodann  noch  7  Striche  in  Richtung  der  Achse  mit  Tusche  ziehen:   den  einen 
zasanimeufallend    mit   der  Stabachse,    die   übrigen  links  und  rechts  im  Abstände 
von  4,  8  und  11,5  mm.    Für  diese  ursprüngHch  1  mm  langen  Fasern  wurden  nun 
(Ho  Dehnungen  des  belasteten  Körpers  ermittelt,  und  zwar 

im  Abstände       0        4        8         11,5  mm  von  der  Achse 
zu     24      34      53       100, 
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a    des    travaux    de    la    Societü    des    Ingenieurs    C'ivits    1880, 

'-*— 714).    Die  weseDtlichen  Ergebnisse  finden  sich  im  Folgcn- 

Mcr  A  nnd  B,    sowie  in  Ziif.  :^   unter  A,  B  und  C    wieder- 

'iter  D.  Ziff.  3   sind  die    aus  neuerer  Zeit  stammenden  Er- 

-„■    der   von    Bauschiuger    in  Bezug  auf  deu  EinÜuss  der 

'jU  der  ProbestKbe  durchgeführten  Zugversuche  zusammengestellt 


I  liundü 


zum  HitWl- 


'■.ir  Dcbniui^  im  AbsUmk   11,5  mm   glekh   100  gi-si 

'li'nu:    .Du  Verhftltniss   zviscben   der  Dehnuug   n 

It  DfhnaiigiNi    nUdU   weh  hiernach  auf  etwa  2,1.     Kür  einen  er»li'ii  an- 

^  Ten-ach    Wird    man   hiernach  ann.:hnien  ilfirfen,    dass  auch  dit'  wahre 

■i:iäl  des  Cementes  etwa»  über  doppelt  so  gro»B,  wie  diu  schcinliare 

1    rurhiM'   BOgegahuDOD  Sinne   üieaes  Wortes)   >.a  nchAtxeii  ist."     Hiemnch 

aUu    dio    ZagTentigkeit    priasiii tischer  StAbe   von    Content    reichlich   das 

•I   *on   d(^i<nigon   l'etmgen,   welch«  fhr  gewöhnlich  durch  die  Proben  cr- 

[   aitlch   wird.     In    der  Thal   bemerkt   auch   FöppI:    „Sobald   ein   Ingeuieur, 

>l>r    Um  Burri.baaag   einer   an»  Cemont    hergestellten    Konslruklion 

«>.i«fäliren  hat,  deu  Wertb  der  Zugfestigkeit  des 

■rnt»  oOthtg   bat   iz,  B.   bei  der  Berechnung  von 

lABhrAeknn,  yntt^rmanorn  u.  s.  w.).  darf  man  ihm 

iekl   dia   »cUeinbare  Zngfosligkeil  angeben,    da  er 

^»■1    die    Kostlgkeil    des   Materials    unter»,cbät/eii 

,    ■ondern    die    erheblich    höhere   wahre   Zug- 

MUgk«il,  ■ufdieosbeidiesenAnwendungen  allein 

»U     Ks   hat    daher  immerhin  ein  erheblichen 


lercM«     fOr    dm 


Fabrikat 


,ch    di 


wahr 


ifattigkeil   •,eia*i   Fabrikats   xu   kennen.' 
Ihndi  den  ersten  dieser  zwei  Shtze  wird  dem  Ergebnii^sn 
L  den  Kaalschukkörpem  und  den  danin  ^-c- 
gMvngan  eine  «cb verwiegende  Rückwirkung  auf 
I  Zagmajuprachnshme   des   Oements,    gegenüber  rif.  3. 

mchuagsart  die  gröeste  Vorsicht  an   und  für 
erscheint,    eingeräumt.     Dieser  Umstand,    in  Verbindung   mit   der 
■  Mit  ieoer  Zeit  bereits  in  mehreren  Anfsälien  die  wirkliche  Zug- 
huMDlmörteU  als  l>edeulend  grösser  aufgefasst  wird  wie  diejenige, 
t  thlicbe  Prüfung  des  Cemants  liefert,    nöthigt  darznlegen,   diLss  es  ffir 
•   Mcfbjirrnd«  Technik    nicht    zullUNg    ist,    derart   crhOhle  Zugrestigkoiten    für 
I  Kechnnng  m  stellen. 
ZunBchat  folgt  sehen  aus  dem  oben  vorgcfiilirteu  Versuchsmaterisl,   wonach 
r  L  B.  FhuK^wm  im  Falle  kurzer  Eindrebung  eine  weit  höhere  Zagfestigkeit  liefert, 
1   «tkrcMil    GatH^ineu    eine    kleine   Verminderung    r.eigt,    dass    ein    uSbrniohssiger 
LSdiloM  Ton  dar  Dehnung  eines  Kautsc hnkkörpcrs  auf  die  Zugfestigkeit  eines 
ttiigm  Uatonals  —  ubne  Eingehen  auf  die  Eigenart  desselben  —  wie  er  oben 
1  wurdan  Ul,  als  unznlissig  beieicbnet  wenlen  nu«^ 
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(Mittheilungen  aus  dem  mechanisch-technischen  Laboratoriui 
k.  technischen  Hochschule  in  München,  1892,  Heft  XXI). 


Er  muss  aber  auch  noch  aus  einem  anderen  Grunde  zu  Ergebnissen 
welche  unrichtig  sind. 

Der  Schluss  setzt  voraus,  dass  die  Spannungen  proportional  den  Deh 
sind.  Das  trifft  nun  für  Kautschuk  durchaus  nicht  zu.  Nach  Versuch 
Winkler  (Civilingenieur  1878,  S.  81  u.  f.)  ergiebt  sich  für  Kautschuk 


a 

( 

0 

0 

0,5 

0,046 

1,0 

0,121 

1,5 

0,207 

2,0 

0,316 

3,0 

0,548 

4,0 

0,859 

5,0 

1,309 

6,0 

1,794 

a 


*a 

*i 

02 

<^i 

1 

10,9 

1 

6,7 
1 

'5,8 
1 

4,6 

4,3 
1 

3,2 
1 

2,2 
1 

2,1 

Hiemach  wächst  der  Dehnungskoefficient  a  von  der  ersten  Spannui 
bis    zur    letzten    von    -Tw;   his    auf  -^--1  ,  d.i.  etwa  um  das  5fache.    Bei 

solchen  Veränderlichkeit  des  Verhältnisses  zwischen  Dehn 
und  Spannungen  erscheint  es  nicht  mehr  zulässig,  einen  zi 
massigen  Schluss  zu  ziehen,  der  Proportionalität  zwischen 
nungen  und  Spannungen  voraussetzt.  Gerade  der  Umstand, 
bei  Kautschuk  die  Dehnungen  viel  rascher  wachsen  als  die 
nungen,  hat  zur  Folge,  dass  die  Ungleichförmigkeit  der  Spam 
vertheilung  bedeutend  geringer  ist,  als  sie  nach  Massgabe  de.« 
Bemerkten  ermittelt  wurde.  Bereits  aus  diesem  Grunde  allein  müss 
zu  einer  sehr  starken  Ueberschätzung  der  Zugfestigkeit  des  Gementes, 
Dehnungskoefficient  weit  weniger  veränderlich  ist  als  derjenigo  des  Kaut 
gelangen,  wenn  man  dieselbe  gemäss  den  Darlegungen  FöppTs  2,1  mal  s 
nehmen  würde,  wie  sie  sich  bei  den  üblichen  Cementproben  ergiebt. 

Die    ganze    Frage    schien    dem   Verfasser   für    das    Ingenieurwesen 
genug,    um  Versuche  auszuführen,    durch  welche  die  Zugfestigkeit  von  ge 
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In   Einzelheiten    weichen    die    Ergebnisse    der    Barb ansehen 
ersuche  von  denjenigen  der  Bauschinger'schen  Untersuchungen 


ingen  prismatischen  Stäben  aus  Cementmortel,  d.  h.  also  dessen^  wahre ^  Zug- 
estigkeit,  unmittelbar  festgestellt  wird.  Demgemäss  wurden  Körper  in  grosserer 
^  Ton  einer  Form,  ähnlich  der  in  Fig.  16,  §  8  dargestellten,  sowie  von  der 
Poim  Fig.  9  angefertigt  und  zwar  in  einer  grossen  Cementfabrik  mit  der  dem 
Zwecke  entsprechenden  Sorgfalt.  Die  Durchschnittsergebnisse  sind  in  der  folgenden 
Zasammenstellung  enthalten.  Weshalb  auch  Druckversuche  in  dieselbe  aufgenommen 
vorden  sind,  wird  aus  dem  Späteren  hervorgehen. 

Zusammensetzung  der  Versuchskörper:    1  Cement,  3  Sand 
Alter  -  -  28  Tage. 


9®/o  Wasser,  Mischung 

9V2%  Wasser,  Mischung  des 

des  Mörtels  mit  der 

Mörtels  mit  der  Kugel- 

Hand 

mischtrommel 

Spee.  Gewieht 

Zogfeetlgkeit 

Spee.  Gewieht 

Zagfestigkeit 

Zagkorper 

K  Achterform,  Fig.  9, 

Querschnitt:  5  qcm 

2,33          36,8  kg  qcm 

2,36           38,5  kg/qcm 

^  Prismatische    Form, 

%  16:  §  8,  Quer- 

schnitt: r>0  qcm 

2,22 

17,35       - 

2,29        i  25,1       - 

1 

Druckkörper 

Spec.  Gewieht 

Druckfestigkeit 

1 

Spee.  Gewicht    Druckfestigkeit 

»)  Würfel  von  50  ([cm 

t 

Querschnitt 

2,28 

285  kg/([cm 

2,32         1  292  kg/qcm 

h)  Cylinder   von    rund 

1 
1 

1 

25  cm  Durchmesser 

1 

1 

1 

1 

(rund  480  qcm  Quer- 

t 

1 

1 

schnitt)    und     rund 

1 

1 

25  cm  Höhe 

2,23 

165       - 

2,25 

203         - 

Die  specifischen  Gewichte  wurden  durch  Wägen  in  der  Luft  und  im 
Wasger  bestimmt. 

Biese  Ergebnisse  zeigen,  dass  die  Zugfestigkeit  der  prismatischen 
•''^täbe  Fig.  16,  §  8  (ohne  Einkerbung)  bedeutend  kleiner  ist  als  die- 
J^Dige  der  Körper  mit  der  Achterform  Fig.  9.  Es  stehen  sich  die  Zahlen 
^  und  1735  bezw.  38,5  und  25,1  kg^qcm  gegenüber. 

Dieser  Unterschied  ist  nun  allerdings  nicht  auf  Rechnung  der  Stabform  zu 
**tzeD,  sondern  er  erscheint  als  eine  Folge  davon,  dass  Cemcntkorper  von  50  <icm 
Qnerschnitt  eben  nicht  so  dicht  und  nicht  so  vollkommen  gemischt  ausfallen 
*!«  solche  von  5  qcm  Querschnitt,  die  überdies  diesen  Querschnitt  nur  an  einer 
«uuigen  Stelle  besitzen.  Dass  Cementkörper  von  grösserem  Querschnitt  unter 
CBaeh,  ElAstieitit.    4.  Aufl.  9 


130  I.  Zug. 

etwas  ab.     Es  dürfte  dies  vorzugsweise  davon  herrühren,  dass  die 
von  Materialangleichheiten  veranlassten   Abweichungen   häufig  be- 


sonst  gleichen  Verhältnissen  in  der  That  eine  geringere  Widerstandsfähigkeit  auf- 
weisen als  solche  mit  kleinerem  Qaerschnitt,  das  zeigen  die  Ergebnisse  der  in  die 
Zusammenstellung  aufgenommenen  Druckversuche.  Obgleich  für  kreiscjlindrische 
Versuchskorper,  deren  Höhe  gleich  dem  Durchmesser  ist,  nach  S.  149  und  150,  so- 
wie S.  153  eine  etwas  grössere  Druckfestigkeit  zu  erwarten  steht  als  für  Würfel, 
ergaben  hier  die  Cylinder  mit  480  qcm  Querschnitt  eine  bedeutend  kleinere  Druck- 
festigkeit als  die  Würfel  mit  50  qcm  Querschnitt;  es  stehen  sich  die  Zahlen  165 
und  285,  bezw.  203  und  292  gegenüber.  Wenn  sich  nun  der  Einfluss  des 
grösseren  Querschnittes  bei  Druckversuchen  so  ausgeprägt  zeigt,  so  darf  er  bei 
Zugversuchen  in  noch  höherem  Masse  erwartet  werden,  wie  die  oben  an- 
gegebenen Zahlen  auch  nachweisen;  denn  gegenüber  Zugbeanspruchung  werden 
sich  naturgemäss  geringere  Dichte  und  Unvollkommenheit  der  Mischung  des 
Cementmörtels  der  Regel  nach  einflussreicher  erweisen  müssen  als  gegenüber 
Druckbeanspruchung.  Recht  deutlich  zeigt  sich  der  Einfluss  der  grösseren  Voll- 
kommenheit des  Mischens  des  Mörtels  bei  Vergleich  des  spec.  Grewichts  und  der 
Zugfestigkeit  der  Zugkörper  mit  grösserem  Querschnitt:  2,22  bezw.  17,35  und 
2,29  bezw.  25,1.  Dabei  kann  nicht  verkannt  werden,  dass  die  Herstellung  der 
Probekörper  in  der  Cementfabrik  mit  einer  Sorgfalt  erfolgte,  welche  von  der- 
jenigen, mit  welcher  auf  der  Baustelle  gearbeitet  zu  werden  pflegt,  kanm  erreicht 
werden  dürfte. 

Fassen  wir  das  Vorstehende  zusammen,  so  muss  ausgesprochen  werden, 
dass  es  für  die  ausführende  Technik  —  wenigstens  bis  auf  W^eiteres  — 
nicht  nur  nicht  räthlich  erscheint,  mit  höheren  Zugfestigkeits- 
zahlcn  zu  rechnen,  als  sie  bei  den  üblichen  Zugversuchen  mit 
Cementmörtel  erhalten  werden,  sondern  dass  es  vielmehr  angezeigt 
ist,  weit  niedrigere  zu  wählen. 

Es  empfiehlt  sich  ausserdem,  im  Auge  zu  behalten,  dass  die  übliche  Zug- 
probe mit  Cementkörpem  in  erster  Linie  eine  vergleichende  Güteprobe  des 
Cementes  sein,  nicht  aber  Zugfestigkeitszahlen  liefern  soll,  welche  ohne  Weiteres 
auf  die  Ausführungen  übertragen  werden  können.  In  Bezug  auf  die  Beschaffung 
von  Erfahrungsmatorial  für  die  Letzteren  glaubt  Verfasser  angesichts  des  Irrthums, 
der  hier  bloszulegcn  war,  betonen  zu  sollen,  was  er  bereits  früher  an  anderer 
Stelle  (Zeitschrift  des  Vereines  deutscher  Ingenieure  1895,  S.  417,  S.  489,  Fuss- 
bemerkung)  hervorgehoben  hat:  die  Versuche  sind  in  der  Regel  unter 
solchen  Verhältnissen  anzustellen,  wie  sie  bei  den  wichtigeren 
technischen  Anwendungen  vorzuliegen  pflegen,  sodass  die  er- 
mittelten Erfahrungszahlen  auf  diese  mit  ausreichender  Sicherheit 
übertragen  werden  können. 

Versuche  mit  Kautschukkörpem  können  ausserordentlich  lehrreich  sein:  in 
erster  Linie,  um  die  Art  der  Formänderungen  zu  zeigen,  die  unter  gewisser  Be- 
lastung bei  gegebener  Körperform  eintritt,  wie  z.  B.  im  Falle  der  Zugbelastung 
beim  Körper  Fig.  9,  um  dem  Auge  erkennen  zu  lassen,  dass  die  Dehnung  von 
innen  nach  aussen  zunimmt.    Wird  jedoch  ein  ziffernmässigor  Schluss  auf  die 
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deutend  grösser  sind  als  die  Unterschiede,  welche  die  Verschieden- 
heit der  Gestalt  bedingt. 


A.  Die  Versachsstäbe  haben  verschiedene  Durchmesser  J, 

ebenso  sind  die  der  Messung  unterworfenen  Stabstrecken  / 

verschieden  lang  und  zwar  derart,  dass  l:d  konstant. 

Die  Versuchsstäbe  wurden  aus  gleich  starken  Stangen  heraus- 
gearbeitet. 

Gleiche  Dauer  der  einzelnen  Versuche  wurde  mit  Sorgfalt 
erstrebt. 

Die  angegebenen  Werthe  sind  je  die  Durchschnittszahlen  aus 
einer  Versuchsreihe. 


Grösse  der  Spannungen  beabsichtigt,  so  muss  die  starke  Veränderlichkeit  des 
Verfailtnisses  zwischen  Dehnungen  und  Spannungen  bei  Kautschuk  in  Rechnung 
gezogen  werden.  Bei  Uebertragung  auf  andere  Materialien  ist  sodann  überdies 
deren  Eigenart  im  Vergleich  zu  Kautschuk  zu  berücksichtigen.  Dazu  gesellen 
sich  die  Einflüsse,  wie  sie  im  vorliegenden  Falle  zu  berücksichtigen  waren:  die- 
jenigen der  Dichte,  der  Querschnittsgrösse,  der  Hersteilung  u.  s.  w. 

Soll  die  Zulässigkeit  der  Höherwerthung  der  Zugfestigkeit  des  Cementes 
für  aoszufuhrende  Bauten  nachgewiesen  werden,  so  muss  dies  durch  Versuche 
mit  Körpern  und  unter  Verhältnissen  geschehen,  welche  denjenigen  der  thatsäcli- 
liclien  Ausführung  genügend  entsprechen. 

Schliesslich  sei  noch  erwähnt,  dass  bereits  Durand-Claye  8  Jahre  früher 
in  den  Annales  des  ponts  et  chaussees,  1888,  II,  S.  173  bis  211,  ziemlich  ein- 
gehend ~  allerdings  auch  nicht  einwandfrei  —  mit  dem  zur  Erörterung  stehenden 
Verhalten  von  Cement^  und  Steinkörpem  sich  beschäftigt  hat.  Daselbst  finden 
acK  auch  (Taf.  12)  die  erwähnten  Formänderungslinien,  welche  sich  auf  den 
Kautschakkörpem  zeigten,  mit  denen  Durand-Claye  gleichfalls  gearbeitet 
hatte.  Ein  weiterer  Aufsatz  von  demselben  Verfasser  findet  sich  in  der  gleichen 
Zeitschrift  1895,  S.  604  u.  f.  Durand-Claye  gelangte  dabei  zu  dem  Ergebniss, 
dvs  die  wahre  Zugfestigkeit  des  Cementes  um  50%  grösser  sei  als  diejenige) 
der  Achterform,  während  Föppl  auf  ein  Mehr  von  llO^^'o  kam,  wie  oben  an- 
gegeben wurde. 

Im  üebrigen  ist  gegenüber  dem  Begriff  „wahre  Zugfestigkeit^  ganz 
*Ügemein  das  in  der  Fussbemerkung  2,  S.  10  Hervorgehobene  festzuhalten. 


9 


132 


I.  Zag. 


Bmidstäbe  ans  Flnsseiseii. 


'^  'S 

B       CA 


jz; 


Durch- 
messer 

cm 


Stab- 
strecke 
/ 

cm 


Ver- 
hält- 
Diss 
l:d 


Festig- 
keit 

kg/qcm 


Querschnittsver- 
minderuog 


Ver- 
länge- 
rung 

'»-^ 

cm 


Dehnung 


9=100 


'6-' 


/ 


/o 


1 

2 
3 

4 
5 
6 

7 
8 


0,690 
1,035 
1,380 
1,725 
2,070 
2,415 
2,760 
3,105 


5,0 
7,5 
10,0 
12,5 
15,0 
17,5 
20,0 
22,5 


7,24 


4220 
4200 
4210 
4170 
4160 
4090 
4000 
3960 


69,3 
69,0 
69,7 
68,6 
69,2 
69,7 
68,8 
69,5 


1,64 
2,49 
3,30 
4,18 
5,08 
5,80 
6,60 
7,65 


32,8 
33,2 
33,0 
33,5 
33,6 
33,2 
33,0 
34,0 


Durchschnitt 


4130 


69,2 


33,3 


Snndstäb«  ans  FliusBtahl. 


Ö   § 

£       CO 

^  > 


Durch- 
messer 
d 

cra 


Stab- 
strecke 
/ 


cm 


Ver- 
hält- 
niss 
lid 


Festig- 
keit 

kg/qcm 


Querschnittsver- 
minderung 

.A=100-^~-^* 


7. 


/ 


Ver- 
länge- 
rung 

cm 


Dehnung 
7.=100 


h-t 


l 


% 


1 

2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 


0,690 
1,035 
1,380 
1,725 
2,070 
2,415 
2,760 
3,105 


5,0 
7,5 
10,0 
12,5 
15,0 
17,5 
20,0 
22,5 


7,24 


6480 
6490 
6390 
6330 
6350 
6200 
6320 


36,5 
38,0 
37,4 
38,4 
31,8 
35,8 
34,4 


nicht 


1,00 
1,41 
1,82 
2,27 
2,70 
3,17 
3,90 
ermittelt 


20,0 
18,8 
18,2 
18,1 
18,0 
18,1 
19,5 


Durchschnitt 


6360 


36,1 


18,6 


Die  Versuchsergebnisse  zeigen : 

«)   eine,  wenn  auch  nicht  bedeutende  Abnahme  der  Festigkeit 
mit  wachsendem  Durchmesser, 
.  ß)   Unabhängigkeit  der  Querschnittsverminderung  tf>  vom  Durch- 


messer, 
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y)  Unabhängigkeit  der  Dehnung  (p  vom  Durchmesser  d  und  der 
Länge  /,  sofern  das  Verhältniss  l :  d  das  gleiche  bleibt. 

B.  Die  Versachsstäbe  besitzen  verschiedene  Durchmesser, 
dagegen  sind  die  der  Messung  zu  Grunde  gelegten  Stab- 
strecken gleich  lang. 


Nummer 

des 
Versuchs 

Durch- 
messer 
d 

cm 

Stab- 
strecke 
/ 

cm 

Festigkeit 
kg/qcm 

Verlänge- 
rung 

cm 

Dehnung 
y=:100     ''^-- 

0' 
.0 

Bemer- 
kungen 

1 
2 
3 

1 

2 
3 

2,0 
1,0 
0,5 

2,0 
1,0 
0,5 

10,0 
10,0 
10,0 

10,0 
10,0 
10,0 

3700 
3690 
3760 

5930 
5940 
6000 

3,75 
3,05 
2,50 

2,59 

2,10 

i     1,70 

37,5 
30,5 
25,0 

25,9 
21,0 
17,0 

Fluss- 
eisen 

Fluss- 
stahl 

Diese  Versuchsergebnisse  lehren,  dass  die  Dehnung  tp  bei 
gleicher  Grösse  der  Stabstrecke,  welche  der  Bestimmung  zu  Grunde 
gelegt  wird,  in  ziemlichem  Masse  abhängt  von  dem  Durchmesser  d 
ond  zwar  derart,   dass  sie  wächst  mit  zunehmendem  Durchmesser. 

Nach  dem  Ergebniss  A,  y  entfällt  diese  Abhängigkeit  bei  glei- 
chem Verhältniss  l :  d. 

Hieraus  folgt,  dass  bei  Forderung  einer  bestimmten 
Dehnung  q>  für  eine  bestimmte  Stablänge  /  ein  gewisser 
Durchmesser  d  vorgeschrieben  sein  muss.  Sind  die  Durch- 
messer verschieden,  so  haben  sich  die  Messlängen  zu 
verhalten  wie  diese. 


3.   Einftuss  der  Querschnittsforni, 

A.  Die  Versuchsstäbe  haben  verschiedene  Querschnitts- 
form, jedoch  gleichgrosse  Querschnittsfläche. 

Die  angegebenen  Werthe   sind  die   Mittel  aus  je  einer  Reihe 
von  Versuchen  mit  derselben  Querschnittsform. 
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Querschnittsform 

Festigkeit 
kg/qcm 

QaerschnittsTerminderang 

7o 

Dehnnng 
y  — 100    *^ 

% 

Rundstab  .... 
Quadratstab   .   . 
Flachstab    .  .  . 

4150 
4170 
3960 

58,3 
57,3 
56,5 

32,7 
33,7 
36,0 

Hieraus  erhellt,  dass  rechteckige  Querschnitte  bei 
gleicher  Grösse  bedeutendere  Dehnung  ergeben  als 
Rundstäbe. 


B.    Aus  Versuchen  mit  1  cm  starken  Flachstäben 

ergab  sich 

bei  der  Breite  von  123456        7        8  cm 

die  Dehnung  auf  10  cm  zu  31,0  34,0  35,0  37,2  39,0  40,8  38,5  34,5%, 
d.h.  am  grössten  bei  dem  Querschnittsverhältniss  1:6. 

Die  Festigkeit  betrug  durchschnittlich  3870  kg. 


C.    Die  Flachstäbe  haben  verschiedene  Breite. 


Nummer 

des 
Versuchs 

Stärke 
a 

cm 

Breite 
b 

cm 

Verhält- 
niss 

Festigkeit 
kg/qcm 

Dehnung 
y.  —  100-     ^ 

Ol 
IQ 

Bemer- 
kangen 

1 

2 
3 

1 
2 
3 

1,015 
0,995 
1,017 

1,310 
1,308 
1,313 

2,000 
5,985 
9,980 

2,000 
5,980 
9,990 

1,98 
6,02 
9,81 

1,53 
4,57 
7,61 

4270 
4130 
4020 

2400 
2380 
2315 

29,5 
35,0 
40,0 

51,5 
55,2 
59,0 

FluRS- 

eisen 
Kupfer 

Nach  diesen  Versuchen  nimmt  die  Festigkeit  mit  der  Breite 
etwas  ab  (vergl.  auch  A). 
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Hierbei  ist  nicht  ausser  Acht  zu  lassen,  dass  dieser  Einfluss 
möglicher  Weise  von  der  Einspannong  herrtlhren  kann,  und  dass 
es  überhaupt  nicht  leicht  ist,  bei  verhältnissmässig  breiten  Stäben 
eine  gleichmässige  Vertheilung  der  Zugkraft  über  den  Quer- 
Bchnitt  zu  sichern. 

Wir  schliessen  aus  den  im  Vorstehenden  niedergelegten  Ver- 
suchsergebnissen,  dass  Ergebnisse  von  Zugversuchen,  streng 
genommen,  nur  dann  unmittelbar  verglichen  werden 
können,  wenn  die  Versuchsstäbe,  sofern  sie  nicht  die- 
selben Abmessungen  besitzen,  wenigstens  geometrisch 
äbnlich  sind. 

Me88-    Querschnitte- 


Gelten  für  2  Rundstäbe 


.  ,  QuerschDitt 

läDge       abmessuQg 


TT    ,«      .         n 


die  Grössen  .     .     .     .     /^  /a         di  d^        /i  =  — -  d^,  /a  =   rd^ 

und  für  2  Flachstäbe  die 

Grössen h  h       ciibi  a^j  b^  f\  =  a^  6|,    /ij  =  a^  ^2, 

so  findet  sich  als  Bedingung  der  Vergleichbarkeit  der  ermittelten 
Dehnungen  für  Rundstäbe 


nnd  fär  Flachstäbe  mit  Annäherung 

Der  Satz,  welcher  soeben  hinsichtlich  der  Vergleichbarkeit  der 
Ergebnisse  von  Zugversuchen  festzustellen  war,  gilt  mit  der  in 
§  10  ausgesprochenen  Ergänzung  dahiDgehend,  dass  auch  die  Ge- 
schwindigkeiten, mit  welchen  die  Versuche  durchzuführen  sind,  aus- 
reichend übereinstimmen  müssen,  gleichfalls  für  alle  anderen  Bean- 
spruchungsarten. 

D.  Versuche  mit  Rund-  und  Flachstäben  aus  Fluss- 

und  Schweisseisen. 

Bausch inger  gelangte  hinsichtlich  des  Einflusses  der  Form 
^^r  Probestäbe  zu  folgenden  Ergebnissen. 


a)  Der  Dehnungskoefficient  («,  Gleichung  3,  §2),  wie«; 
durch  die  üblichen  Messungen  an  der  Oberfläche  der  Stäbi 
erhalten  wird,  ist  bei  Rcndstäben  etwas  kleiner  als  bei  Fkch- 
staben  aus  dem  gleichen  Material;  bei  dicken  Flachätflbcn 
etwas  kleiner  als  bei  dünnen  und  überhaupt  bei  grösseren 
Querschnittsabmessang'en  ein  wenig  geringer  als  bei  kleineren 
Querschnitten.  Alle  diese  Unterschiede  sind  jedoch  nur  gering 
und  werden  durch  zufällige,  von  Materialungleichheitea  her- 
rührende Abweichung^en  weit  übertroffen. 

b)  Die  Zugfestigkeit  {^K^,  Gleichung  1,  §  3J  erscheint  Yon  der 
Qnerschnittaform  nicht  beeinflnsst. 

c)  Die  Querschnittaverminderung  {rp,  Gleichung  2,  §  3}  ist 
bei  Flaohstäben  von  der  Form  und  Grösse  des  Querschnittes 
unabhängig.  Stärkere  Rundstäbe  geben  etwas  kleinere  Werthe 
für  dieselbe  als  schwächere  aus  dem  gleichen  Material,  doch 
ist  der  Unterschied  nicht  bedeutend. 

d)  Die  Dehnung  {if,  Gleichung  3,  §  3),  gemessen  für  eine  be- 
stimmte lu-sprüngliche  Länge,  ist  von  der  Querschnittsform, 
von  dem  Verhältniss  der  Breite  zui'  Dicke  bei  FlaehstitbeD, 
also  davon,  ob  der  Querschnitt  überhaupt  kreisrund  oder 
rechteckig  ist,  nicht  abhängig;  aber  sie  wächst  mit  der 
Grösse/  des  Querschnittes  derart,  dass 

if  =  a-\-bVy 

gesetzt  werden  kann,  worin  die  KoefScienten  a  und  b  wesent- 
lich von  der  Beschaffenheit  des  Materials  abhangen. 

e)  Vergleichbare  Ergebnisse  für  die  Dehnung  ((/>,  Gleichung  3, 
§  3)  werden  erhalten,  wenn  man  die  Messlänge  der  Probe- 
Stäbe  proportional  der  Quadratwurzel  aus  dem  Querschnitt 
wählt.  Unter  Zugrundelegung  eines  Normal -Bund  Stabes  von 
20  mm  Stärke  und  200  mm  Messtänge  ergiebt  sich  die  pro- 
portionale Länge  eines  Probestabes  vom  Querschnitt  /  gleich 


200-^ 


J2_ 


=  11,3(^7  Millimeter, 


sofern  /  in  qmm  eingesetzt  wird. 


i9.  1 
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f)  iJaa  in  der  Fneabemerkang  S.  105  zuerst  angegebene  Ver- 
fahren ZOT  Messung  der  Dehnung  erscheint  genügend  genan, 
60  lange  die  Bruchstelle  noch  wenigstens  ein  Viertel  der 
Messllnge  von  den  Enden  der  letzteren  abliegt.  Dabei  sind 
Bnndstäbe  anf  zwei  entgegengesetzten  Seiten,  Flachstiibe  auf 
einer  Breitseite  zu  messen. 

g)  Qaerschnittsverminderung  (ip,  Gleichung  3,  §  3)  und 
Delinang  (ly,  Gleichung  3,  §  3)  stehen  in  keinem  Zusammen- 
hftDg. 

b)  Propertiotialitäts-  und  Streckgrenze  können  auch  dann, 
wenn  die  Probeatäbe  sorgfUUigst  ausgeglüht  worden  sind,  in 
einem  und  demselben  Eisenstück  oder  in  Stacken  der  näm- 
lichen Erzeugungsfolge  in  so  hohem  Grade  verschieden  sein, 
da£5  dagegen  alle  anderen  Einflüsse,  diejenigen  der  Form 
und  der  Grösse  des  Querschnittes,  falls  sie  überhaupt  vor- 
handen sind,  verschwinden. 

Wird  die  Proportionalitätsgrenze  von  zerrissenen  Stäben 
gleichen  Materials  bestimmt,  so  ergiebt  sie  sich  nahezu  gleich 
hoch  gehoben,  wie  hoch  oder  niedrig  sie  auch  ursprünglich 
gelten  war.  Dieses  interessante  Ergebniss  lassen  die  folgen- 
den, für  3  Paar  Ftachstäbe  giltigen  Zahlen  deutlich  erkennen. 


tV  1» 
'  2c 
07  c 
07  a 
16» 
16d 


Urs{)riiDf;liuIi 
Deliniüigs-     Proportionali-I    Streuk- 


2230000 

1         1 
2080000 

J 
2130000 


kc/qem 
2350 
1000 

1840 
1 290 
2230 
129U 


2460 
1670 
2130 
2080 
2370 
2230 


Nach  dem  Zerreisseo 
DehniiDRa-     l'ruportioaali- 
ko.fll.-ieiil       ""■t™>« 


2245000  I 

1 

2210000 


2330 
2910 
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§  10.  Yersnchsergebnisse  über  den  Einflass  der  Zeit  auf  Festigkeit, 

Dehniing  und  Querschnittsvemiiiidenuig. 

Von  neueren  Untersuchungen,  welche  den  schon  längst  be- 
kannten, auch  in  §  5,  ZiflF.  4  bereits  erörterten  Einfluss  der  Zeit- 
dauer des  Versuchs  nachweisen,  seien  die  folgenden  angeführt. 

Versuchsreihen  mit  Rundstäben  von  1,6  cm  Stärke  aus 

Flusseisen. 

Dauer  des  Versuchs         Festigkeit  K^      Dehnung,  gemessen  auf  10  cm 

2,5  Minuten  3935  kg  32% 

75  -  3720    -  34  - 

(Barba,  M^moires  et  compte-rendu  des  travaux  de  la  Society  'des 

Ingenieurs  Civils,  1880,  S.  710.) 

Feinkorneisen. 
Dauer  des  Versuchs     Festigkeit  K^     Dehnung  q>    Festigkeit  K^     Dehnung  if 

Rasch  zerrissen  4990  kg        22    %        4340  kg         23,3  % 

Langsam  zerrissen     4493    -  25,2  -  3770   -  28,8  - 

Gewöhnliches  Puddeleisen. 

Dauer  des  Versuchs        Festigkeit  K^       Dehnung  y 

Rasch  zerrissen  3720  kg         30,4    % 

Langsam  zerrissen         3516    -  35,23  - 

Harter  Wolframstahl. 

Dauer  des  Versuchs       Festigkeit  K^     Festigkeit  K^      Festigkeit  K 

Rasch  zerrissen  14350  kg        13270  kg        11359  kg 

Langsam  zerrissen      12300  -         11339    -  10230    - 

Dehnung  1  bis  1,5  °/o. 
(Goedicke,  Oest.  Zeitschrift  für  Berg-  u.  Hüttenwesen  1883,  S.  578.) 

Hiernach  ergeben  rascher  durchgeführte  Versuche  eine 
grössere  Festigkeit,  sowie  eine  kleinere  Dehnung  und 
(nach  Versuchen  des  Verfassers)  in  der  Regel  auch  eine  klei- 
nere   Querschnittsverminderung.      Dadurch    erklärt    es   sich. 
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dass  die  Prüfang  eines  and  desselben  Materials,  welche  an  der 
einen  Stelle  sehr  rasch  durchgeführt  worden  ist,  daselbst  unge- 
nügende Dehnung  und  Querschnittsverminderung  ergiebt,  an  einer 
zweiten  Stelle,  langsamer  vorgenommen,  die  bedungene  Dehnung 
und  Querschnittsverminderung  aufweist. 

Leder. 

Dauer  des  Versuchs  Festigkeit  K^ 

1  Stunde  26  Minuten  301  kg 

166  Tage  200  - 

(George  Leloutre,  Les  transmissions  par  courroies,  cordes  et  cables 
metalliques,  Paris  1884,  oder  des  Verfassers  Bericht  hierüber  in 
der  Zeitschrift  des  Vereines  deutscher  Ingenieure  1884,  S.  871. 
Daselbst  finden  sich  auch  Mittheilungen  über  das  asymptotische 
Waebsthum  der  Verlängerung  mit  der  Dauer  der  Belastung,  sowie 
über  das  dementsprechende  Verhalten  bei  Entlastung.) 

Versuche  des  Verfassers  über  den  Einfluss  der  Zeit  auf  die 
Festigkeit  des  Leders  bestätigen  das  von  Leloutre  Gefundene. 
Vergleiche  auch  den  dritten  in  §  4,  Ziff.  7,   besprochenen  Riemen. 

Hanfseile. 

Die  ursprunglich  750  mm  lange,  der  Beobachtung  unterworfene 
Strecke  eines  Ö5  mm  starken  Seiles  aus  badischem  Schieisshanf, 
welches  nach  und  nach  bis  zu  500  kg  belastet  worden  ist,  zeigt, 
nachdem  diese  Belastung  10  Minuten  gewirkt  hat,  die  Länge 
788,4  mm.  Das  Seil  bleibt  längere  Zeit  hindurch  derselben  An- 
strengnng  ausgesetzt. 

E»  beträgt         nach  10  Minuten     1  7  26  50  82         120  Std. 

die  SeUlänge  788,4    789,7   791,8  793,2  794,5  795,8  796,5mm 

entsprechend  einer 
weiteren  Verlänge- 
rung um  0         1,3        3,4      4,8       Ö,l       7,4       8,1     - 

Hierauf  wurde  das  Seil  bis  auf  100  kg  entlastet. 
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I.  Zug. 


Es  beträgt  imniiltelbar  nacb  der  EctlastHOg  nadi  34  Slund^n 

die  Seillänge  791,9  mm  790,8  mm 

entsprechend  einer 
Verkürzung  um  4,6    -  ö,7    - 

(Des  Verfassers  Versuche  über  die  Elasticität  von  Treibriemen  nni  I 
Treibseilen  in  der  Zeitscbrift  des  Vereines  deutscher  Ingenieure  lf(87,  ] 
S.221  u.  f.) 

Hieraus  folgt,  dass  die  Gesammtdehnung,  der  Dehnungsresl 
wie  auch  die  Federung  Funktionen  der  Zeit  sind. 

In  aebr  anschaulicher  Weise  lässt  sich   der   Einfluss    der  Ge- 
schwindigkeit,   mit    welcher    das    Zerreissen  erfolgt,    zeigen  dureli 
Verwendung  von  sei bstzeichn enden  Featigkeitsmessern   mit  Fed«- 
belastnng. 
(Hugo  Fischer,  Üingler's  polyt.  Journal  1884,  Bd.251,  S.337a,f;) 

Mach  Hassgabe  des  im  Vorstehenden  enthaltenen  Materüli 
wird  behufs  Erlangung  vergleichbarer  Versuchsergebnisse  davon 
auszugehen  sein,  dass  auch  die  Geschwindigkeit  bei  der  Dnroh- 
fÜhrung  der  Versuche  entsprechend  gewesen  sein  muss  (vergl 
Schluss  von  §  n).  Dabei  ist,  wie  bereits  in  §  5,  Ziff.  4,  hinsichl- 
lich  des  Einflusses  der  Zeit  bemerkt  wurde,  die  Art  des  Stoffes  im 
Auge  zu  behalten.  Beispielsweise  wird  ein  Stab  aus  hartem  Stihl 
ausserordentlich  rasch  zerrissen  werden  müssen,  soll  ein  EinfloBS 
der  Zeit  auf  das  Ergebuiss  hervortreten.  Dagegen  wird  sich  dieser 
bei  einem  Lederriemen  auch  noch  im  Falle  längerer  Versuchsdaner 
feststellen  lassen. 

Die  unmittelbare  Vergl eichbar keit  der  Prüfungsergebnisse  wtit 
somit  voraus:  entweder  es  ist  jeweils  die  Versuchsdauer  so  lauft 
dass  der  Einflnss  der  Zeit  ein  unmerklicher,  oder  es  muss  die  Ge- 
schwindigkeit, mit  welcher  die  Dehnung  erfolgt,  wenigstenä  an- 
genähert die  gleiche  Grösse  besitzen. 

Von  Bauschinger  ausgeführte  Versuche  über  den  Einfluö 
der  Zeit  bei  Zugproben  mit  verecbie denen  Metallen  haben  nach 
dessen  Mittheilung  zu  dem  Ergebnisse  geführt,  dass  bei  FIms- 
und  Schweisseisen,  bei  Kupfer,  bei  Messingblech  und  bei  Bronce- 
guss  ein  Einflnss  der  Zeit  oder  der  Geschwindigkeit,  mit  welcher 
die   Dehnung    vorgenommen    wird,    nicht  oder  kaum   merklich  isl 
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Dnerhalb  Aer  Grenzen,  in  denen  diese  Versuche  durch- 
»fahrt  worden  sind.  Bei  Messingguss  ist  er  sehr  gering  und 
rird.  wenn  überhaupt  vorhanden,  leicht  durch  zuf\lMige  Ungleich- 
ilssigkciten  des  Materials  verdeckt;  ebenso  bei  Zinkguss  und 
Bei  Zinkblech  dagegen  ist  er  iia  Verlaufe  der  Deh- 
aagslinie  [vergl.  §  3,  Fig.  1,  S.  9,  §  Ü,  S.  107)  sowohl  als  auch 
i  der  Bnicbbelaatnng  [EtE,  Fig.  1,  §  3)  deutlich  erkennbar, 
iehl  aber  an  der  Dehnung  Op,  Gl.  3,  §  3)  und  Querschnitts- 
nnindomng  (>p,  Gl.  2,  g  3).  Bei  Blei  {Guss-  und  Walzblei)  ist 
rEtnflnss  dor  Zeit  unsicher  gegenüber  dem  Verlaufe  des  Arbeits- 
unverkennbiir  an  der  Bruchbelastung  und  kaum  be- 
der  Bruchdehnung.  Am  grössten  erwies  sich  der  in 
tie  stehende  Einfluss  bei  gegossenem  Zinn.  (MIttheilangen  ans 
1  mechanisch- technischen  Laboratorium  der  k.  technischen  Hoch- 
ate  in  Manchen,  1891,  Heft  XX.) 

Ihe  Dauer  dieser  Bauschinger'scben  Versuche  z.  B.  mit 
I  4  Fluäseisenstftben  betrug  nach  Ucb erschreiten  der  Streck- 
me  and  unter  Abrechnung  der  Ruhepausen  (von  30  Min.^ 
[  Min.,  22  St.  32  Min.,  22  Min.)  26,  41,  46  und  77  Minuten, 
,  ZeitrSume,  von  denen  der  kleinste  noch  bedeutend  grösser 
Kheint  als  derjenige,  innerhalb  dessen  sich  bei  Flusseisen  der 
dln»  der  Dauer  des  Versuchs  durch  die  Prüfungsergebnisse 
MiDpt  deutlich  äussert;  sie  liegen  somit  ausserhalb  des  Ge- 
•,  welches  für  die  obigen  Darlegungen  wie  auch  l^r  diejenigen 
g  6,  Ziff.  4,  in  Betracht  kommt.  Bei  Beachtung  dieses  Um- 
!efl  kl&rt  sich  der  Widerspruch  auf,  welcher  zwischen  den 
^bnisf«»  der  Bauschinger'scben  Versuche  und  dem  oben 
pfpeflthrten  zu  bestehen   scheint. 


II.  Brack. 

Die  auf  den  geraden  stabförmigen  Körper  wirkenden  äusseren 
Kräfte  ergeben  für  jeden  Querschnitt  desselben  eine  Kraft,  deren 
Richtungslinie  in  die  Stabachse  fUlIt  und  welche  diese  zu  ver- 
kürzen strebt.  Die  Qacrsctnittsabmessungen  werden  als  so  be- 
deutend vorausgesetzt,  dass  der  Fall  der  Knickung  (§  23)  nicht 
vorliegt. 


§  11.    Formänderung.     Druckfestigkeit. 

Wie  wii'  in  §  1  und  §  2  sahen,  erfahrt  der  Stab  unter  Ein- 
wirkung der  Druckkraft  gleichzeitig  eine  Zusammendrückong 
in  Richtung  der  Achse  und  eine  Vergrösserung  der  Querschnitte, 
eine  Querausdehnung.  Die  Umkehrung  der  Span nungsr ich tung 
hat  auch  eine  Umkehrung  der  Formänderungen  zur  Folge. 

Dementsprechend  werden  für  den  auf  Dmck  in  Anspruch  ge- 
nommenen Kürper  die  zur  Beurtheilung  nöthigen  Beziehungen  sich 
durch  Umkehrung  der  im  Bisherigen  für  Zugbeanspruchung  auf- 
gestellten Gleichungen  gewinnen  lassen,  in  welcher  Beziehung  atif 
§  12  zu  verweisen  ist. 

Wir  erhalten  so  —  indem  wir  zum  Theil  früher  Bemerktes 
wiederholen  —  die  Grössen : 

negative  Dehnung,  d.  i.  die  auf  die  Einheit  der  ursprüng- 
lichen Länge  /  bezogene  Verkürzung, 
Dehnangskoefficien  t  gegenüber  Druck,  d.  i.  die  VerkürEac^^ 
eines  Stabes  von  der  ursprünglichen  L&nge  1  bei  des« 
Belastung  von  ]  Kilogramm  auf  die  FläcbeneinbeL-ft:, 
oder  kurz:  die  Verkürzung  der  Längeneinheit  für  dc*a 
Kilogramm  Pressung, 

und  für  den  Fall,  dass  diese  Zahl  bis  zu  einer  gewissen 
Pressung  konstant  ist,  in  der  letzteren  die 
Proportionalitätsgrenze  gegenüber  Druck, 
Elasticitätsgrenze  gegenüber  Druck,  d.  i.  diejenige  DmcÄ- 
spannung,  bis  zu  welcher  hin  das  Material  sich  als  voll- 
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kommen    oder    doch    nahezu    als    vollkommen   elasliscli 
erweist, 
Fliess-  oder  Qnetschgrenze,  d.  i.  diejenige  Dmck Spannung, 
bei    welcher  das  Material  ve r h Kl tniss massig  rasch  nach- 
giebt,  ohne  dass  Zerstörung  eintritt. 
Hinsichtlich    dieser  Grössen    gelten    sinngemäss   dieselben  Be- 
'kangen,    welche  in  §  2  üher  sie  fUr  den  Fall  gemacht  worden 
sind,  dass  es  sich  am  Belastung  durch  eine  Zugkraft  handelt. 


"Wird  die  Belastung  des  in  eine  Prüfungsmaschinc  gespannten 

*ri8ma  fortgesetzt  gesteigert,    so    tritt    schliesslich  ein  Augenblick 

in,  in  welchem  der  Widerstand  des  gedrückten  Körpers    aufhört. 

der  Belastung   das  Gleichgewicht    zn    halten;    der  Widerstand    er- 

;beint  überwanden:  das  Prisma  wird  zerdrückt,    d.  h.  mehr    oder 

1er  vollständig  zertrümmert,  wie  z.  B.  harte  Gesteine,    oder  es 

wird  zerquetscht,    d,  h.   sein  Material   weicht    nach    der  Seite  aus, 

flieset  seitlich  ab,  wie  z.  B.  Blei.    Streng  genommen  wird  in  beiden 

Fsllen    der  Widerstand    dadurch    öberwunden,    dass    das   Material 

nwh    der  Seite    ausweicht:    im    ersteren   Falle    erfolgt    diese  Aus- 

^«nchong  nach  vorhergegangener  oder  gleichzeitiger  Zertrümmerung, 

letzteren  dagegen  behalt  der  weiche,  bildsame  Stoff  seinen  Zu- 

iStmenhang  bei. 

Beobachten  wir  einen  dem  Zerdrücken  ausgesetzten  Sandstein- 
würfel, BO  sieht  man  bei  normalem  Verlaufe  an  den  Mantelflschen 
Platten  sich  ablösen,  welche  in  der  Mitte  stllrker  sind  als  nach 
«a  b  die  DrucktlSchen  verlaufenden  Rändern  hin.  Im  Innern 
Jig^ii  bilden  sich  zwei  pyramidale  Bruchstücke  aus,  wie  dies 
Rg.  1  {Tttf.  IV)  deutlich  erkennen  lässt;  die  Platten,  welche  sich 
KilUch  lösten,  sind  hierbei  weggenommen.  Man  erkennt,  wie  das 
wterial  von  den  beiden  Stirnflächen  aus  je  in  pyramidaler  Fonn 
a  iis  Innere  gedrückt  worden  ist.  (Vergl.  auch  §  13,  Ziff.  2, 
•t  Ü.)  Werden  die  Druckplatten  der  Prüfungsmaschine  einander 
Bocb  weiter  genfthert,  so  pflegt  sich  der  Zusammenhang  der  beiden 
fjraaiiden  durch  Abschiebung  zu  lösen. 

Ein  dem  Zerdrücken  ausgesetzter  Bleicylinder  baucht  sich  zu- 
lüclisl  aus,  wie  Fig.  2  (Taf.  IV)  zeigt,  und  geht  schliesslich  bei 
fcrtgesetEter  Näherung  der  Druckplatten  in  eine  immer  dünner 
»erdende  Scheibe  über.     Ursprünglich  besasB  der  wiedergegebene 


Cylinder  einen  Durchmesser    and    eine  Höhe  von  je  80  mm;    seia. 
Mantel  war  durch  7  Parallel  kreise  in  Abständen  von  je  10  mm  und 

dui-ch  25  senkrechte  Gerade  in  Abständen  von  je  =  10,06  mm, 

in  200  Quadrate  eingetheilt.  Fig.  2  stellt  den  Cylinder  dar,  nadi- 
dem  er  auf  64  mm,  d.  i.  0,8  seiner  ursprünglichen  Höhe  znsamraen- 
gedritckt  ist.  Wie  ersichtlich,  haben  sich  die  Höhen  der  beiderr 
End-  oder  Stirn  schichten  am  stärksten  vermindert:  von  10  mm  aa_ 
6,5  mm,  d,  h.  um  So"/,,  gegen  2070  durchschnittliche  Verringernn^ 
entsprechend  einer  Bewegung  des  Materials  in  das  Innere  dei 
Körpers,  von  wo  aus  der  Stoff  nach  dem  Umfange  zu  ausweicht 
Diese  Einwftrtsbewegung  des  Materials  in  der  Richtung  des  Druckes 
ist  offenbar  in  der  Mitte  der  Drackflache  am  stärksten  und  nimm* 
nach  aussen  ab,  infolgedessen  erscheint  auch  die  Druck v er theilun^ 
über  den  Querschnitt  —  jedenfalls  wahrend  des  Fliessens  —  nicht 
mehr  als  gleichmUssig,  sondern  derart  nngleichiäimig,  dass  die 
Pressung  von  innen  nach  aussen  abnimmt'). 

Fig.  .3  und  4  (Tafel  V)  geben  einen  Bleiwürfel  wieder,  welcher 
ursprünglich  80  mm  Seitenlänge  besass  und  dessen  0  Begrenzungs- 
ebenen je  in  64  gleiche  Quadrate  eingetheilt  worden  waren.  Fig.  3 
zeigt  den  Aufriss  des  auf  64  mm  znsanimengedrückten  Köipers 
und  Ifisst  deutlich  die  Figuren  erkennen,  in  wetcho  die  kleinen 
Quadrate  übergegangen,  sowie  den  Umstand,  dass  auch  hier  di« 
beiden  Stirnschichten  am  meisten  znsammengepresat  oder  richtiger, 
dass  deren  Material  zum  Theil  in  das  Innere  gedrückt  worden  ist. 
Der  Grundriss  (Fig.  4),  die  Hälfte  des  Würfels  darstellend,  giebt 
die  eigenthümliche  Wölbung  wieder,  welche  die  ursprünglich  ebenen 
vier  Seitenttächen  bei  der  Zusammendrückung  angenommen  haben. 

Die  3  in  Fig.  5  (Tafel  V)  dargestellten  Bruchstücke  gehören 
Gusseisencylindem  von  verschiedener  Höhe  an.  Auch  hier  ist  zu- 
nächst eine  Ausbauchung  zu  beobachten,  welche  schliesslich  in 
Zerstörung  übergeht.  Die  höheren  Cylinder  (40  mm  bei  19,9  mm 
Durchmesser)  schieben    eich  ab,    die  niederen    (19,8  mm  Höhe  beii 


'i  Es  lifiagt  iliea  iiisamuien  mit  dein  KiuflliBse  ihr  Ke^ibimg  iwiscljou  Druclc 
pliitle  der  Vereuchsniaschine  unii  Slirnflfiche  d«s  geprüften  Kürpers  <rergl.  S  143 
Di«  uhen  erwähnte  Druck vertiiei hing  zeigt  sitli  nuch  bei  dem  ScbinieniiateruL.1 
w«U-hi?s  sich  7,wi5cliiin  Ziip^n  iinJ  Lagurscbnlo  b^Sn^^Pt  fvcrgl.  FussboinKrkiiiKJ 
S.  U8). 


r              ^^^H 

H^^.                Fig.  ö.  §11. 
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^^H                          Fig.  4.  §  11  (Gnindriss). 

■Hl 

^^^V                          Fig.  3,  §  11  (Aufriss}. 
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19,8  mm  Durchmesser)  erfahren  die  aas  der  Figur  ersichtliche 
eigenartige  Zertrümmerung.     (Vergl.  §  13,  ZifF.  1  a.) 

Zähes  Flusseisen  in  genügend  kurzen  Stücken  verhält  sich 
fthnlich  wie  Blei.  Die  Versuchscylinder  nehmen  fassartige  Gestalt 
an,  ohne  dass  eine  Zerstörung  eintritt. 

Fig.  6  und  7  (Taf.  VI)  stellen  zwei  verschiedene  Seitenflächen 
eines  Broncewürfels  dar,  welcher,  bevor  er  der.  Druckprobe  unter- 
worfen wurde,  durch  Hobeln  mit  ebenen  Flächen  versehen  worden 
war.  Die  Gestaltung,  welche  die  Seitenflächen  unter  Einwirkung 
des  Druckes  gegen  die  Stirnflächen  angenommen  haben,  ist  eine 
eigenartige,  die  inneren  Strukturverhältnisse  nach  aussen  über- 
tragende und  deshalb  ausserordentlich  lehrreich.  Der  Umstand,  dass 
die  vom  Hobelstahl  herrührenden,  ursprünglich  genau  wagrechten, 
also  parallel  zu  den  Stirnflächen  laufenden  Striche  noch  deutlich 
zu  sehen  sind,  lässt  die  Formänderungen  noch  deutlicher  hervor- 
treten, als  es  sonst  der  Fall  sein  wurde. 


Die  Belastung,  bei  welcher  der  Widerstand  des  gedrückten 
Körpers  überwunden  wird,  dieser  also  der  Zertrümmerung  verßlllt 
oder  in  dem  geschilderten  Sinne  nach  der  Seite  abfliesst,  heisst 
Bruchbelastung.  Die  Pressung,  welche  dieser  Belastung,  die 
mit  P,„^  bezeichnet  werden  mag,  entspricht,  wird  Druckfestig- 
keit genannt.     Dieselbe  ist  hiemach 

j. Bruchbelastung 

Stabquerschnitt 

In  der  Regel  pflegt  man  als  Nenner  den  ursprünglichen  Quer- 
schnitt y  des  Stabes  in  die  Rechnung  einzuführen  und  erhält  dann  in 

K=-^ 1) 

die  Druckfestigkeit,  bezogen  auf  den  ursprünglichen  Stab- 
querschnitt (vergl.  das  in  §3  über  die  Zugfestigkeit  Bemerkte). 
Körper  aus  Materialien,  welche  unter  Einwirkung  der  Druck- 
belastnng  nach  der  Seite  ausweichen,  ohne  dass  hierbei  eine  Zer- 
störung eintritt,  vergrössem  ihren  Querschnitt;  infolgedessen  wächst 
die  zu  weiterer  Zusammendrückung  erforderliche  Kraft.   In  solchen 

C.  Bach,  ElAftidtlt.    4.  AaH.  10 
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Fällen  ist  es  selbstverständlich  unznlässig,  die  am  Ende  einer 
weitgetriebenen  Zusammendräckong  beobachtete  Kraft  P^„^  durch 
den  ursprünglichen  Querschnitt  zu  dividiren  und  in  diesem  Quo- 
tienten ein  Mass  der  Widerstandsfähigkeit  des  Materials  erblicken 
zu  wollen. 

Diese  erscheint  gegenüber  den  Zwecken  der  Konstruktion  er- 
schöpft, sobald  das-  Abfliessen  nach  der  Seite  beginnt;  die  Druck- 
festigkeit ist  dann  die  Fliess-  oder  Quetschgrenze. 


§  12.    Gleichungen  der  Druckelasticität  und  Druckfestigkeit, 

1.  Es  bedeuten  für  den  prismatischen  Stab 

P  die  auf  Druck  wirkende  Kraft, 

/  die  Grösse  des  ursprünglichen  Stabquerschnitts, 

l  die  Länge  des  Stabes  vor  Einwirkung  der  Kraft, 

X  die  Verkürzung,  welche  der  Stab  durch  P  erfUhrt, 

X       . 

—  €  =  -y   die    negative  Dehnung,    d.  i.    die   verhältnissmässige 

Zusammendrückung  oder  Verkürzung, 
a    den    Dehnungskoefficienten    gegenüber  Druckbeanspruchung, 
d.  i.  die  Verkürzung  der  Längeneinheit   für    das  Kilogramm 
Spannung, 

—  a  die  Spannung,  welche  mit  der  Dehnung  —  s  verknüpft  ist, 
also  durch  P  hervorgerufen  wird, 

k    die    zulässige  Anstrengung    des  Materials    gegenüber   Druck- 
beanspruchung. 
Dann  gilt 

P=-<^f. 1) 

P^kf. 2) 

P 
A  =  — ala  =  al— 3) 

2.  Für  einen  gedrückten  Stab  mit  veränderlichem  Quer- 
schnitt, entsprechend  der  Fig.  1  in  §  6,  jedoch  mit  auf  Verkürzung 
hinwirkender  Kraft  P,  gelangt  man  bei  Benutzung  der  daselbst 
eingeführten  Grössen  /J,  und  a  zu  den  Beziehungen 
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'='i'f « 

u 

Die  Voraussetzungen,    welche  diesen  Gleichungen  zu  Grunde 
liegen,  sind: 

1.  Die  äusseren  Kräfte  ergeben  für  jeden  Querschnitt  nur  eine 
in  die  Stabachse  fallende  Druckkraft. 

2.  Auf  die  Stirnflächen  des  Stabes  wirken  nur  senkrecht  gegen 
dieselben  gerichtete  Kräfte. 

3.  Auf  die  Mantelfläche  des  Stabes  wirken  Kräfte  nicht. 

4.  Der  Einfluss-  des  Eigengewichtes  des  Körpers  kommt  nicht 
in  Betracht. 

5.  Die  Abmessungen  des  Querschnittes  sind  so  bedeutend,  dass 
der  Fall  der  Knickung  (§  23)  nicht  vorliegt. 

6.  Die  Dehnungen  und  Spannungen  sind  in  allen  Punkten  des 
beliebigen  Querschnittes  gleich  gross.  (Gleichmässige  Ver- 
theilung  der  Druckkraft  über  den  Querschnitt.) 

7.  Die  Form  des  Querschnittes  ist  gleichgiltig. 

8.  Sofern  nur  die  Voraussetzung  5  erfüllt  wird,  ist  die  Länge 
oder  Höhe  des  Stabes  ohne  Einfluss. 


§  13.   Druckversuche. 
Einfluss  der  Gestalt  des  Körpers  auf  die  Druckfestigkeit. 

Der  Probekörper  muss  so  in  die  Prüfungsmaschine  eingespannt 

werden,  dass  die  Druckkraft  sich  möglichst  gleichmässig  über  den 

Querschnitt    vertheilt.     Zur  Erfüllung  dieser  Bedingung  wird   die 

eine  der  beiden  Druckplatten  der  Einspannvorrichtung  möglichst 

leicht  beweglich  angeordnet  (Kugellagerung,    vergl.  §  8,  Fig.  13); 

ausserdem  werden  die  Probekörper  je   mit  zwei    möglichst    genau 

parallelen,  ebenen  Druckflächen    (durch  Hobeln  —  erforderlich en- 

fitlls  mit  Diamantstahl  —  oder  durch  Abdrehen  auf  der  Planscheibe) 

^ersehen.     Das  zuweilen  noch  gebrauchte  Verfahren,   die  Befriedi- 

jling  der  letzteren  Forderung  dadurch  zu  umgehen,  dass  zwischen 

)nickplatte  und  Probekörper  nachgiebige  Scheiben,  wie  z.  B.  Blei- 

10* 
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platten,  gelegt  werden,  erseheint  unzulässig.  Dieses  bildsame,  unter 
der  Lohen  Pressung  wie  di«ke  Flüssigkeit  sich  verhaltende  Malerial 
wird  bei  Probekörpern  aus  einigemiasäen  festen  und  dichten  Stoffen, 
wie  Eisen,  Basalt  u.  dergl,  herausgequetscht,  also  nicht  nur  nichts 
nützen,  sondern  vieiraehr  zu  einer  ungleichmässigen  Vertheilung 
des  Drnckes  über  die  Stirnfläche  Veranlassung  geben'),  hei  Probe- 
körpern aus  porösen  oder  Vertiefungen  besitzenden  Steinen  u.  de^l. 
überdies  in  die  Poren  sowie  Vertiefungen  eindringen  und  auf 
Sprengung  hinwirken,  also  zu  dem  reinen  Vorgange  des  Zerdrücisenä 
andere  Wirkungen  hinzufügen. 

Die  in  §  1 1  besprocheneu  Erscheinungen  beim  ZerdrUcken  der 
Körper  treten  in  der  geschilderten  Reinheit  nur  dann  auf,  wenn 
die  Probewiii-fel  mit  ihren  parallelen,  ebenen  Stirnflächen  glcich- 
mUBsig  und  unmittelbar  an  den  Druckplatten  anliegen. 

Die  in  den  §§11  und  12  enthaltenen  Gleichungen  lassen  die 
Gestalt  des  Körpers  gleichgiltig  erscheinen,  sofern  nur  nicht  der 
Fall  der  Knickung  (g  23)  vorliegt.  Thatsächlich  entspricht  die» 
jedoch  nicht  der  Wirklichkeit;  die  Querschnitts  form  ist  nicht  gaoÄ 
gleichgiltig,  ganz  besonders  aber  beeinflusst  die  Höhe  des  Körper» 
dessen  Druckfestigkeit,  wobei  die  in  §  14  erörterte  Hinderung  der 
Querdehnung  an  den  Stirnäächen  einflussnehmend  auftritt.  In 
dieser  Beziehung  geben  die  nachstehenden  Versuch sergebnisse  deut- 
lich Auskunft. 


^^^  bis  8, 


i.    IMe  BelttgtuHfi  tHfft  ilic  ganze  Stii-nfliiche  tles  probekvrper^ 

a)    Versuche  des  Verfassers  mit  Gusseisen 
(vorzüglicher  Beschaffenheit). 
Cylinder  aus  einem  und  demselben  Gusseisen- Rundstab,  de« 
bei    2,00   cm    Durchmesser     (bearbeitet)    eine     Zugfestigkeit    voä 
1860  kg/qcm  ergeben  hatte. 

')  Vergleiche  iu  dieser  HiuBicbt  die  Ergebnisse  der  Ver^uuhe  von  TowB^ 
betreirend  die  Vertlieilung  des  ZupFendracilis  bei  geechniierteu  Tniglugem  GIhS 
dia  Länge  des  Zepfena.  Die  Pressung  Dimmt  von  der  Mitte  des  ZapfeJU  uaid 
deu  Slimlläcbcii  bin  ab,  zuerst  langsam  und  »püter  ziemlicli  rasch.  (S-  des  V^si 
Siseera  Maschiflenelemeuto  im  vierten  Abschnitt  unter  ^3.  Trag^Mpfeu*^,  2.  (1895 
bis  8.  (1901)  Auflage,   in  leUterer  S.  404  u.  f.) 

Vergleiche  ferner  im  CentralbUtt  der  Baoverwultung  1899,  S,  590  und  59i 
«□nis  1900,    S.  403  und  403   die  Darlegungen   von  Härtens   gegenüber  FüppJ 
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Die  Zahlen  sind  das  Mittel  aas  je  3  Versuchen. 


Versuchs- 
reihe 

Hohe 

Durch- 
messer 

Quer- 
schnitt 

Druckfestigkeit 
nach  Gl.  1,  §  11 

cm 

cm 

qcm 

kg  qcm 

1 

4,00 

1,99 

3,11 

7232 

2 

1,98 

1,98 

3,08 

7500 

3 

1,00 

1,99 

3,11 

8579 

Die  Druckfestigkeit  wächst  hiernach  mit  abnehmen- 
der Höhe  der  Versuchskörper. 

Sie  beträgt  für  den  Fall,  dass  die  Höhe  des  Cylinders  gleich 
dem  Durchmesser  desselben  ist,  das 


7500 
1860 


=  .-Nj  4  fache 


der  Zugfestigkeit  *). 

Bei  den  Versuchsreihen  1  und  2  erhaltene  Bruchstücke  sind 
m  Fig.  5  (Tafel  V)  dargestellt. 

Prismen  von  kreisförmigem  und  von  quadratischem 
Querschnitt  aus  einem  und  demselben  Gusseisen-Rundstab,  dessen 
Zugfestigkeit  zu  2082  kg/qcm  ermittelt  worden  war. 


Quer- 
schnitts- 

Durch- 
messer 

Quadrat- 
seite 

Höhe 

Quer- 
schnitt 

Druckfestigkeit 
nach  Gl.  1,  §  11 

fomi 

cm 

cm 

cm 

qcm 

kg/qcni 

o 

1,70 

1,70 

2,27 

7771 

D 

1,70 

1,70 

2,89 

7509 

»  der  Frage  der  Verwendung  weicher  Körper  oder  von  Schmiermaterial  zwischen 
l'nickplatte  und  Versuchskörper. 

')  Bei  dem  hochwerthigen  Gusseisen,  welches  S.  238  mit  11^  bezeichnet  ist, 
»*nd  sich  für  Kreiscvlindor  von  2  cm  Durchmesser  und  2  cm  Höhe 

« 

1.  Druckfestigkeit  =  (8710  -\-  8714  -f-  8762) :  3  =  8728  kg'cjcm 

=  8728 :  2535  =  3,44  .  Zugfestigkeit. 

2.  Druckfestigkeit  =  (8133  4-  8101  4-  8048) :  3  =  8094  kg  qcm 

=  8094 :  2334  =  3,46 .  Zugfestigkeit. 

3.  Druckfestigkeit  =  (8032  -h  8127  -f  8035) :  3  =  8081  kg/qcm 

=  8081 :  2261  ^  3,57  .  Zugfestigkeit. 
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Die  Druckfestigkeit  ergiebt  sich  demnach  für  den 
kreisförmigen  Querschnitt  etwas  grösser  als  für  den 
quadratischen. 


b)  Versuche  von  Bauschinger  mit  Sandstein. 

(Mittheilungen  aus  dem  mechanisch-technischen  Laboratorium 
der  königl.  polytechnischen  Schule  in  München.  6.  Heft. 
München  1876.) 

Bauschinger  stellte  auf  Grund  der  Ergebnisse  seiner  eigenen 
Versuche  (s.  unten)  und  derjenigen  Anderer  für  die  Druckfestigkeit 
die  Gleichung 


1) 


auf,  giltig  für  Prismen,  bei  denen 

Ä  <  5  a,  sofern  a^  =/,  d.  i.  a  =  Vf, 

Hierin  bedeutet 

/    den  Querschnitt  des  Prisma  in  qcm, 

u   den  Umfang  dieses  Querschnittes  in  cm, 

h   die  Höhe  des  Prisma  in  cm, 

K  die  Bruchbelastung  in  kg/qcm, 

a  und  ß  Konstante,  welche  von  der  Art  des  Materials  abhängen. 

Bauschinger  hält  übrigens  die  einfachere  Gleichung 


für  ausreichend;  nur  wenn  die  Ergebnisse  der  Versuche  von  Ron- 
delet  und  Vicat   einbezogen  werden   solleo,    erscheint    es   nöthig, 

auf  Gleichung  1  zurückzugreifen. 
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A.  Prismen  von  rechteckigem  Querschnitt,  hergestellt  aus 
einer  und  derselben  Platte   von   sehr   feinem    graublauen 

Schweizer  Sandstein. 


Dmckrichtang  senkrecht  zun 

i  Lager. 

Quer- 

Druckfestigkeit  K'va  kg'(|cin 

Seite  <7 

Seite  b 

Höhe  h 

c^^nm^f' 

Xo. 

ah 

beobachtet 

berechnet 

cm 

cm 

cm 

qcm 

Gl.  1,  §  11 

nach  Gl.  3,  §13 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

4 

1 

9,95 

9,85 

9,6 

98,01 

680 

666 

2 

10,0 

9,85 

9,7 

98,50 

685 

663 

3 

6,0 

5,85 

5,7 

35,10 

670 

670 

4 

5,2 

,     5'2 

5,05 

27,04 

690 

666 

5 

4,8 

4,7 

1,1 

22,56 

1950 

1805 

6 

5,0 

4,6 

1,1 

23,00 

1910 

1818 

7 

4,4 

9,7 

1,1 

42,68 

2140 

2273 

Die  Versuche  No.  1  bis  4  sind  angestellt  mit  Prismen,  deren 
Qaersclinitt  als  quadratisch  angesehen  werden  darf  und  deren  Höhe 
angenähert  gleich  der  Seite  des  Quadrates  ist.  Die  Werthe  der 
Spalte  6  für  diese  4  Versuche  lassen  erkennen,  dass  Würfel  von 
verschiedener  Grösse,  jedoch  aus  gleichem  Material  her- 
gestellt, die  gleiche  Druckfestigkeit  besitzen. 

Die  Versuche  No.  5  und  6  beziehen  sich  auf  Prismen  mit  an- 
genähert quadratischem  Querschnitt  und  einer  Höhe,  welche  weit 
kleiner  ist  als  die  Querschnittsabmessungen.  Die  Zahlen  in  der 
Spalte  6  lehren,  dass  die  Druckfestigkeit  unter  sonst 
gleichen  Verhältnissen  mit  abnehmender  Höhe  wächst. 

Das  Ergebniss  des  Versuches  No.  7,  verglichen  mit  den  Er- 
gebnissen, welche  für  No.  5  und  6  erlangt  wurden,  zeigt,  dass  die 
Druckfestigkeit  unter  übrigens  gleichen  Verhältnissen 
mit  wachsender  Grundfläche  zunimmt. 

Aus  18  derartigen  Versuchen  (Tab.  III,  S.  10  der  Mittheilungen), 
wobei  die  Höhe  h  die  Seiten  nicht    überschreitet,    berechnen    sich 
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die  Grössen  a  und  ß  der  Gleichung  1  zu  « =  310  und  ß  =  346, 
sodass  diese  fibergeht  in 


i:=    310-f-346 


3) 


Die  Uebereinstimmang  der  hieraus  ermittelten  und  in  der 
Spalte  7  eingetragenen  Werthe  mit  den  beobachteten  (Spalte  6)  ist 
eine  recht  gute. 


B.  Prismen,  wie  unter  A. 


Druckrichtung  parallel  zum 

Lager. 

Quer- 

Druckfestigkeit Ä'  in  kg/qcm 

No. 

Seite  a 

Seite  b 

Höhe  A 

schnitt 

ab 

beobachtet 

berechnet 

cm 

cm 

cm 

qcm 

Gl.  1,  §  11 

nach  Gl.  4,  §18 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

1 

10,0 

9,9 

29,5 

99 

444 

371 

2 

10,0 

9,8 

9,7 

98 

602 

588 

3 

6,6 

6,5 

4,75 

42,9 

676 

684 

4 

4,8 

4,6 

1,4 

22,08 

1540 

1337 

5 

4,7 

10,0 

1,4 

47,00 

1850 

1767 

Aus  17  derartigen  Versuchen  (Tab.  II,  S.  9  der  Mittheilungen), 
wobei  die  Höhe  h  die  Querschnittsabmessungen  bedeutend  über- 
schreitet, ergiebt  sich  a  =  262  und  ß  =  320,  also 


K  =  1 262  +  320  -f-)-l/ -/ 


4) 
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C.    Prismen  von  kreisförmigem  und  von  rechteckigem 
Querschnitt,    hergestellt   aus   feinkörnigem   gelben  Bunt- 
sandstein (Heilbronn). 


Drackrichtung  parallel  zam  '. 

Lager. 

Qaerachnitt 

Druckfestigkeit  in 

1  kg/qcm 

So. 

Qoer- 
foim 

Dnreh- 

mener 

cm 

Seite 
a 

Seite 
h 

cm 

Höhe 
// 

cm 

besw.  ab 
qcm 

beob- 
achtet 
G1.1,§11 

berechnet 

Gl.  5  I    Q^  7 
bezw.  6  j 

1 

3     ,     4 

1 

5     '     6 

7 

8 

9 

10 

1 

n 

9,25 

1 

9,18  136,3 

84,91 

381 

377 

387 

2 

o 

9,2 

—    36,25 

66,47 

451 

418 

407 

3 

G 



9,05 

9,17  12,45 

82,99 

440 

436 

444 

4 

O 

9,22 

—   il2,20 

66,76 

463 

473 

473 

5 

n 

-     9,20 

9,22 

2,73 

84,82 

790 

754 

755 

6 

o 

9,15 

2,90 

65.75 

806 

733 

729 

Aus  18  solchen  Versuchen  (Tab.  V,  S.  11  der  Mittheilungen) 
wird  unter  Anwendung  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  zur 
Bestimmung  der  Werthe  a  und  ß  in  Gleichung  1  erhalten 

ftlr  die  rechteckigen  Prismen: 


K=    347  4- 


•     5) 


für  die  Kreiscylinder: 


K=\369 


■     6) 


für  sämmtliche  Prismen: 


Ä-=    358  4-118 


rA   iif 


7) 
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n.   Druck. 


Im  Ganzen  erweist  sich  hiernach  der  Einflass  der  Querschnitts- 
form auf  die  Festigkeit  kurzer  Prismen  —  im  Gegensatz  zu  dem- 
jenigen der  Höhe  —  als  nicht  bedeutend. 


c)  Versuche  des  Verfassers  mit  Blei. 

Cy  lind  er   aus    einem    und  demselben    Gussbleikörper    durch 
Drehen  hergestellt. 


No. 

Höhe 
cm 

Durch- 
messer 

cm 

Quer- 

Spec. 

Welcher  das  Material 

schnitt 
qcm 

Gewicht 

noch  nicht 
ausweicht 

ausweicht, 

d.  h.  MitUch 

abflieast 

1 

2 
3 

7,05 
3,47 
1,01 

3,525 
3,53 

3,48 

9,76 
9,79 
9,51 

11,37 
11,36 
11,35 

46 

59 

105 

51 

69 

126 

Hiemach  steigt  bei  nahezu  gleichem  Durchmesser  die  Be- 
lastung, welche  das  Blei  erträgt,  ohne  nach  der  Seite  auszuweichen, 
von  46  kg/qcm  auf  105  kg/qcm,  wenn  die  Höhe  des  Cylinders  von 
7,05  cm  auf  1,01  cm  vermindert  wird. 

Gussblei  in  Würfeln  von  rund  8  cm  Seitenlänge  ertrug  Be- 
lastungen von  50  kg/qcm;  mit  72  kg/qcm  belastet,  wich  dasselbe 
fortgesetzt,  wenn  auch  sehr  langsam,  aus. 

Gussblei  in  Form  von  Scheiben,  deren  Durchmesser  16  cm 
und  deren  Stärke  1,5  cm,  vertrug  eine  Belastung  von  100  kg/qcra^ 
bei  150  kg/qcm  wich  das  Material  sehr  langsam  nach  der  Seite  aus^ 

Weichwalzblei  in  Form  von  Scheiben  verhielt  sich  nich^fc 
wesentlich  anders  als  Gussblei. 

Aus  den  angeführten  Zahlen  erhellt  deutlich  die  Zunahm  ^ 
der  Druckfestigkeit  bei  Abnahme  der  Höhe  der  Blei  - 
körper. 

(S.  auch  Zeitschrift  des  Vereines  deutscher  Ingenieure  188o, 
S.  629  u.  f ) 


S  13.   Drnckvtirsache.  15, 

2.    XHe  Betaatung  trifft  unmittelbar  nur  einen  Theü  tier  Qtter- 
aehnitt^äehe  des  Probekörperg. 

a)   Versache  von  BaUBchinger. 
Mittheilangen  n.  b.  w.,  6.  Heft,  1876,  S.  13  u.  f. 

D.    Würfel  mit  einer  darch  Abschrägung  der  Kanten 
verkleinerten  .Stirnfläche. 


.-gjtiiiH^  , 


Material  wie  oben  anter  Ä  bezeichnet. 
Drackrichtung  senkrecht  zum  Lager. 


1 7 —             



In-i 

|Bä!. 

gn»! 

lulung 

h     . 

« 

1, 

ttf, 

x:;, 

»■ 

A' 

a'A'l        /' 

Ä 

Qu«r. 
Kbollt 

B 

na 

™ 

qem 

TDBd« 

em 

eoi 

1-         U 

/■:»/< 

/';«''■■ 

1 

! 

3 

i 

5 

t;    1    7 

S 

9           10 

11 

12 

9,8  Il0,l 

9,9 

100,0 

1:1 

8,0  i7,9  163,2  51000 

510 

807 

»,I 

9.8 

9,9 

97,0 

2:1 

7,0  |8,0  163,2  45000 

460 

712 

»J 

9,95 

9,9 

98,5 

3:1 

8,05,  8,05  64,8  45  500 

460 

702 

»,«5 

10,0 

9,75 

97,5 

1:2 

6,2  '6,0  i  37,2,  34  500 

350 

927 

5  9,9010,1 

10,05 

101,6 

2:2 

6,3    6,25 

39,4,35000 

345 

888 

»,8010,1   1  9,8 

99,0 

3:2 

6,2  |6,0 

37,2,32000 

.125 

860 

9,80'  3,9 

10,0 

99,0 

4:2 

5,9    6,1 

36,0  31  500 

.120 

875 

9,-5:10,0 

9,8 

98,0|  1  ;3 

4,4  [4,2 

18,5' 23000 

235 

1243 

9,75  9,95 

9,9 

98,5l2:3 

4,2  14,2 

17,6' 20 500 

210 

11C5 

9,7510,06 

10,0 

100,5|3:3 

4,4    4,2  '18,5  23000 

230 

1243 

" 

9,8s 

10,10 

9,75 

98,5 

5;3 

4,2ä 

4,1 

17,4 

19  700 

200 

1132 
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II.   Druck. 


Der  Bruch  erfolgt  immer  in  der  Weise,  dass  von  der  kleinen 
Druckfläche  aus  eine  Pyramide  in  das  Innere  des  Probestückes 
hineingetrieben  und  das  umliegende  Material  auseinander  ge- 
sprengt wurde. 

Bei  den  Versuchen  1  bis  3  war  die  Stirnfläche  von  durch- 
schnittlich 98,5  qcm  (Spalte  5)  vermindert  auf  im  Mittel  63,7  qcm 
(Spalte  9)  •,  die  Festigkeit,  welche  bei  Würfelgestalt  z.  B.  nach  dem 
unter  1,  b,  A,  2  angegebenen  Versuch  685  kg  (Spalte  6  daselbst)  be- 
trägt, sinkt  beispielsweise  bei  Versuch  3  auf  460  kg,  sofern  sie  auf 
den  Querschnitt  ab  bezogen  wird,  und  steigt  auf  702  bei  Beziehung 
auf  den  Querschnitt  ab'.  Hiernach  würde  sich  die  Druckfestigkeit 
eines  solchen  Körpers  (Fig.  1)  zu  gross  ergeben,  wenn  man,  von 
der  an  Würfeln  ermittelten  Festigkeit  ausgehend,  die  Fläche  ah 
der  Rechnung  zu  Grunde  legt,  und  zu  klein,  wenn  die  Fläche  alV 
in  die  Rechnung  eingeführt  wird.  Dieses  vorauszusehende  Ergeb- 
niss  tritt  um  so  schärfer  hervor,  je  kleiner  die  Stirnfläche  ab\ 
Für  Versuch  No.  11  erscheint  die  aus  Versuchen  mit  Würfeln  ge- 
wonnene Druckfestigkeit  von  685  kg  einerseits  vermindert  auf 
200  kg,  andererseits  vergrössert  auf  1132  kg,  je  nachdem  die  Bruch- 
belastung durch  ab  oder  ab'  dividirt  wird. 

Der  Einfluss  des  Abschrägungsverhältnisses  (Spalte  6)  lässt 
sich  zwar  deutlich  erkennen,  wie  ein  Vergleich  der  Versuche 
1  bis  3,  4  bis  7,  8  bis  11  je  unter  sich  lehrt,  ist  jedoch  nicht 
sehr  bedeutend. 


E.   Würfel  aus  dem  unter  A  genannten  Material. 

Der  Druck  wird  durch  Stahlprismen,  deren  Achsen  mit  den- 
jenigen der  Würfel  zusammenfallen  und  deren  Kanten  den  Würfel- 
kanten parallel  laufen,  nur  auf  einen  Theil  der  Stirnfläche  über- 
tragen. 


/^^ 

r"   —    ~ 

-    r 

y^'-^n-  -^ 

^         ' 

x~ 

1 
1 
1 

'^ 

1 

1 

J 

r 

Fig.  2. 


Stahlprisma  (von  39  mm  Höhe)  nur  auf  einer  Seite. 


w 
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Höhe 

h 

cm 

Würfelquersclinitt 

Stahlprisma 

Bruchbe- 
lastung 

P 

kg 

Drnekr«iti«keU 
In  kg/qem 

No. 

a 

cm 

* 

cm 

ab 
qcm 

2 

cm 

qcm 

l':nb 
kg 

P:z^ 
kg 

1 

2     1     3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

1 

2 
3 

9,65 
9,70 
9,75 

10,0 
9,85 
10,0 

9,9 
9,9 
9,85 

99,0 
97,5 
98,5 

3,9 

5,7 
7,8 

15,21 
32,49 
60,84 

16  000 
30  000 
47  000 

162 
308 

477 

1052 
923 

772 

Der  Bruch  erfolgte  auch  hier  wieder  in  der  Weise,  dass  von 
der  Stirnfläche  des  Stahlprisma  aus  eine  Pyramide  in  das  Innere 
des  Prisma  getrieben  und  das  umliegende  Material  auseinander 
gesprengt  wurde. 


Flg.  5. 


Stahlprismen  auf  beiden  Stirnflächen. 


Höhe 

h 

cm 

Würfelquerschnitt 

Stahlprisma 

Bruchbe- 
lastung 

P 

kg 

Druckfestigkeit 
in  kg/qcm 

No. 

a 
cm 

b 

cm 

afj 
qcm 

cm 

qcm 

P:ah 
kg 

kg 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

1 

2 

9,7 
9,75 

9,9 
9,65 

10,0 
9,9 

99,0 
95,5 

5,7 

7,8 

32,49 
60,84 

16  000 
36  000 

162 
377 

492 
592 

Wie  ersichtlich,  ist  die  Bruchbelastung  weit  kleiner,  wenn  der 
Druck  auf  beide  Stirnflächen  durch  die  Stahlprismen  wirkt. 

Diese  Ergebnisse  sind  in  folgender  Beziehung  noch  besonders 
bemerkenswerth.     Wird  nach  Gleichung  3 


K  =    310  +  346 
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IL    Drack. 


1 


für  ein  quadratisches  Prisma  berechnet,  dessen  Querschnitt  gleich 
dem  der  Stahlprismen  und  dessen  Höhe  gleich  der  Würfelhöhe  ist, 
d.h.,  da  dann  Vf=z  und  w  =  42', 

»7 


jf  =  310  4-  346 


h  ' 


so  ergiebt  sich 
für  Versuch  1 


iir=  310  -H  346  -^  =  513, 

2        Z  =  310 -1-346  7,^  =  587. 

Diese  Werthe  unterscheiden  sich  von  den  beobachteten  Grössen 
492,  bezw.  592  nur  um  wenig.  Hiemach  hätte  also  das  Material, 
welches  dasjenige  Prisma  umschliesst,  das  im  Innern  des  geprüften 
Würfels  erhalten  wird,  wenn  man  sich  die  Seitenflächen  der  auf- 
gesetzten Stahlprismen  fortgesetzt  denkt,  keinen  merkbaren  Ein- 
iluss  auf  die  Druckfestigkeit.  Dieses  auffallende  Ergebniss,  welches 
Bauschinger  auch  durch  Versuche  mit  Granit  angenähert  bestätigt 
fand,  dürfte  sich  durch  die  verhältnissmässig  geringe  Zugfestigkeit 
des  Materials  erklären  lassen.  Mit  demselben  steht  in  Ueberein- 
stiramung,  dass  unter  D  die  Zunahme  des  Werthes  x  in  dem  Ab- 
schrägungsverhältniss  x :  y  (Spalte  6)  bei  gleichbleibender  Grösse 
von  y  nur  einen  untergeordneten  Einfluss  besitzt.  Bei  den  Ver- 
suchen No.  8  bis  11  daselbst  wächst  x  von  ungeföhr  1  bis  5  cm; 
die  Druckfestigkeit  ändert  sich  hierbei  nur  unbedeutend. 

F.  Wird  die  eine  Stirnfläche  des  Würfels  (hier  die  untere) 
vollständig,    dagegen    die    andere  nur  über  eine  kleinere,    im  All- 


r^**^^ 

;»^^^ 

1 

t 
1 

Kife'.  4. 


gemeinen  einseitig  gelegene  Fläche,  welche  in  Fig.  4  durch  Strich- 
lage hervorgehoben  ist,  belastet,  so  gilt  nach  Bauschinger  —  zu- 
nächst immer  nur  für  Sandstein  — 
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1  a,  6, 


8) 


Hierin   bedeutet: 

K  die  Druckfestigkeit  bei  Belastung  des.Wtlrfels  in  der  schraf- 
firten  Fläche,    bezogen  auf  die  Flächeneinheit  der  letzteren, 

Jl^  die  Druckfestigkeit  für  den  Fall,  dass  die  Belastung  über 
die  ganze  Stirnfläche  gleichmässig  vertheilt  ist. 


b)  Versuche  des  Verfassers. 

Material:  Buntsandstein. 
Druckrichtung  senkrecht  zum  Lager. 


Flg.  5. 


Stahlprisma  nur  auf  einer  Seite. 


(Versachsreihe,  j  e  3  bis  5  Körper)    1 

Seite  a  durchschnittlich     6,46 
-      b  -  6,03 

Höhe  A  -  6,00 

Breite  z  des  Prisma  6,03 

Brachbelastung  auf  1  qcm 

des  Querschnittes  ab     653 
Bruchbelastung  auf  1  qcm 
des  Querschnittes  b  z    653 


5 


6 


10,04    10,01 
9,99    10,01 


9,89 
2,5 


9,85 
2,0 


10.02  9,99  9,96  cm 

10.03  9,95  10,02  - 
9,82  9,84  9,84  - 
1,5  1,0  0,5      - 


232       188       156     120       102  kg 


926       943     1044  1193     2050  - 


Fig.  6,  Taf.  II,  zeigt  Steine  der  Versuchsreihen  2  bis  6.  Wie 
ersichtlich,  erfolgte  der  Bruch  in  der  Weise,  dass  von  der  Stirn- 
fläche der  Stahlplatte  aus  ein  keilförmiger  Körper  in  das  Innere 
des  Versuchswtlrfels  getrieben  und  so  das  umliegende  Material  aus- 
einander gesprengt  wurde. 


160  U.   Druck. 


1 


3.   IHe  BeiiMstung  trifft  einen  K&rper  mit  gewölbter  €)herflä€he 

(Kug^,  CyUnder). 

Die  hier  vorliegende  allgemeine  Anfgabe:  Ermittlung  der  Be- 
anspruchung  und  der  Formänderung  zweier  beliebig  gestalteter 
Körper,  welche  gegen  einander  gedrückt  werden  und  sich  dabei 
nur  in  einem  sehr  kleinen  Theile  ihrer  gewölbten  Oberflächen  be- 
rühren, ist  trotz  ihrer  grossen  Schwierigkeiten  einer  strengen  Lösung 
zugänglich,  wie  zuerst  Hertz  (1881)  gezeigt  hat*).  Ausgehend  von 
den  Voraussetzungen: 

1.  die  Stoffe  beider  Körper  sind  in  allen  Punkten  nach  allen 
Richtungen  hin  gleich  beschaffen  (isotrop), 

2.  zwischen  Dehnungen  und  Spannungen  besteht  Proportiona- 
lität, der  Dehnungskoefficient  a  besitzt  gegenüber  Druck 
denselben  Werth  wie  gegenüber  Zug, 

3.  die  Grösse  der  Druckflächen,  in  denen  sich  die  Körper  unter 
Einwirkung  der  Belastung  infolge  ihrer  Elasticität  berühren, 
ist  sehr  klein  gegenüber  den  Oberflächen  der  Körper, 

4.  in  den  Druckflächen  wirken  nur  Kräfte,  welche  senkrecht  zu 
diesen  gerichtet  sind  (Hertz  denkt  sich  vollkommen  glatte, 
also  reibungsfreie  Oberflächen), 

und  den  allgemeinen  Gleichungen  der  Elasticitätslehre  (vergl.  Ab- 
schnitt Vni)  gelangt  Hertz  zu  den  im  Nachstehenden  zusammen- 
gestellten Ergebnissen. 

a)    Zwei  Kugeln 

werden  mit  der  Kraft  P  gegen  einander  gedrückt.     Es  seien 

^1     ra    die  Halbmesser  der  beiden  Kugeln, 

«1  a,  -  Dehnungskoefficientcn  der  Stoffe,  aus  denen  die  Kugeln 
bestehen, 

Wj  wig  die  Zahlen,  durch  welche  das  Verhältniss  der  Längs- 
dehnung zur  Querzusammenziehung  bei  diesen  Stoffen 
gemessen  wird  (§  7,  §  14). 

Dann  beträgt: 
die  Strecke  y,  um  welche  sich  die  beiden  Kugeloberflächen  unter 
der  Belastung  P  einander  nähern  (Summe    der  Zusammen- 


*)  II.  Hertz,  Gesammelte  Werke,  Bd.  1,  S.  155  ii.  f.  oder  auch  Verhandlungen 
des  Vereins  zur  Beförderung  des  Gewerbtleisses  in  Preussen  1882,  S.  449  u.  f. 
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drückungen  an  beiden  Oberflächen  —  S.  183  bei  Hertz  —  also 
strenggenommen  nicht  die  Aenderang  von  r^  -h  rj), 


3;—- 


2/ 


r 


/ 


1-- J«,H-    1- 


1 


m 


»tj 


«» 


»•i 


1 


r. 


,    9) 


r  Halbmesser  a  der  Druckfläche 


a 


=? 


r 

/ 


3 


«.   1 


1 


-P 


m, 


1 


«,|1 
1 


1 


WJ, 


3  grösste  Pressung  <f^^^  in  der  Mitte  der  Drackfläche 


10) 


<f„a.  =  1>5 


na 


a  j 


11) 


i.      1^5  mal    so    gross    als    bei   gleichmässiger    Vertheilung    des 
mckes  P  über  die  Berührungsfläche. 

Mit 

mi-=  m^  =  m  er,  =  a,  =  a 

jht  Gl.  11   nach  Einführung  von  a  aus  Gl.  10  über  in 


(r^-_  = 


max 


^  i  / 1         ] 


l\a 


m' 


10  ,, 

md   für  m  =    ö    ) 

f5 


max 


-'HMv.-^yl 


Mit 


10         . 

m,  =  m^  =  -  ^—     und     «i  =  «a  =  a 


.     IIa) 


.     IIb) 


')  Es  empfiehlt  sich,  festzuhalten,  dass  selbst  crheMiche  Abweichungen  hin- 
sichtlich der  Grösse  von  m  (vergl.  §  7)  einen  bedeutenden  Einflnss  auf  das  Ergob- 
nis*  nicht  äussern;  dies  gilt  auch  für  die  folgenden  Gleichungen. 
C.  B  *  e  h ,  BlMtleiaL    4.  Aafl.  1 1 


162  ^'  Druck, 

folgt  aus  den  Gleichungen  9  und  10 


yPa 


Ti       rj 


b)    Kugel  und  ebene  Platte. 
Mit  ri  =  r  und  rj  =  oo  folgt  aus  Gl.  IIa 


somit 


1      8/ 

3 

P 

max 

""i 

2 

a« 

1- 

r» 

P  = 

=  ^^a« 

(' 

1  1 

ff»    » 

max 

a 

1 


y  =  l,23|^P'««j^  +  ^j     ....     9a) 


a  =  l,lll/-V^ 10a) 


und  nach  Einführung  des  Eugeldurchmessers  d  =  2r 

P  =  k€P, 12) 

wenn 

'^t'^i'-^f^^^ 13) 


c)    Zwei  Cylinder, 

parallel  liegend  und  von  der  Länge  /,  werden  so  stark  gegen- 
einander gepresst,  dass  auf  die  Längeneinheit  die  Kraft  P  :  l  ent- 
fällt, gleichmässige  Vertheilung  der  Belastung  P  über  die  Länge  l 
vorausgesetzt.     Es  seien 

7'!     7*3     die  Halbmesser  der  beiden  Cylinder, 

«1    ofa       "    Dehnungskoefficienten, 

Wj    7?ia     -    bereits  unter  a  bezeichneten  Zahlenwerthe. 

Die  Breite  b  der  durch  die  Belastung  erzeugten  Berührungs- 
fläche beträgt 
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J  =  4  »  ^  1V^--°1VZA  14) 

^   nl  11  ,   .     .     14; 


n         »'s 

die  grösste  Pressung  in  der  Mitte  der  Berührungsfläche 

4    P 
^-=^6/' ^'^^ 

4 

d.  i.    -     mal  so  gross  als  bei  gleichmässiger  Druckvertheilung. 

TT 

Für  gleiches  Material,  d.  h.  für 

mj  =  «IIa  =  m  ai  =  «2  =  a 


an-  ' 


6  =  4  1/ —    ....     14a) 

nl        1.1 


n        ^a 


Die    Bestimmung    der    Strecke,    um    welche    sich    die  beiden 

(Cylinderoberflächen  einander  nähern,  unterlässt  Hertz,    indem   er 
bemerkt,    dass    sie    nicht   allein    abhängig  von  den  Vorgängen  an 
t     der  Druckstelle  ist,    sondern    wesentlich    bedingt    wird    durch   die 
Form  des  ganzen  Körpers  (a.  a.  O.  S.  187). 


d)    Cylinder  und  ebene  Platte. 
Jfit  rx=r  und  ra  =  oo  ergiebt  sich  aus  Gl.  14a 


6  =  4l/-  «(l ^J  fr     .     .     .     14b) 

in      \  m^l    l 


und  damit  aus  GL  15 


a      = 

max 


hna[l-  ^, )  /;• 


11 


^ 


164  11.  Druck. 

Nach  Einführung  des  Cylinderdurchmessers  d  =  2r 

P  =  kld 16) 


sofern 


^-  =  "«|i-^l*L» 17) 


Die  Gleichungen  10  und  11,  14  und  15  werden  zur  Zeit  viet 
fach,  namentlich  im  Bauingenieurwesen  als  solche  angesehen,  welche 
die  unmittelbare  Ermittlung  der  zulässigen  Belastung  P  ermög- 
lichen, indem  man  flär  a  sowie  m  die  den  betreffenden  Materialiea 
eigenthümlichen  Werthe  und  für  (fmax  die  grösste,  noch  für  zuUtesig 
erachtete  Spannung  gegenüber  Druck  einsetzt'). 

Nun  liegen  aus  neuester  Zeit  ausgedehnte  und  gründliche 
Versuche  von  Stribeck  mit  Stahlkugeln  vor'),  durch  welchen.  A. 
nachgewiesen  wird,  dass  bei  vorzuglicher  Ausführung  der  Kugeln 
und  ihrer  Laufflächen  (beiderseits  gehärteter  Stahl)  die  zulässige  Be- 
lastung für  ebene  Laufflächen  noch  zu  P  =  50  d'  gewählt  werd^ 
darf,  sofern  an  der  Druckstelle  nur  rollejide  Reibung  auftritt.  Nach 
Massgabe  der  61.  12  und  13  entspricht  diese  Belastung  mit 

1 
«  = 


2120000 


welchen  Werth  Stribeck  für  das  Stahlmaterial  der  Kugel  bestimmte, 

und  mit 

10 


ni 


zufolge 


n' 


""^^    6     2120000^'^^"®'^'^''^- 


^)  Vergl.  z.  B.  Zeitschrift  des  HaDnover'schen  Ingeüieur-  und  ArchitekteD- 
vereins  1894,  S.  131  n.  f. 

-)  Stribeck,  Mittheilungeu  aus  der  Centralstello  für  wissenschaftlich- 
technische  Untersuchungen,  Heft  1,  Mai  1900,  oder  auch  Zeitschrift  des  Vereines 
deutscher  Ingenieuro  1901,  S.  73  u.  f.,  sowie  Schwinning,  am  gleichen  Ort, 
S.  332  u.  f.,  ferner  Stribeck,  Glaser^s  Annähen  für  Gewerbe  und  Bauwesen,  1901» 
Bd.  49,  Xo.  577. 
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einer  Drackspannung  von 

tr,«,=37  450kg/qcm. 

Diese  Zahl  geht  weit  über  das  hinaus,  was  man  bisher  als 
tnlässige  Anstrengung  angesehen  hat,  selbst  wenn  berücksichtigt 
wird,  dass  im  vorliegenden  Falle  nicht  die  grösste  Pressung,  son- 
dern die  betreffende  Hauptdehnung  als  massgebend  anzusehen  ist 
« 48,  §  67  und  68). 

Stribeck  bestimmte  durch  unmittelbare  Druckversuche  die 
Tkoportionalitätsgrenze  für  den  in  Wasser  gehärteten  Stahl  zu  rund 
90OOkg/qcm  (die  Elasticitätsgrenze  lag  noch  ein  wenig  tiefer). 
IKcser  Werth  wäre  unter  Berücksichtigung,  dass  im  mittleren 
Bement  der  Berührungsfläche  zwischen  Kugel  und  Platte  drei 
Braptspannungen 

a  0,8  a  0,8  a 

mcuc  f         max  '         max 

mriianden  sind,  infolgedessen  die  Hauptdehnung  senkrecht  zur 
Oberfläche  nach  Gl.  1 ,    §  67  mit  m=  -^ 

«  (1-2.  0,8. 0,3).  <r_=  0,52  «<r_, 

also  nur  das  0,52  fache  der  Zusammendrückung  beträgt,  welche 
die  Pressung  a^^^  für  sich  allein  erzeugen  würde,  auf 

zu  erhöhen.     Diese  Grösse  führt  (Gl.  12  und  13)  zu 

*=6Tl2ÖÖÖ^(^-^'^')'-(^'^^^^'=^^' 

iomit 

P  =  r>  d% 

gegenüber  P  =  50d',  durch  unmittelbaren  Versuch  ermittelt,  d.  h. 
wird  in  der  Hertz'schen  Gleichung  11  in  Verbindung  mit  10 
für  die   grösste   Druckspannung  diejenige  Zahl  eingeführt,    welche 


\ 
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der  ZusammendrückuDg  an  der  Proportionalitätsgrenze ,  die  hier 
noch  oberhalb  der  Elasticitätsgrenze  liegend  festgestellt  worden 
ist,  entspricht  und  die  noch  eine  höhere  Anstrengung  liefert,  ab 
man  nach  bisheriger  AufTassong  für  znlässig  erachtet,  so  ergieb 
sich  die  zulässige  Belastung  P  der  Kugeln  zu  einem  Zehnte 
derjenigen,  die  durch  unmittelbaren  Versuch  noch  al 
zulässig  festgestellt  worden  ist. 

Daraus  folgt,  dass  die  Hertz'schen  Gleichungen  nicfa 
in  der  eingangs  bezeichneten  Weise  zur  Bestimmung  de 
zulässigen  Belastung  P  benutzt  werden  können,  d.  h.  dae 
der  Werth  k  der  Gleichung  12  nicht  aus  Gl.  13  berechne 
sondern  dass  diese  Belastung  nur  durch  unmittelbai 
Versuche  bestimmt  werden  kann.  Dass  diese  Versuche  unt< 
solchen  Verhältnissen  anzustellen  sind,  die  denjenigen  entspreche 
unter  welchen  die  Kugeln  in  den  betreflFenden  Konstruktionen  si< 
befinden,  ist  selbstverständlich. 

Das  Bemerkte  gilt  in  noch  erhöhtem  Masse  für  Cylinder  sch< 
deshalb,  weil  bei  denselben  das  Material  in  denjenigen  Element« 
der  Druckfläche,    welche    nach    den  Stirnflächen  zu  gelegen  sin 
am  Ausweichen  nach  diesen  hin  weniger  stark  gehindert  ist,  als 
dem  mittleren  Theile  des  Cylinders. 

Sodann  ist  in  Bezug  auf  die  Verwendung  der  Hertz'sch< 
Gleichungen  noch  folgender  Punkt  im  Auge  zu  behalten. 

Werden  gehärtete  Stahlkugeln  unter  steigender  Belaston 
gegen  einander  gepresst,  so  tritt  zunächst  ein  die  Druckfläche  um 
gebender  Kreissprung  ein,  zuweilen  unter  Belastungen,  welchei 
noch  weniger  als  ein  Zehntel  der  Belastung  entspricht,  bei  welche 
die  Kugel  auseinanderbricht  0-    Meridianrisse  treten  erst  später  ad 

Das  Entstehen  der  Umfangsrisse  ist  die  Folge  von  Zugspan 
nungen,  welche  sich  nach  dem  Umfange  der  Druckfläche  hin  eic 
stellen.     Auch  ohne  scharfe  Rechnungen  anzustellen,  erkennt  mal 

*)  Für  gute  Kugelu  bis  etwa  IV4"  engl.  (31,8  mm)  Durchmesser  u 
i*=o50c?'  bis  700  f/*  als  Belastung  zu  fordern,  bei  welcher  der  ümfangssproD 
eintritt.  Grenzzahlen:  ^  g"  (22,2  mm)  Kugeln  brechen  erst  bei  P=  38 000  b 
40  000  kg,  entsprechend  P=run(l  8000  rf-,  während  der  erst«  Sprung  herei 
hei  2700  kg,  also  bei  550  rZ-  eintrat.  1' 4"  (31,8  mm)  -  Kugeln,  deren  Bnic 
belastung  nur  i'==3500  f/^  =  rund  35  000  kg  war,  zeigten  die  hohe  Sprun 
l)elastuug  von  1000  d'^  =  10  OCK)  kg.  (S.  die  in  der  Fussbemerkung  2,  S.  1 
angegebenen  Quellen.) 
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dass  am  Rande  der  Druckfläche  —  man  denke  sich  zwei  gleiche 
.  Kugeln  scharf  zosammengepresst  und  die  ebene  kreisförmige  Druck- 
fläche  übertrieben  gross  —  schon  gewissermassen  infolge  der  starken 
Abbiegungy  welche  hier  die  Flächenelemente  erfahren,  Zugspan- 
nangen  wachgerufen  werden  müssen.  In  der  That  pflegen  auch  in 
Kugellagern  stark  überlastete  Kugeln  durch  Absplittern  kleiner 
Tkeilchen  unbrauchbar  zu  werden,  nicht  aber  durch  Bruch. 

Für  die  bezeichnete  Zugbeanspruchung,  durch  welche  die  ge- 
bärtete  Stahlkugel  zuerst  der  Unbrauchbarkeit  zugeführt  wird,  giebt 
Hertz  eine  Gleichung  nicht;  er  hat  die  Rechnung  nur  für  das  am 
stärksten  gedrückte  Flächenelement  durchgeführt.  Er  sagt,  nach- 
dem er  über  das  Verhalten  plastischer  Körper  gesprochen  hat  (S.  167) : 
„Schwieriger  ist  es,  die  Erscheinung  in  spröden  Körpern,  wie  hartem 
StaU,  Glas,  Krystallen  zu  bestimmen,  in  welchen  eine  Ueber- 
schreitong  der  Elasticitätsgrenze  nur  als  Entstehung  eines  Risses 
oder  Sprunges,  also  nur  unter  dem  Einflüsse  von  Zugkräften  auf- 
tritt. Von  dem  oben  betrachteten  Elemente,  als  von  einem  all- 
seitig komprimirten,  kann  ein  solcher  Sprung  nicht  ausgehen,  und 
CS  ist  hei  unserer  heutigen  Kenntniss  von  der  Festigkeit  spröder 
Körper  überhaupt  nicht  möglich,  genau  dasjenige  Element  zu  be- 
stimmen, in  welchem  die  Bedingungen  für  das  Zustandekommen 
eines  Sprunges  bei  wachsendem  Druck  zuerst  auftreten.  Indessen 
zeigt  eine  eingehendere  Diskussion  so  viel,  dass  in  Körpern,  welche 
in  ihrem  elastischen  Verhalten  dem  Glase  oder  hartem  Stahle 
ähnlich  sind,  bei  weitem  die  stärksten  Zugkräfte  in  der  Oberfläche 
nnd  zwar  am  Rande  der  Druckfläche  auftreten*)." 


*)  Wcdh  nun  Hertz  zur  Bestimmung  der  Härte  eines  Materials  den  Vor- 
«hlag  macht,    aus    ihm  zwei  Körper  herzustellen  und  ihre  Oberflächen  dabei  so 
ra  wählen,    dass    die   beim  Aufeinanderpressen  sich   bildende  Druckflächo  kreis- 
iormig  ausfällt,    sodann  (S.  193)  bestimmt;    „Die  Härte   eines  Körpers  wird  ge- 
messen durch  den  Normaldruck  auf  die  Flächeneinheit,  welcher  im  Mittelpunkte 
einer  kreisförmigen  Druckfläche    herrschen    muss,    damit   in    einem   Punkte    der 
Körper  die  Spannungen  eben  die  Elasticitätsgrenze  erreichen**,    und    dann  später 
bemerkt   (S.  195):    „im  Glase    und    allen    ähnlichen  Kurpem    besteht    die    erste 
leberschreitung  der  Elasticitätsgrenze  in  einem  kreisförmigen  Sprunge,  der  in  der 
OI>erfläche  am  Rande  der  Druckellipse  entsteht",  ohne  festzustellen,  in  welchem 
Paukte   des  Körpers    die  Elasticitätsgrenze  überschritten  wird   —   der  mittlere 
Paukt   der   Druckfläche    ist   es    eben    nicht   —    und    von    welchen   Grössen    die 
Spannung  in  diesem  Punkte  beeinflusst  wird,  sowie  welche  Beziehungen  zwischen 
diesen  Grössen  bestehen,  so  tritt  hier  mindestens  eine  Lücke  zu  Tage:  man  gelangt 
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Vorbehaltlich  der  Prüfung  durch  Versuche  wird  man  gut  thun, 
anzunehmen,  dass  die  Zugspannung,  welche  am  Rande  der  Druck- 
fläche sich  einstellt,  namentlich  bei  Materialien  mit  geringer  Zug- 
festigkeit, z.  B.  bei  Gusseisen,  Granit  (Gelenkbrucken,  deren 
Gelenke  aus  Granit  bestehen)  u.  s.  w.,  die  zulässige  Druckbelastung 
beeinflussen,  d.  h.  diese  herabdrücken  kann. 

Wie  sich  aus  dem  Vorstehenden  ergiebt,  ist  die  entwerfende 
und  ausführende  Technik  genöthigt,  die  Eoefficienten  k 
der  Gleichungen  12  und  16,  welche  von  ihr  schon  seit 
langer  Zeit  auf  Grund  von  gewissen  Annahmen  entwickelt 
worden  waren,  nach  wie  vor  durch  unmittelbare  Ver- 
suche festzustellen. 

Mit  Rücksicht  hierauf  und  in  Anbetracht,  dass  den  älteren 
Betrachtungen,  die  zu  den  Gleichungen  12  und  16  führten,  schon 

damit  auf  ein  Gebiet,  das  jedenfalls  uoch  der  Klarstellung  bedarf.  Ob  diese  zur 
Aufklärung  der  Thatsache,  dass  Versuche  mit  verschieden,  gekrümmten  Körpern 
aus  gleichem  Material  keine  übereinstimmenden  Pressungen  für  die  Elasticitätä- 
grenze  und  somit  keine  übereinstimmenden  Werthe  für  die  Härte  des  gleichen 
Materials  ergaben,  beitragen  wird,  mag  zunächst  dahingestellt  bleiben. 

Hinsichtlich  der  Versuche,  die  Härte  auf  dem  von  Hertz  vorgeschlagenen 
Wege  zu  bestimmen,  sei  insbesondere  auf  die  Arbeiten  von  Auerbach  in 
Wiedemann's  Annalen  verwiesen. 

In  Bezug  auf  die  Härteprüfung  von  Kugeln  s.  die  in  der  Fussbemerkung  2, 
S.  164  ungegebenen  Veröffentlichungen.  Stribeck  sagt  hierüber:  ^Werden 
2  Kugeln  aus  gleichem  Material  mit  der  Kraft  F  gegeneinander  gednickt,  so 
bildet  sich  eine  kreisförmige  Druckfläche  aus,  deren  Halbmesser  a  mm  beträgt 
Lässt  man   die  Belastung  von  Null  an  stetig  wachsen,  so  nimmt  die  Druckfläche 

3 

zunächst    nach   Massgabe    von    \/P^^   (vergl.   Gl.  10)    »und  die  durchschnittliche 

Pressung  o  = entsprechend  yp  zu.     Aber   schon    nach  Ueberschreitung  der 

Proportionalitätsgrenze  ändert  sich  die  Abhängigkeit  von  P  in  dem  Sinne,  dass 
die  Druckfläche  rascher  und  dcmgemäss  die  Pressung  langsamer  zunimmt,  und 
zwar  solange,  bis  sich  schliesslich  die  Druckfläche  im  gleichen  Verhältniss  wie 
die  Knift  ändert  und  demzufolge  die  Pressung  konstant  bleibt.  Diese  konstante 
Pressung,  die  sich  auch  durch  eine  Steigerung  der  Belastung  bis  zum  Eintritt 
des  Bruches  nicht  mehr  vergrössern  lässt,  wird  die  Druck  härte  oder  kurz  die 
Härte  der  Kugeln  (Widerstand  gegen  Eindringen)  genannt.  Sie  ergiebt  sich 
für  gute  Kugeln  aus  gehärtetem  Gussstahl  zwischen  780  und  850  kgAjmra.  Von 
kleinen  Kugeln  wird  man  die  grössere  Härte,  von  2"  (50,8  mm)  -  Kugeln  noch 
etwa  780  erwarten  dürfen.  Bei  Kugeln,  die  nach  innen  zu  weicher  werden, 
nimmt  die  Pressung,  nachdem  sie  ihren  grössten  Beti*ag  erreicht  hat,  sogar 
wieder  ab**. 
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wegen  ihrer  Einfachheit  eine  gewisse  Bedeutung  zuerkannt  werden 
mnsSy  sei  im  Nachstehenden  der  Fall,  dass  Kugeln  gegen  einander 
gepresst  werden,  Fig.  7,  in  der  älteren  Weise  behandelt. 

Infolge    der    ZusammendrCLckbarkeit    des    Materials    berühren 

:    sich  die  Kugeln    unter    der    Einwirkung    der  Belastung    in    einer 

kleinen  Kreisfläche  gemäss  der  in  übertriebenem  Masse  gegebenen 

i    Darstellung  Fig.  8,  wobei  wir  die  mittlere  der  drei  Kugeln,  welche 

gleichen  Durchmesser  besitzen,  ins  Auge  fassen  wollen. 


lö» 


'iX. 


Flg.  7. 


Fig.  8. 


Für  den   beliebigen    Punkt  C   der    ursprünglichen    Kreislinie 
^CA  sei  die  Zusammendrückung  in  Richtung  der  Belastung 

«  =  r  (1  —  cos  yo)  —  ^'  (1  ~"  cos  (f)  =  r  (cos  (f  —  cos  tp^  , 
woraus  bei  Beachtung,  dass 


cos  (f 


=  Vi  -  si 


sm*  (f 


and 


9  sowie  yo  sehr  kleine  Winkel  sind,  also 


cos  (f  •=  r\iV   \  —  f/)'    =  AJ  1  — 


9 


COS  (fo 


folgt 


«  =  r 


9  •> 
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Unter  der  Voraussetzung,  dass  sich  diese  Zusammendrückung 
gleichmässig  durch  die  Kugel  hindurch  fortpflanzt,  ftnde  sich  die 
verhältnissmässige  Zusammendruckung  in  C 

T  2 

welcher  die  Normalspannung 

W  —  ^^ 


a  = 


2a 


entsprechen  würde,  falls  die  bezeichnete  Voraussetzung  erftQlt  wäre 
und  Kräfte  senkrecht  zur  Richtung  von  x  nicht  einwirkten. 
Letzteres  erkennt  man  sofort  als  unzutreflFend,  da  die  Faser,  welche 
im  Punkt  C  in  Richtung  der  Belastung  gedacht  werden  kann, 
durch  das  sie  umschliessende  Material  bei  der  Zusammendrückung 
gehindert  ist,  sich  quer  zu  dehnen.  Dieser  seitliche  Zusammen- 
hang mit  dem  Material  wird  auch  eine  gleichmässige  Fortpflanzung 
der  Zusammendrückung  der  Faser  durch  die  Kugel  hindurch  hin- 
dern. Infolge  dieser  Umstände  muss  der  Ausdruck  für  (T  mit 
einem  aus  Versuchen  zu  bestimmenden  Berichtigungskoef&cienten  ip 
multiplicirt  werden,  der  ganz  allgemein  den  Abweichungen  Rech- 
nung zu  tragen  hat,  welche  zwischen  der  Wirklichkeit  und  den 
gemachten  Voraussetzungen  bestehen.  Aller  Wahrscheinlichkeit 
nach  ist  ip  mit  tp  veränderlich,  wohl  auch  sonst  noch  von  den 
Umständen  beeinflusst.  Nichtsdestoweniger  wurde  der  Koefficient  V> 
um  die  Rechnung  überhaupt  und  einfach  durchführen  zu  können, 
als  Konstante  angenommen  und  ihre  mittlere  Grösse  bis  zur  Er- 
mittlung durch  Versuche  auf  etwa  3  geschätzt. 
Damit  ergiebt  sich 

0  =  ^^^^^' 18) 

Den  grössten  Werth  erlangt  a  für  y  =  0,    d.  i.   in  der  Mitte, 

max  -r    2^ 

Der  Gleichgewichtszustand  bedingt 
r  =  [(T  .2  nr(f  .  rdif  = ^  \  {(f^  —  (f?)  (pd(p  =  —r —  q>o^  r^, 

0  0 


r 
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voraus  mit 

«.=/^«r„ w 


^=  "  «ö«    ^  =  -.^«öL.^'      ...     20) 


flUIZ 


P  =  Äd« 21) 

sofern 


A  =  -,^a<yL. 22) 

4  0 


max 


ßleichang  21    stimmt  mit  Gleichnng  12    vollständig    uberein. 
In  ähnlicher  Weise  lässt  sich  auch  die  Entwicklung    für  den 
Cylinder  durchführen.     Sie  führt  zu 

P  =  kld, 23) 

i«^enn  l  die  Länge  des  Cy linders  ist  und  P  die  Gesammtbelastung 
för  den  Cylinder  bedeutet^  also  ganz  zum  gleichen  Ergebniss,  wie 
oben  in  Gleichung  16  ausgesprochen.  Für  den  Werth  k  der 
Gleichung  23  ergiebt  sich  der  Ausdruck 


=  0,94l/"^^ 24) 


k 

Dabei  ist  jedoch  die  Grösse  von  k  ebensowenig  aus  Glei- 
chung 22  bezw.  24  zu  berechnen,  wie  dies  aus  Gleichung  13  oder 
17  zu  geschehen  hat,  k  ist  vielmehr  durch  Versuche  unmittelbar 
zu  bestimmen,  wie  S.  166  und  168  angegeben  wurde. 

Dass  die  Gesetzmässigkeit,  wie  sie  in  den  Gleichungen  22 
bezw.  24  für  k  zum  Ausdruck  gelangt,  nicht  beanspruchen  kann, 
genau  zu  sein,  folgt  aus  dem  Gange  der  Rechnung. 

Eine  Beziehung  fiSr  die  grösste  am  Rande  der  Druckfläche 
auftretende  Zugbeanspruchung  liefert  die  Annäherungsrechnung 
ebensowenig  wie  die  Hertz' sehen  Entwicklungen;  doch  lässt,  wie 
schon  oben  angedeutet,  Fig.  9  deutlich  erkennen,  dass  infolge  der 
starken  Abbiegung,  welche  die  Körperelemente  am  Rande  der 
Dmckfläche  (bei  A)  erfahren,  bedeutende  Zugspannungen  auftreten 
werden,  die  bei  spröden  Materialien  zu  dem  beobachteten  Kreis- 
sprong  (S.  166)  führen  können. 


§  14.   Hinderung  der  Uuerdclinimg. 

Wie  wir  in  §  H  sahen,  wird  der  Widerstand,  welchen  ein  auf 
Dmck  in  Anspruch  genommener  Körper  leistet,  schliesslich  ik- 
durch  überwanden,  dass  das  Material  nach  der  Seite  liin  ausweicht. 
Darans  folgt,  dass  der  Widerstand  an  eich  unüberwindbar  erscheint, 
wenn  das  Material  gehindert  wird,  nach  der  Seite  auszuweichen, 
d.  h.  wenn  genügend  grosse  Druckkräfte  auf  die  Mantelflächen 
wirken. 

Dieser  Satz  gilt  nicht  bloa  für  feste,  sondern  anch  für  flüssige 
Körper.  Denken  wir  uns  beispielsweise  einen  genügend  festen 
Hohlcylinder,  zum  Theil  gefüllt  mit  Wasser,  auf  dem  ein  gegen 
die  Cy  lind  er  Wandung  vollkommen  abdichtender  Kolben  ruht.  Wi« 
stark  wir  auch  —  innerhalt  der  Widerstandaftlhigkeit  des  Hol»l" 
cylindere  —  den  Kolben  belasten,  das  nach  allen  Seiten  hin  am  ' 
Entweichen  gehinderte  Wasser  tragt  die  Belastung,  weist  also  trot* 
seiner  tropfbar  flüssigen  Natur  unter  diesen  Umständen  eine  gross* 
Widerstandsfähigkeit  gegen  Druck  auf. 

Die  Erscheinung  ist  eine  ähnliche,  wie  die  in  §  7  erörtert«* 
Dort  handelt  es  sich  um  den  Einfluss  gehinderter  ZusammenziehuiB£» 
hier  um  denjenigen  der  Hinderung  der  Querdehnung,  welche  iB-^c 
Druckkraft  zur  Folge  Laben  wurde,  wenn  Kräfte  auf  die  Mant^^l" 
fläche  senkrecht  zur  Achse  nicht  thätig  wären.  Die  in  §  7  ec»'" 
haltenen  Gleichungen  gelten  in  sinngemässer  Weise  auch  hi^^r- 
Insbesondere  folgt  daraus,  dass  die  Beziehung  ^^^H 


-  oder  t 


=  aa, 


welche    bei    dem    nur    in    Richtung    der    Achse    gedrückten   S**^ 

zwischen    der    Spannung  —  a  (Pressung)    und    der    Dehnung  ' 

(Kürzung),  sowie  dem  Dehnungskoefficienten  a  gegenüber  Dra<3fc' 
beanspruchnug  besteht,  nicht  mehr  giltig  ist,  sobald  auch  Krft^* 
senkrecht  zur  Stahachse  angreifen').  Solehe  Kräfte  wirken  hei  de o 
Versuchs körpern  in  der  Kegel  auf  die  Stirnflächen;  sie  rühren  hie'' 
her   von    der  Reibung,    welche  bei  der  Pressung  zwischen  Dmck 


')  Damit  hängt  es  dann  uu 
n  Falle  gehinderter  Qaerdehnii 


lg  grösBer  genomitien 


Eulässige  Drackaostreiigiuiff 
«-erdea  darf.    Die  in  Fig,  1 
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platte  der  Prüfangsmaschine  und  Stirnfläche  des  Probekörpers  durch 
das  Bestreben  des  letzteren,   sich  quer  auszudehnen,    wachgerufen 
wird.   Infolge  dieser  Reibung,    welche  die  volle  Reinheit  der  Er- 
scheinung   der   Druckelasticität    und    Druckfestigkeit    mehr    oder 
weniger   beeinträchtigen    muss'),    beträgt  die  Querdehnung  in  der 
Mitte  des  Probekörpers  mehr  als  an  den  Stirnflächen,  wie  die  Fig.  2, 
[    Tat  IV,  3  und  4,  Taf.  V,   deutlich  erkennen  lassen;    femer  muss 
I    infolge  der  an  den  Stirnflächen  vorhandenen  Hinderung  der  Quer- 
f    dehnung  die  Druckfestigkeit  niederer  Körper  sich  grösser  ergeben 
als  diejenige  höherer  Körper,  bei  denen  der  Einfluss  dieser  Hinde- 
rung um  so  mehr  zurücktritt,  je  grösser  die  Höhe  ist. 

Ist  €  die  durch  eine  Druckkraft  in  Richtung  der  Stabachse 
veranlasste  Zusammendruckung  für  die  Länge  1,  so  wird  die  hier- 
mit verknüpfte  Querdehnung  e  nach  allen  zur  Achse  senkrechten 
Richtungen  als  gleichgross  angesehen  und  bezogen  auf  die  Längen- 
einheit, gemessen  durch 

e  =    '- 1) 

''         m 

Für  ein    und   dasselbe  Material  pflegt  man  die  Grösse  m  in 
Gleichung  1,  §  7  und  1,  §  14,    als  gleich  zu  betrachten,  also  das 

m  Druck   beanspruchte    Bleischeibe    vom    Durchmesser  d  =  35  mm    und    der 
Hohe  A  =  10  nira   würde    nach    den  Versuchen  §  13  Ziff.  Ic  eine  Belastung   von 


Flg.  1.  Fig.  2. 

Iwkg'qcni  nicht  mehr  vertragen.  Dieselbe  Bleischeibe,  nach  Fig.  2  vertieft  ein- 
?*''^i  sodass  das  Blei  nach  der  Seite  nicht  ausweich«>n  kann,  verträgt  die 
♦doppelte  Belastung  und  mehr. 

')  Da  die  Körper,  welche  Druckversuchen  unterworfen  werden,  verhältniss- 
"^•'''g  kurz  zu  sein  pflegen,  so  wird  die  Bestimmung  der  Querdehnung  durch 
"^mittelbare  Messung  derselben  für  die  verschiedenen  Querschnitte  leicht  zu 
^^rschiedenen  Werthen  fuhren  können.  Man  wird  deshalb  bei  Dehnungsmessungen 
''!« Me?8länge  ausreichend  kleiner  als  die  Stablange,  somit  diese  entsprechend  gross 
*«/iIen  müssen. 


174  n.    Druck. 

Verhältniss    der   Dehnung    (in    Richtung   der  Stabachse)    zur  Zu- 
sammenziehung (senkrecht  zur  Achse)  bei  Zugbeanspruchung  gleich 
zu    setzen    dem   Verhältniss    der    verhältnissmässigen    Zusammen- 
drückung zur  Querdehnung  bei  Druckbeanspruchung. 
(Vergl.  §  7.) 


i  H  n  I 


§  15.    Theorien  der  Druckfestigkeit. 

Ueber    den   Vorgang    des   Zerdrückens    sind    zwei    Hauptan- 
schauungen geltend  gemacht  worden. 

Die  ältere,  von  Coulomb  herrührende,  denkt 
^  sich    nach  Massgabe    der  Fig.  1    das  Zerdrücken 

durch  Abschieben  erfolgend  und  dabei  die  Druck- 
kraft P  in  zwei  Seitenkräfte 

P  sin  a,  wirkend  in  der  Gleitungsebene, 
P  cos  a,  senkrecht  dazu, 
zerlegt.    Wird  der  Widerstand  gegen  Gleiten  für 
das    Quadratcentimeter    mit    K^   (Schubfestigkeit) 
bezeichnet,    so    findet    sich,    sofern  /  den  Querschnitt   des  Prisma 
bedeutet: 

'  cosa 
P  2 


Flg.  1. 


/  •  sin  2  a   * 

Das  Gleiten  wird  die  kleinste  Kraft  P  erfordern,  wenn  sin  2  a 
am  grössten  ausfällt,  d.  i.,  wenn  a  =  45°;  womit  nach  Einführung 
der  Druckfestigkeit 

/ 

sich  ergiebt 

K=2K„ 

d.  h.  die  Druckfestigkeit  mQsste  gleich  dem  Doppelten  der  Schub- 
festigkeit sein. 

Diese  Theorie  wurde  später  durch  Hereinziehung  der  von 
P  cos  a  veranlassten  Reibung  ergänzt. 

Die  zweite  Anschauung  fasst  die  Querdehnung  ins  Auge  (§11) 
und  nimmt  an,    dass  das  Zerdrücken  stattfinde,  wenn  dieselbe  so 
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gross  geworden,  wie  die  LängsdehnuDg  beim  Zerreissen  im  Falle 
von  ZngbeanspruchuDg.  Mit  der  Genauigkeit,  mit  welcher  die 
Längsdehnnng  drei-  bis  viermal  so  gross  angenommen  werden  darf, 
'wie  die  Qaerdehnnng,  findet  sich  auf  diesem  Wege  die  Druck- 
festigkeit gleich  dem  Drei-  bis  Vierfachen  der  Zugfestigkeit,  was 
beispielsweise  ftir  das  Gusseisen  §  13,  Ziff.  la,  mit  Annäherung  zu- 
tre£fen   würde. 

Beide  Lehren  haben  durch  Druckversuche  nicht  die  erforder- 
liche Bestätigung  erfahren. 

Eine  befriedigende  Theorie  der  Druckfestigkeit  würde  diese 
jedenfalls  als  Funktion  der  Höhe  geben  müssen  (§  13),  und  wenn 
sie  vollkommen  sein  soll,  auch  den  Fall  der  Knickung  (§  23)  ein- 
znschliessen  haben. 


III.   Biegung;. 

Die  auf  den  geraden  stabfbrmigen  Körper  wirkenden  Kräfte 
treffen  dessen  Achse  rechtwinklig  und  geben  für  jeden  Querschnitt 
ein  Elräftepaar,  dessen  Ebene  senkrecht  auf  demselben  steht. 


§  16.     Gleiclmngen  der  Biegongsanstrengnng  und  der  elastischen 

Linie  nnter  der  Yoraassetznng,  dass  die  Ebene  de»  Kräftepaares 

den  Querschnitt  in  einer  der  beiden  Hauptachsen  Hchneidet. 

Bei  der  Entwicklung  dieser  Beziehungen  pflegt  man  von  der 
durch  Fig.  1  dargestellten  Sachlage  aus-  und  in  folgender  Weise 
vorzugehen. 

Der  bei  Ä  ab  eingespannt  vorausgesetzte  Balken  AB  ist  am 
freien  Ende  B  durch 


---j^.,r-.. 


Flg.  1. 
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die  Kraft  P  belastet,  hinsichtlich  welcher  angenommen  wird,  dass 
sie  in  die  Richtung  der  einen  Hauptachse  des  Stabqaerschnitte« 
falle.  (Ueber  das  Kennzeichen  der  beiden  Hauptachsen  eines 
Querschnittes  vergl.  §21,  Ziff.  1.)  Die  Kraft  P  ergiebt  dann  ftr 
den  beliebigen,  um  x  von  A  abstehenden  Querschnitt  CC  ein 
Krüftepaar,  dessen  Moment  P  {l  —  x)  ist  und  dessen  Ebene  den 
Querschnitt  senkrecht  schneidet,  sowie  eine  in  die  Querschnitts- 
ebene fallende  Kraft  P.  Die  Letztere  wird  als  nicht  vorhanden 
angesehen  und  damit  die  oben  als  Voraussetzung  der  einfachen 
Biegung  hingestellte  Bedingung,  dass  sich  die  äusseren  KrUfle  för 
jeden  Querschnitt  durch  ein  Kräftepaar  ersetzen  lassen,  dessen 
Ebene  den  Letzteren  rechtwinklig  schneidet,  erfüllt. 

Es  bezeichne  mit  Bezugnahme  auf  die  Fig.  1  bis  4 
3/,,  das  Moment  des  biegenden  Kräftepaares  hinsichtlich    des  in 
Bctraclit  gezogenen  Quei 'Schnittes, 
rj  den  Abstand   eines  Flächen  Streifens  d/  =  z  dt]  im   letzteren 
von  derjenigen  Hauptachse,  welche  eenkrocht  zur  Ebene  de» 
Kräftepaares  steht,  d.  i.  hiev  00  (Fig.  4), 
0  ^  J^^  df  ^  fti' zd^  das  Trägheitsmoment  des  Querschnittes 

hinsichtlich  dieser  Hauptachse, 
c,  den  grössten  positiven  Werth  von  ^  (Abstand  der  am  stärksten 

gezogenen  oder  gespannten  Faser), 
*■,  den  gi'össten  negativen  AVerth  von  ij  (Abstand  der  am  stärksten 
gedrückten  Faser), 
e  ^  *,  =  f„  sofern  der  Querschnitt  so  beschaffen  ist,  dass  beide 

Abstände  gleich  gross  sind, 
ff  die  durch  A/^  im  Abstand  ij,  d.  h.  im  Flächen  st  reifen  d/^  zd^ 

hervorgerufene  Spannung, 
k^  bezw.   k    die    zulässige  Anstrengung    des   Materials    anf  Zog 

bezw.  Druck, 
X  und  y  die  Koordinaten  des  beliebigen  Punktes  0  der  elasti- 
schen  Linie,    d.  h.   der  Kurve,    in    welche    die   urspränglick 
gerade  Stabachse  bei  der  Biegung  übergeht,  bezogen  auf  dMi 
aus  Fig.  2  ersichtliche  Koordinatensystem, 
ß  den  Krümmungshalbmesser  der  elastischen  Linie  in  dem  be- 
liebigen Funkte  0, 
a  den  Dehnungskoefficienten,  d.  i.  die  Aenderung  der  Längen- 
einheit für  das  Kilogramm  Spannung. 
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Unter  der  Einwirkung  der  Kraft  P  biegt  sich  der  Stab,  wie 
Fig.  2  erkennen  lässt.  Infolgedessen  werden  zwei  ursprünglich 
parallele,  um  dx  =  OOx  von  einander  abstehende  Querschnitte  CC 
and  CiCij  Fig.  1,  Fig.  3,  diesen  Parallelismus  verloren  haben  und 
einen  gewissen  Winkel  OMOx  mit  einander  einschliessen.  Dass 
flie  eben  und  senkrecht  zur  Mittellinie  bleiben,  wird  vorausgesetzt. 
Die  oberhalb  einer  gewissen  Faserschicht,  welche  sich  in  Ö  Oj  dar- 
stellt, liegenden  Fasern  haben  sich  gedehnt,  die  unterhalb  gelegenen 
verkürzt.    Ist  q  der  Abstand  des  Punktes  il/,  in  welchem  sich  die 


K-1  --H 


-SC 


Flg.  2. 


Flg.  i. 


Dnrchschnittslinie  der  beiden  Querschnitte  projicirt,  von  dem  Punkt 
Oy  also  der  Krümmungshalbmesser  der  jetzt  gekrümmten  Stab- 
aclise,  d.  h.  der  elastischen  Linie  im  Punkte  0,  so  findet  sich  für 
den  in  Betracht  gezogenen  Querschnitt  COC  die  verhältnissmässige 
Dehnung  b  im  Abstand  47  von  der  Geraden  00  (Fig.  4)  aus  der 
Erwägung,  dass  die  Strecke  PPx  =  CCx  =  00^  =  dx  infolge  der 
Biegung  übergegapgen  ist  in  PP\  also 


PP  —  PPx  ^  PP__^  _  Q 


^  —  1  =  '?- 


PP^ 


OOx 


Q 


1) 


Die  hiermit  verknüpfte  Spannung  <y  ergiebt  sich  unmittelbar 
aus  dem  Begriff  des  Dehnungskoefficienten  a  nach  Gleichung  2^ 
§2  zu 

1     ri 


a  a    Q 


1^) 


Bofem  Kräfte   senkrecht  zur  Stabachse  auf  die  Faserschicht  nicht 
einwirken  (vergl.  §  7  und  §  14). 

C.  B  «  e  b ,  ElMtieltat.    4.  Aufl.  1 2 
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Die  so  im  Inneren  des  Stabes  dnrch  das  Moment  M^  wach- 
gerufenen Kräfte  müssen  sich  mit  diesem  im  Gleichgewicht  be- 
finden. Dazu  gehört,  dass  die  algebraische  Summe  dieser  inneren 
Kräfte  in  Richtung  der  Stabachse  gleich  Null,  und  dass  sie  ein 
Moment  liefern,  welches  gleich  und  entgegengesetzt  M^  ist. 

Die  erste  Forderung  giebt,  wenn  der  im  Abstände  17  liegende 
und  in  Fig.  4  durch  Strichlage  hervorgehobene  Flächenstreifen 
von  der  Breite  z  und  der  Höhe  rfiy  mit  df  bezeichnet  wird, 

fadf=0, 3) 

genommen  über  den  ganzen  Querschnitt.  Mit  Rucksicht  auf  Olei- 
chung  2,  sowie  in  Anbetracht,  dass  q  für  sämmtliche  Streifen  eines 
und  desselben  Querschnittes  den  gleichen  Werth  besitzt,  findet  sich 
aus  Gleichung  3 

^  ndf=0 4) 


i- 


a 


Unter  der  Voraussetzung,  dass  der  Dehnungskoefficient  a  ftr 
alle  Punkte  des  Querschnittes  gleich  gross,  also  unabhängig  von  der 
Grösse  und  dem  Vorzeichen  der  Spannung  a  oder  der  Dehnung  b 
ist,  folgt 

f^d/=0, 5) 

d.  h.  die  Gerade,  in  welcher  die  Dehnungen  und  die  Spannungen 
den  Werth  Null  besitzen,  die  sogenannte  „neutrale  Achse"  oder 
„Nullachse",  geht  durch  den  Schwerpunkt  des  Querschnittes  und 
ist,  da  die  Ebene  der  äusseren  Kräfte  den  letzteren  in  der  einen 
Hauptachse  schneidet,  die  andere  Hauptachse  desselben. 
Die  zweite  Bedingung  liefert 

fadf.f,  =  M, 6) 

und  nach  Massgabe  der  Gleichung  2  unter  der  unmittelbar  vorher 
bezüglich  a  ausgesprochenen  Voraussetzung 


i". 


=i-Sf'f' 


woraus  mit 

ffl'd/=0, 7) 

d.  i.  das  Trägheitsmoment  des  Querschnittes  in  Bezug  auf  00, 
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& 

ag 


a 


0 


8) 


Der  reciproke  Werth  des  Krümmungshalbmessers,  d.  h.  die 
KriimmuDg,  ist  hiernach  proportional  dem  Dehnungskoefficienten  a, 
dem  biegenden  Moment  Af^  und  umgekehrt  proportional  dem  Träg- 
heitsmoment 0. 

Mit  der  Annäherung,  mit  welcher  der  allgemein  giltige 
Ansdrnck 

\dx\  . 


1 


ri-  _ 


dPy 
da? 


ersetzt  werden  darf  durch 


1 


dx 


9» 


9) 


dyV 
was  wegen   1  -h  (-^1  =c^\  zxdässig  erscheint  für  Durchbiegungen 

des  Stabes,  die  klein  sind  im  Verhältniss  zur  Stablänge,  findet  sich 

10) 


0dv 

"  a   da? 


Der  Ersatz   von  —  in  Gleichung  2    durch    die    rechte    Seite 

Q 


der  zweiten  der  Gleichungen  8  führt  zu 


''  =  ^'' 


Hiernach  sind  die  Spannungen  propor- 
tional dem  Abstände  der  Flächenelemente  von 
der  Nullachse,  wie  in  Fig.  5  dargestellt  ist. 

Damit  ergiebt  sich  die  grösste  Zugspannung 
cTi  für  den  grössten  positiven  Werth  von  ly,  d.  i.  nach 
Fig.  4  für  i7  =  H-^i,  zu 


11) 


U 


-_fe- 


Flg.  5. 


(ri  = 


0 


•17 


12) 


12' 
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die  grösste  Druckspannung  öj  für  den  grössten  negativen  Werth 
von  fj,  d.  i.  für  iy  =  —  ^s?  zu 


sodass 


oder 


<y«  =  — 


0'^ 


o  =     z    - 


5l 
0 


e.2y 


0 


-  e^y 


M,<:k--, 


13) 


...     14) 


§  17.    Trägheitsmomente. 

Die  in   §  16  entwickelten  Hauptgleichungen  setzen    im  Falle 

ihrer  Benutzung  die  Kenntniss  des  betreffenden  Trägheitsmomentes 

voraus.      Hinsichtlich    der    Berechnung    desselben    sei    Folgendes 

bemerkt. 

Ist 

0  das  Trägheitsmoment    des    Querschnittes    in    Bezug    auf   die 

Schwerpunktsachse  0  0,  Fig  1,    also   0=f9}^df=fffzdti, 


Flg.  1. 

©1  das  Trägheitsmoment  desselben  Querschnittes    in   Bezug  auf 
die  Achse  QQ,  welche  im  Abstände  a  zu  00  parallel  läuft, 
demnach  0i=f{''j-\-  af  df^ 
f  die  Grösse  des  Querschnittes, 
so  ergiebt  sich 

©t  =Rn  +  «)'  </ =  /f  df+  2  ajn  df-^-  a'fdf 
und  unter  Beachtung,  dass 
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/^d/=0  fvd/=0  fd/=/ 


0,  =  0  +  a»/. 


1) 


Von  diesem  Hilfssatz,  der  aasspricht^  dass  das  Trägheits- 
moment in  Bezug  auf  die  Achse  QQ  gleich  ist  dem  Träg- 
heitsmoment hinsichtlich  der  zu  QQ  parallelen  Schwer- 
pnnktsachse  0  0,  vermehrt  um  das  Produkt  aus  Quer- 
schnittsfläche und  Quadrat  des  Abstandes  der  beiden 
Achsen,  lässt  sich  oft  mit  Vortheil  Gebrauch  machen. 


1.  Rechteck,  Fig.  2. 


Fig.  2. 


Das  Trägheitsmoment  in  Bezug  auf  die  Seite  A  B  beträgt 


n 

0, = r  jj  6  rf^  =  j  6  Ä', 


U 


folglich   in   Bezug  auf  die  um  -^    davon  abstehende  Schwerpunkts- 
achse  O  O 

@  =  e,-ay=\-bh'-\J^Xbh  =  l^bh?    .   2) 


und 


0         0         1 

e  h         i:i 


3) 
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2.  I>rei€ck,  Fig.  3. 


Für  die  Achse  QQ 


h 


1 


-6A' 


2 
Für  die  um  -     h    davon    abstehende    Schwerpanktsachse    0  0 

ö 


3.   Kreis,   Fig.  4. 


H X    -  ->^ 


Fig.  4. 


Für  die  Schwerpunktsachse  00  wegen  iy=r8iny,  2  =  2rcos(p 

-4-  r  - 

0=\      fi^zdfj  =  4:7'*  \     sin^y  cos' ydy=-.- r* 


-  r 


0 


«  =  u  '•■ 


5) 


0    _    0    _    TT 


-lo'^- 


6) 
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4.  EtUpse,  Fig.  5. 


\  ' 


+« 


^-J-X 


Fig.  6. 

Wir  denken  uns  die  Ellipse  in  Verbindung  gebracht  mit  dem 
sie  nmschliessenden  Kreis  vom  Radins  a  nnd  beide  Querschnitte 
in  unendlich  schmale  Streifen  senkrecht  zur  Achse  0  0  geschnitten. 
Das  Trägheitsmoment  eines  jeden  Ereisstreifens  verhält  sich  nach 
Gleichung  2  zu  demjenigen  des  Ellipsenstreifens^  wie 


1: 


bV 


a 


Folglich  ergiebt  sich  das  auf  0  0  bezogene  Trägheitsmoment    der 
Ellipse  nach  Gleichung  5  zu 


«=^(^«)*(i)'=f"^ 


7) 


ö.  Zusammengesetzte  Querschnitte. 

a)  Rechnerische  Bestimmung,  Fig.  6. 


^iro   - 


Flg.  6. 


Der   Querschnitt    kann    zusammengesetzt  gedacht  werden    aus 


dem  liegenden  Rechteck 
Dreieck 


14.2  =  28  qcm, 
.1.1=  0,5     - 
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dem  stehenden  Rechteck     1  .  (12,05  —  2  —  1)  =  9,05  qcm 
liegenden  Rechteck    .  2,8  . 1  =  2,8 

Die  Lage  der  Schwerpanktsachse  0  0  bestimmt  sich  aus 

28  1 4-  0,5  (2  +  1)  +  9,05.(2 4- 9,05. 0,5) +2,8. (12,05 -0,5) 

^=_  A ^ ^1 =  2  99 

^  28  +  0,54-9,054-2,8  '^ 

und  das  Trägheitsmoment  in  Bezng    auf  diese  Achse    nach  Mass- 
gabe der  Gleichungen  2,  4  und  1  zu 

0  =  A  14^0  .  2,0^  4-  14  .  2  (2,99  -  1)« 
4-^gl  .  P4-  yl  .  1  (2,99-2,33)« 
—  1  .  9,05'  +  1  .  9,05  (6,025  —  2,99)« 
-^  2,8  .  P  4-  2,8  . 1  (11,55  -  2,99)«  =  500,7  cm*. 


b)   Zeichnerische  Bestimmung,  Fig.  7  bis  9. 

Bei  zusammengesetzten,  insbesondere  unregelmässig  begrenzten 
Querschnitten  pflegt  das  folgende,  von  Mohr  angegebene  zeich- 
nerische Verfahi:en  rascher  zum  Ziele  zu  führen,  als  der  Weg  der 
Rechnung. 

Die  Querschnittsfläche  von  der  Grösse  /  (im  Falle  des  ge- 
wählten Beispiels  Querschnitt  einer  Eisenbahnschiene)  wird  parallel 
zur  Achse,  in  Bezug  auf  welche  das  Trägheitsmoment  gesucht 
werden  soll,  in  eine  Anzahl  Streifen  zerlegt;  hierauf  trägt  man  die 
Querschnitte  f  1/2/3  •  •  .  /lo  dieser  Streifen  als  Strecken  /,  =01, 
/j  =  i  2,  /s  =  2  3  .  .  .  .  /lo  =  9 10  auf  einer  zur  genannten  Achse 
parallelen  Geraden  auf  (Fig.  8)  und  stellt  sich. diese  Flächen  als 
Schwerkräfte  vor,  welche  in  den  Schwerpunkten  der  Streifen  an- 
greifen; konstruirt  mit  dem  symmetrisch  zu    0 10    gelegenen    und 

von  dieser  Linie    um     -  abstehenden  Punkt  0  als  Pol  Kräfte-  und 

Seilpolygon,  Fig.  8,  bezw.  Fig.  9.    In  dem  Schnittpunkt  C  (Fig.  9) 
der  äussersten  Polygonseiten  1  C  und    10  C  wird   alsdann   —  wie 
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des  Seilpolygons  folgt   —  ein  Punkt 

CD    erhalten,    während    die    von    dem 

10  und  den  beiden  Polygonseiten  I  C  nnd 

e  F   (in  Fig.  0  durch  Strichlage,    von 

iteigend,    bezeichnet)    mit  _/  mnltiplicirt  das 

.üglich  der  Sehwerachse  CD  liefert. 


Beweis : 

Auf  den  Knotenpunkt  1  des  Seilpolygons,  welchen  wir  uns 
laseeschnitten  denken,  wirken  in  der  Richtung  C  1  die  Kraft 
in  der  Kicfatung  1  3  die  Kraft  S|  und  senkrecht  abwärts  die 
werkraft/',.  Dieselben  ergeben  in  Bezag  auf  den  Durchschnitts- 
itt  j\^  der  Geraden  C  1  mit  der  beliebigen,  zur  Richtung  der 
aifen  und  der  Schwerpnnktsachse  CD  parallel  laufenden  Achse 
tu,  die   Momentengleichnng 


186  ni.   Biegung. 

fiofem  Si  in  der  eigenen  Richtangslinie    nach  ß,  verlegt   und  hier 
in  seine  Vertikalkomponente    und    in    seine  wagrechte  Seitenkraft 

zerlegt  wird. 

Durch  Multiplikation  mit  a^  findet  sich 


/i  a:,^  =  2H^\'^'  =  2  H  .Fläche  AI  B,=f ,  Fläche  A  1  B,, 


In  ganz  gleicher  Weise  folgt  für  den  Knotenpunkt  2 

/,  ar,^  =/.  Fläche  ßi2jBj, 
für  die  folgenden  Knotenpunkte  ^ 

/3  a^  =/ .  Fläche  B^  3  B^, 


/io<=/.  Fläche  ßa  10  Bio. 


Nun  ist  das  Trägheitsmoment  0^  des  ganzen  Querschnitts  in 
Bezug  auf  die  Achse  ABiq  —  streng  genommen  allerdings  nur 
unter  Voraussetzung  unendlich  schmaler  Streifen  — 

=/. (Fläche  AlB,-^- Fläche  ß,  2 fi,  +  Fläche  B, 3 ^3+  . . . 
H- Fläche  ßglO  ßio) 
=/.  Fläche  A\  5  lOCßio 


und  in  Hinsicht  auf  die  Schwerpunktsachse  CD  nach  Gleichung  1 

0  =  0,  —fa\ 

Unter  Beachtung,    dass  Fläche  ACBiq  =  a^  (wegen   A.  ACBio 
=  90«),  wird 
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&  =/ .  (Fläche  ^  1  5  10  Cfi,o  —  Fläche  ACB,^ 
=/ .  Fläche  1  5  10  C  =/ .  F^, 

B  das  Mohr' sehe  Verfahren  voraussetzt. 

Für  die  Achse  EE\\  CD  ist,  wie  nach  Massgabe  des  Erörterten 
ne  Weiteres  klar,  das  Trägheitsmoment 


/.(F  +  Fläche  CJ5;G), 

h.  gleich  dem  Produkt  aus  Stabquerschnitt  und  der  Summe  der 
üden  in  Fig.  9  durch  Strichlage  hervorgehobenen  Flächen. 


6*    ZiisamnienMeUung* 


Querschnittsfomi 


Trägheitsmoment 
0 


Schwerpunkts- 
abstand 


Grosse  des 
Querschnittes 

/ 


*--4l-« 


.t 


n 

64 


n 


n 
64 


(d*-rfo*) 


d 
2 


~-(d^-0 


n 


an 


a 


na  b 


n 


'r-{an-aih,) 


e^=  a 


n  (a  b  —  0^0  ^o) 


^^6'=0,54  6* 


e  =  0,866  i 


•^  '  f-  ^2  =  2,6  b'- 


2 


0,54  i* 


«  =  i 


2,6  i' 


188 


III.   Biegung. 


Querschnittsform 


Trägheitsmoment 
0 


Schwerpunkts- 
abstand 


Grösse  d 
Querschni 

/ 


1      ■      : 


^-. 


-<i-  -•> 


1 

12 


bh? 


bh 


l^  (l>  h'-bo  V) 


«  = 


6A— i, 


1 


12 


.[Ä'«-i-(i-»V] 


2 


A  «  -H  (i  - 


1 
36 


6A' 


2  . 


2 


iA 


1   b'+Ub,+bi* 


36 


*. 


A' 


0.0069  d* 


et 


6+26,  A 
6+6,   3 

26+6,  A 
6+6,    3 


et  =  0,212  d 
f,  =  0,288  d 


6+6, 
2 


n 


(/' 


Ucber  die  beiden  Hauptträgheitsmomente  eines  Qaerschnit 
vergl.  S21,  Ziffer  1. 


§  18.    Fälle  bestimmter  BelastuDgen.  Ig9 


§  18.   FäUe  bestimmtep  Belastungen. 

.  1.   I>er  Stab  (vergl.  Fig.  1,  §  Iß,  Fig.  2,  §  16)  ist  an  (ledn  einen  Emle 

iHngespat^ntf  atn   freien  Ende  mit  JP   heiastet.     Ausserdem    trügt 

^ttr^eiöe  eine  gleichn^üssig  über  seine  Länge  l  vertheilte  Belastung 

Q  =  pl. 

Für  den  beliebigen  Querschnitt  CC,   welcher  um  x  von  der 
Einspannstelle  absteht,  ergiebt  sich 

(l  jjV 

Den  grOssten  Werth  erlangt  3/^  für  a  =  0,  nämlich 

max  (3/,)  =  Pl-^P^=lp  +  -^J  l. 

Demnach  findet  nach  den  Gleichungen  14,  §  16,  die  stärkste  An- 
itrengung  im  Querschnitt  der  Einspannungsstelle  A  statt. 

Zur   Festellung  der   elastischen   Linie    ergiebt   sich    mit  Glei- 
chung 10,  §  16 

md  für  Materialien,  für  welche  der  Dehnungskoefficient  a  kon- 
itant  ist  —  Gleichung  10,  §  16  gilt  zunächst  auch  nur  für  solche  — , 
aowie  unter  der  Voraussetzung  der  Unveränderlichkeit  des  Träg- 
Witsmomentes  & 

sofern  die  Integrationskonstante  C  genannt  wird.  Dieselbe  bestimmt 
sich  ans  folgender  Erwägung.  Mit  der  Bezeichnung  der  Ein- 
spannung  verknüpft  man  den  Begriff,  dass  an  der  Einspannstelle 
die  elastische  Linie  (in  Fig.  2,  §  16,  AOE)  von  der  ursprünglich 
geraden  Stabachse  {AX)  berührt  wird*),  d.  h. 

*)   Ueber    die   Zulässigkeit  dieser  nur  uusnahmsweise   thatsüclilich  ganz  er- 
füllteD  VorauBsetzuDg  vergleiche  §  53. 
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f ur  o;  =  0  ist  -^  =  0. 

ax 


Damit  folgt  C=0,  sodass 


dy 
dx 


a 


PI 


"^+^IP 


—  /  ar  4-  -^- 


3 


)1' 


•  1) 


Hieraus  lässt  sich  für  jeden  beliebigen  Punkt  der  elastischen 
Linie  der  Winkel  berechnen,  welchen  die  Tangente  an  letzter» 
in  dem  betreffenden  Punkt  mit  der  ursprunglich  geraden  Stab- 
achse einschliesst.  Beispielsweise  findet  sich  für  das  freie  Ende  J?, 
Fig.  2,  §  16,  dieser  Winkel  ß  mit  a  =  l  zxx 


^^f-M''^i]' 


und  angenähert,  da  es  sich  nur  um  sehr  kleine  Werthe  von  ß  m 
handeln  pflegt, 


'  =  2-1  (^  +  f  I '■■ 


2) 


Aus  Gleichung  1  folgt  unter  Beachtung,  dass 

für  X  =  0  auch  y  =  0, 
die  Gleichung  der  elastischen  Linie 


1/ 


a 
0 


U'-lhlhi' 


-f)l 


a^.    .     3) 


Die    Durchbiegung  y'  des    freien    Endes    beträgt,    da    hierfür 


a 


=  /. 


y  = 


a 


&      3 


sr         0     3^8 


p. 


.     4) 


r 
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2.   I>er  Stab  liegt  beiderseits  auf  Stützen,     Fig.  1.     Er  ist  beUxstet 

durch  die  gleichnUisslg  über  ihn  vertheiUe  Lagt  Q=p  (a-^  b)  =  pl 

und  durch  die  im  Punkte  C  angreifende  Kraft  JP. 


Flg.  1. 


Die  Aaflagerdrucke  der  Stützen  A  und  B  sind 


A  =  P-^  + 


Q 

2 


B-Pf  +  I- 


Für   den  um  .r  vom  Auflager  A  abstehenden  Querschnitt  ist 
das  biegende  Moment 


Af,  =  A.-pf=ip± 


2r     2 


Oasselbe    erlangt   innerhalb   der   Strecke  AC  =  a   einen   grössten 
Werth  für 


l 


Q 

+  — =  par 


Gofem 


/ 


Der  gesuchte  Querschnitt  könnte  hiemach  nur  in  der  grösseren  der 
beiden  Strecken  a  und  b  liegen,  und  zwar  zwischen  der  Balken- 
mitte   and    dem    Angriffspunkt  C  der  Kraft  P,  vorausgesetzt,    dass 
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Biegung. 

oder 

I< 

9.n 
2b 

/ 

a  — 
26 

b 

p 

a>p]  + 

Q 

2"' 

d.  h.  dass  die  über    die    Strecke    a   gleichmässig    vertheilte    Last 
grösser  ist  als  der  Auflagerdrack  in  A. 
Für  den  Fall,  dass 

P        a  —  b 

liegt  der  durch  die  Biegung  am  stärksten  beanspruchte  Querschnitt 
im  Angriffspunkte  C  der  Kraft  P. 
Demnach  ergiebt  sich, 

•p  t 

wenn       >^    ^       ,  d.  i.  für  den  Querschnitt  C 


wenn 


P  ^a-b  .  ^  ,    ,     ^ 

g<  Y6-'^-'-  für  .=  ^-6  + 


9 


™.(.,^(.:^f](-2.^^)-l-(^..  ' 


2 


=i-M)V<, «) 


Für  Q  =  0  wird 

6 


und  wenn 


max  {M^  =  P  j   '  o» 


a  =  b=  2, 


PJ 
max  (iUJ  =  -^ 7) 


r 
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Für  P  =  0  wird 


max  (M.)  ^  -^ 


Q±_pP 

8  8 


8) 


Zur  Bestimmung  der  elastischen  Linie  innerhalb  der  Strecke 
AC  ergiebt  sich  nach  Gleichung  10,  §  16, 


a' 


imd  unter  der  Voranssetzang  der  Unveränderlichkeit  von  a  und  0') 
(vergl.  Ziff.  1) 


_0^       1^^_1 


a 


dx 


^P^-^C, 


Wegen 


y  =  0    für  «  =  0    wird  C,  =  0. 


O^' 


Für  die  Strecke  B  C  findet  sich  entsprechend 

0  1  1 

—  —  y,  =  g-  ß  xj'  —  2j  p  «,*  +  C  ^1  +  6'", 

C"  =  0. 


<)  Für  den  Fall,  dass  9  stark  oder  auch  plötzlich  veränderlich  ist,  wie  dies 
Ä.  B.  bei  Wellen  von  EraftmaschiDen,  Dynamomaschinen  u.  s.  w.  häufig  auftritt, 
empfiehlt  sich  die  zeichnerische  Bestimmung  der  elastischen  Linie  auf  Grund  des 
Ifoli raschen  Satzes,  dass  die  elastische  Linie  eines  geraden  Stabes,  der  airf 
Biegung  beansprucht  wird,  als  eine  Seilkurve  aufgefasst  werden  darf.  S.  die 
fijüiiii gehende  Arbeit  Ensslin's  über  „Die  Durchbiegung  ungleich  starker  Wellen" 
in  Dingler's  polytechnischem  Journal  1901,  Band  316,  Heft  22. 

Ueber  das  Bedürfniss,  die  Durchbiegung  von  Wellen  oder  auch  die  Winkel 
xa  bestimmen,  unter  denen  die  elastische  Linie  der  Welle  in  den  Lagern  gegen 
den  Horizont  geneigt  ist,  vergl.  des  Verfassers  Maschinenelemente,  4.  Abschnitt 
miter  ^^B.  Achsen  und  Wellen**  (1892,  S.  317  u.  f.,  S.  324  u.  f.;  1901,  S.  434  u.  f., 
S.  441  tu  f.)- 

C.  B  *  e  b  ,  ElasUeitEt.    4.  Aufl.  13 
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Die    Senkimg   im    Punkte  C  muss  für  beide  Strecken  gl< 
erhalten  werden,  d.  h. 


6 


24 


Femer  mnss  der  Neigungswinkel  der  elastischen  Linie  im  Pnnki 
der  Strecke  AC  gleich  dem  negativen  Werth  des  Neigungswinl 
der  elastischen  Linie  im  Punkte  C  der  Strecke  BC  sein,  d.  h. 

1 


^-Aa'-\pa'  +  C,  =  -^Bb' 


6 


pb^  —  C, 


Nach  Beseitigung  von  Cx  und  C  mittelst  der    beiden 
Gleichungen  findet  sich 

für  die  Strecke  AC 


leti 


\a^-^,^ 


f  0».^-y)  =  -6-^^-^P^* 


ßi=\P 


ab(a  +  2b)        QP\_^ 


6^ 


•  • 


für  die  Strecke  B  C 

0  11 

—  (i»^Pi  —  Vi)  =  -qB ^i'  —  24P  -^i* 

_  /        abi2a-^b)        QP\a 
P*-\^  61  '^24)0-     ) 

Die  Durchbiegung  y'  im  Angriffspunkte  C  der  Kraft  P  ergi 
sich  zu 


•  • 


10 


Für  den  Fall,  dass 


a  =  b  =  ^-, 
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t 


ßi  =  ß*  =  ß=\P-^Y^]wW  ...  11) 

sofern  Q  =  0 

'*-16~0~'         ^^> 

y=48-6r 14) 


'i.  />er  «Sto6  M  beiderseits  wagrecht  eingespannt,  Fig*  2,  und 
astet  durch  die  gleichnUissig  ilber   ihn  vertheiUe  Last  Q  =  pl9 
sotrie  durch  ilie  in  der  Mitte  C  angreifende  Kraft  JP. 

Wie   bereits  unter  ZifF.  1  erörtert,   wird  mit  der  Bezeichnung 
-  Einspannung  der  Begriff  verknüpft,   dass  die  elastische  Linie 


Fig.  2. 


i  der  Einspannstelle  die  ursprunglich  gerade  Stabachse  zur  Tan- 
iüte  hat  Die  vorausgesetzte  Einspannung  in  A  und  B  bedingt 
iemach,  dass  die  gerade  Stabachse  AB  die  elastische  Linie  AGB 
1  A  und  B  berührt.  Inwieweit  sich  dies  thatsächlich  erreichen 
Mst,  darüber  wird  in  §  53  das  Nöthige  erörtert  werden.  Be- 
Derkt  sei  jedoch  schon  hier,  dass  nur  in  sehr  seltenen  Fällen  von 
»irklicher  Einspannung  in  dem  bezeichneten  Sinne  gesprochen 
werden  kann. 

Bei  der  Symmetrie  der  Belastung  genügt  es,  nur  die  Hälfte  AC 
des  Stabes  in  Betracht  zu  ziehen. 

13* 
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An  der  Einspannstelle  A  wirken  anf  den  Balken 

ein  Kräftepaar  vom  Momente  Mj^ 

P       Q 

-    Auflagerdruck  -^  =  "9"  +  "9"  * 

Für  den  beliebigen^  um  x  von  der  Einspannstelle  A  abstehen-^j 
den  Querschnitt  ist  das  biegende  Moment 

M,  =  M^-i-Ax'-^' 

Hiermit  liefert  die  Gleichung  10,  §  16 

woraus  unter  Voraussetzung^  dass  a  und  ©  unveränderlich  sindy 

G  du        --.       .     1    ^    «       P^ 

-f-  =  M^X'+-^Aa!'  —  ^' 

a    dx  ^  2  6 

Die  Integrationskonstante  ist  wegen   der  angenommenen  Be- 1 
festigungsweise  der  Stabenden,  d.  h.  wegen  / 

I 

^  =  0    für  x  =  0, 
dx 

ebenfalls  gleich  Null. 

Die  unbekannte  Grösse  des  Momentes  M^  ergiebt  sich  durch 
die  Erwägung,  dass  für 

sein  muss,  aus  der  Gleichung 

ZU 
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80  links   drehend^  wie  nach  der  Form  der  elastischen  Linie  er- 
artet  werden  mosste. 

Hiermit  das  biegende  Moment  im  Abstände  x  von  A 

Für  die  Stabmitte  x=  -^  folgt 

^»  =  -8-^24' ^^^ 

L  L  absolut  genommen  -^  weniger,  als  das  Moment  M^  an  der 

Eünspannstelle. 

Da  3/^  für  die  Mitte  C  positiv  ist,  so  mnss  das  Moment  für 
einen  Querschnitt  zwischen  A  und  C  Null  sein^  entsprechend  einem 
Wendepunkt  der  elastischen  Linie.  (In  Gleichung  8,  §  16,  wird 
f=  »  für  M^  =  0.) 

Ftlr  den  Fall,  dass  Q  =  0,  ergiebt  sich  das  Moment 

PI 
im  Punkte  -4  zu  —  ^> 

-       -      c  .f. 

-    Abstände  ^  =  x  (Wendepunkt)         0. 

Für  den  Fall,  dass  P  =  0,  wird  das  Moment 

Ql  pP 


im  Punkte  A 


C 


12  12 

Ql       .   pP 


24  24 

-     Abstände  .r  =  0,2113  Z  (Wendepunkt)  0. 

Die  Gleichung  der  elastischen  Linie  wird  erhalten  durch  noch- 
malige  Integration   des    für   den    ersten   Differentialquotienten  er- 
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langten  Ansdmckes  nnter  Beachtnng,  dass  für  ^  =  0  auch  y=0 

0  1    w-     .^   1     .    .        P^ 


6 


24 


•  * 


Hieraus  findet  sich  die  grösste  Durchbiegung  y    für  o?  =  -^ 


^■=i^-i)f4 


17) 


§  19.  Körper  von  gleichem  Widerstände. 

Körper  dieser  Art  sind  so  geformt^  dass  die  Belastung  in 
sämmtlichen  Querschnitten  eines  und  desselben  Körpers  die  gleiche 
Grösstspannung  hervorruft.  Unter  Bezugnahme  auf  die  Be- 
ziehungen 14,  §  16,  heisst  dies,    dass  für  sämmtliche  Querschnitte 

k_  =  ^- ,   bezw.  k  = 


O 


0 


konstant  ist.    Daraus  folgt,  dass  die  Querschnitte  mit  M^  sich  der^ 
art  ändern  müssen,  dass  der  Quotient 

0  0 

M^:-     ,   bezw.  Jf^  : 


es 


für  alle  Querschnitte  gleich  bleibt. 

Hiermit  führt  Gleichung  8,  §  16,  zu 


a 


& 


M,.    1 


a 


0     e 


a 


1 


woraus  ersichtlich,  dass  im  Falle  eines  konstanten  Abstandes  €i 
und  bei  Unveränderlichkeit  von  a  die  elastische  Linie  zum  Kreise 
wird. 


§  19.   Körper  von  gleichem  Widerstände. 
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Im   Jy^r  dt^^rseits  eingespannte,  andereraeUa  freie  Körper  mit  recht- 
ecMciff^wn    Q'U^rschnitt  van  hongtanter  Breite  b  ist  anh  freien  Binde 

durch  JP  betoBtet,  Fig.  1. 


Flg.  1. 


Für   den  um  x  von  A  abstehenden  Querschnitt  beträgt 


M^  =  Pil  —  x),        ©  =  -^62',         «.  =  «,  =  A.,      -^  =  1-4^.. 


Folglich 


P{Ji  —  x)       ,       , 
«.  =  — : —  =  konstant, 


6 


bz* 


worsns  mit  l  —  x  = 


X, 


"-^<' 


-x)  = 


6P 

TT"'" 


d.  i.  die  Gleichung  einer  Parabel.  Demnach  ist  in  Fig.  1  die  Be- 
grenzung* EBD  nach  einer  Parabel  zu  gestalten,  für  welche  BA 
die  Hauptachse,  B  der  Scheitel  und  E{D)  ein  zweiter  Punkt  ist, 
dessen   Lage  bestimmt  erscheint  dui*ch 


^=^^^=1=1/' 


&pi 

ich 


Die    Durchbiegung  y'  am  freien  Ende  ergiebt  sich  unter  Zu- 
emadie\ego.ng    des    Koordinatensystems   xy    (vergl.   Fig.  2,    §  16) 
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III.   BiegoDg. 


nach    Gleichung  8   nnd    10,    §  16,   unter   Beachtung   des    S.  198 
unten  Bemerkten  aus 


da?         e,  z 


2  a  kVl 


hVl  —  x 


y  =a 


6A» 


V  {i—xy 


2APP 
6A' 


X  — 


16  PP 


sofern  a  als  unveränderlich  betrachtet  und  im  Auge  behalten  wird, 
dass  für 


x  =  0 


dy  _ 


dx 


=  0 


y  =  o, 


zu 


y 


a 


8PP 


1) 


Für   den   gleichbelasteten,   jedoch   prismatischen    Stab    ergab 
Gleichung  4,  §  18 


y  = 


a     PP 


Uk^  3 


a 


12 


d.  i.  genau  die  Hälfte  des  Werthes  von  Gleichung  1. 

Nach  Massgabe  der  vorstehenden  Rechnung  würde  der  Quer- 
schnitt im  Angriffspunkte  der  Kraft  P  gleich  Null  sein.  Dieses 
natürlich  unzulässige  Ergebniss  ist  die  Folge  der  Vemachlässigong 
der  Schubkraft. 

Unter  „Biegung  und  Schub"  wird  in  §  52  das  zur  Feststellung 
der  Querschnittsabmessungen  gegen  das  Ende  des  Stabes  hin  Er- 
forderliche bemerkt  werden. 


r 


§  19.   Köiper  Ton  gleichem  Widerstände. 
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2.   I>er  Siaö  wie  unter  1,  Jedoch  van  konstanter  Höhe  h,   Fig.  2. 


Flg.  S. 


Für   den  um  x^  vom  freien  Ende  B  abstehenden  Querschnitt 
eigiebt  sich 


M^ 


P^u         ®=:^h^z, 


ei  —  e^  — 


2  ' 


P  X 

k^= —  =  konstant, 


1 


h'^z 


0        1 

— -  =  -  -  Ä*  r 


6P 


k^K 


2     ^IJ 


d.  h.   die  Begrenzungslinien  BC  und  BD  sind  Gerade,  deren  Lage 
durch 

3Pl 


beBtimmt  wird. 

Die  elastische  Linie  ist  nach  Massgabe  der  Gleichung 

\  k^  k 

—  =  a  —  =  z  a     - 

infolge  der  konstanten  Höhe  des  Stabes  ein  Kreis  vom  Halbmesser 


Q  = 


h_ 
2ak. 


i 


202  ni.    Biegung 

Die  Durchbiegung  y'  am  freien  Ende  B  wird  daher 


Z«  ,    /»  6PZ» 

^  =  2"e  =«*'T  =  «-Ä^ 


-     2) 


d.i.  1,5 mal  so  gross,  wie  die  Darchbiegimg  (nach  Gleichung  4, 
§18)  unter  sonst  gleichen  Verhältnissen  bei  konstanter  Breite 
sein  würde. 

Vergleiche  Schlussbemerkung  zu  ZiflF.  1. 


S,    Der  Stab  liegt  beüleraeits  auf  Stützen,   Fig,  S,    und  ist  durth 
die  int  P^unkte  C  angreifende  Kraft  JP  beUutet» 


Flg.  S. 


Der  Theil  A  C  verhält  sich  wie  ein   bei  C  eingespannter  und 
bei  A    durch  P---  belasteter  Stab,    der  Theil  BC  wie   ein  bei  C 

eingespannter  und  bei  B  mit  P  —    belasteter    Balken    (Fall    wie    1 

bei  Ziff.  1  und  2). 

Ist  der  Querschnitt    kreisförmig,    so  findet    sich   für  den  be- 
liebigen, um  X  von  A  abstehenden  Querschnitt  der  Strecke  AC 


M,  =  P   ra:, 


G 


n 
32 


.  «3 


Damit  wird 


k  = 


P^-a. 


TT 

32 


=  konstant, 


,3 


§  20.    Die  Voraussetzungen  der  Gleichungen  in  §  16.  203 


32P6 

nk_  l 


^  = 7— r-  x^ 


d.  i.  die  Gleichung  einer  kubischen  Parabel,  für  welche  A  C  die 
Hauptachse,  A  der  Scheitel  ist  und  deren  Ordinate  im  Querschnitt 
bei  C  durch  die  Gleichung 


=i 


,       ,,  32Pa6 
d 


nkl 

z 

bestimmt  wird. 

Da  sich  fiir  die  Strecke  B  C  ein  ganz  entsprechendes  Ergeb- 
niss  findet,  so  besteht  der  gesuchte  Körper  AB  aus  zwei  nach 
kubischen  Parabeln,  welche  sich  im  Querschnitt  bei  C  schneiden, 
geformten  Umdrehungskörpem. 

Vergleiche  Schlussbemerkung  zu  ZifF.  1. 


§  20.    Die  bei  der  Entwicklung  der  Gleichungen  in  §  16  gemachten 

Voraussetzungen  und  ihre  Zulässigkeit. 
Der  durch  Biegung  in  Anspruch  genommene  Stab  auf  Grund 

des  Gesetzes  e  =  a  <r"». 

Die   Voraussetzungen,    welche    in    §  16  zur  Bestimmung    der 
Biegangsanstrengung,  Gleichung  14,  führten,  sind: 

1 .  EHe  auf  den  geraden  stabförmigen  Körper  wirkenden  äusseren 
Kräfte  ergeben  für  jeden  Querschnitt  nur  ein  Kräftepaar, 
dessen  Ebene  den  Querschnitt  in  einer  der  beiden  Haupt- 
achsen senkrecht  schneidet. 

2.  Die  Fasern,  aus  denen  der  Stab  bestehend  gedacht  werden 
kann,  wirken  nicht  auf  einander  ein,  sind  also  unabhängig 
von  einander. 

3.  Die  ursprünglich  ebenen  Querschnitte  des  Stabes  bleiben 
eben. 

4.  Der  Dehnungskoefficient  ist  für  alle  Fasern  gleich  gross,  also 
auch  unabhängig  von  der  Grösse  und  dem  Vorzeichen  der 
Dehnungen  oder  Spannungen. 

Diese  Annahmen  treten  am  deutlichsten  vor  das  Auge,  wenn 
iwir  uns  einen  Körper  so  ausgeführt  und  beansprucht  denken,  dass 
sie    erfüllt    sind.     Zu  dem  Zwecke  stellen  wir  uns  vor,    der  Stab 
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bestehe  aus  einzelnen,  von  einander  unabhäDgigen,  urs 
gleich  langen  Fasern,  etwa  Tf-ie  die  Fig.  1  and  2  (Dnr 
erkennen  lassen.  Mit  dem  einen  Ende  seien  dieselben  : 
AB  befestigt,  mit  dem  andere 
Platte  CD.  Die  Letztere,  welch 
gewichtslos  denken  wollen,  wer 
Mittelebene  von  einem  Kräftep 
dessen  Moment  M^^  P a  ist, 
Sie  dreht  sich  infolgedessen 
Achse  EE.  Die  links  von  d 
legenen  Fasern  werden  gedehnt, 
davon  befindlichen  erfahren  ein< 
zung.  Von  den  gedrückten  Fasi 
vorausgesetzt,  dass  sie  sich  nach 
bin  nicht  aasbiegen.  Die  ÄaSa 
Fasern  als  voltkommen  gleich« 
federn,  etwa  wie  in  Fig.  3  g 
wird  diese  Vorstellnng  erleichtei 
Wie  ohne  Weiteres  ersieht 
bei  dieser  Sachlage  die  Verla: 
bezw.  Verkürzungen  der  Faser 
tional  dem  Abstände  von  der  A 
Bedeutet  l  die  Längen 
welche  die  arsprönglich  /  lange 
Abstände  ^  von  der  Achse  EE 
Fasern  erfahren  haben,  so  ist 

l 

"=1- 

die  verhältnissmassige  Längen 
d.  h.  die  Dehnung  im  Abstände 
diese  Grösse  im  Abstände  1  i 
zeichnet,  so  findet  sich 


Hiermit  ist  eine  Spannung 


§  20.   Die  VoraussetzoDgen  der  Gleichungen  in  §  16. 
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verknüpft,  welcher  bei  dem  Querschnitt  /o  der  im  Abstände  fj  ge- 
legenen Fasern  eine  Kraft 


€ 


<^/o  =  — ■  v/i 


a 


•  entspricht. 

Die  Gesammtheit  dieser  inneren    Kräfte   mass    sich    mit    den 
äusseren  Kräften  im  Gleichgewicht  befinden.  Infolgedessen  muss  sein : 
die  algebraische  Summe  dieser  inneren  Kräfte  in  Richtung 
der  Stabachse  gleich  Null,  d.  h. 

nnd  femer  die  Summe  der  Momente  dieser  inneren  Kräfte 
gleich  dem  Moment  des  Kräftepaares  Pa  =  M^y  d.  h. 

Aus  der  ersten  Bedingüngsgleichung  folgt  bei  Unveränderlich- 
keit  von  a 

s/o  v  =  o, 

d.  b.  die  Nullachse  EE  geht  durch  den  Schwerpunkt  sämmtlicher 
Paserquerschnitte,  bildet  also  die  zweite  Hauptachse  des  Gesammt- 
^aerschnittes. 

Die    zweite    Bedingungsgleichung  führt  unter  der  soeben  ge- 
nannten Voraussetzung,    a    betrefiend,    und    bei    Beachtung,    dass 

^/o^  =  ®,  z« 


if,= 


a 


0. 


Beträgt  der  Abstand  fj  der  am  stärksten  gezogenen  Fasern  ^i, 
ler  am  stärksten  gedrückten  —  e^j  so  erfahren  diese  Fasern  die 
Spannungen 


(X,  = 


a 


'U 


bezw.      <Xq  =  — 


a 


e^j 


roraus  folgt 


a 


a 


e^ 
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und  hiermit 

UM  ®  nr  ® 

M,  =  c.  —  M.  =  —  Oj  — 


Bei  Berücksichtigung,  dass 


—  Oa  <  Ä:, 


folgt 


oder 


.=       0  ^^     0 

dl  62 


M,  M, 


d.  s.  die  in  §  16  entwickelten  Gleichungen  14. 

Wir  bemerken  —  wie  hervorgehoben  sei  — ,  dass  bei  der  voi^ 
ausgesetzten  Sachlage  die  Stabachse  gerade  bleibt,  dass  also  das 
Kräftepaar  PP  mit  dem  Momente  Pa  eine  Krümmung  derselben 
nicht  veranlasst. 

An  die  Stelle  der  Krümmungsachse,  welche  sich  ini  Krüm- 
mungsmittelpunkt projicirt,  tritt  hier  der  Durchschnitt  der  Ebenen 
CD  und  AB'). 

Weiter  bemerken  wir,  dass  hier  die  Ebene  CD  aufhört,  senk- 
recht zur  Faserrichtung  und  zur  Stabachse  zu  stehen. 

Die  Beziehung  1,  §  16,  welche  für  den  gebogenen  Stab,  Fig.  2, 
§  16,    unter    der  Voraussetzung  abgeleitet  worden    war,    dass    die 


*)  Der  Winkel  i/*,    den   beide  Ebenen  mit  einander  einschliessen,    lässt  sich 
durch  folgende  Erwägung  leicht  feststellen. 

Es  betragt  die  Spannung  im  Abstände  1   von   der  Nullachse und    die 

Dehnung   dieser  Faser  *'  =  a  -   - ,    somit  die  Längenänderung  der  ursprünglich 

Cr 

/  langen  Faser  im  Abstände  1  von  der  Nullachse 

d.  i.  al)er  auch  gleich  das  Mass  des  Drehungswinkels  der  einen  Ebene  gegen  die 

andere,  also 

t/' = « -—  /. 1) 


§  20.    Die  Voraassetzungen  der  Gleichungen  in  §  16.  207 

Querschnitte  senkrecht  zur  gekrümmten  Mittellinie  stehen^  gilt  eben 
anch  dann,  wenn  die  Achse  gerade  bleibt,  Fig.  1,  nur  müssen  dann 
die  einzelnen  Querschnitte  sich  gegen  die  Achse  derart  neigen, 
dass  ihre  Cbenen  sich  sämmtlich  in  derselben  Geraden  schneiden, 
-welche   den  Durchschnitt  der  Ebenen  AB  und  CD  bildet. 

Die  Tangente  des  Neigungswinkels  eines  beliebigen,  zwischen 
AB  nnd  CD  gelegenen  Querschnittes  ist  proportional  dem  Abstand 
des  Sch^rerpunktes  desselben  über  AB,  g  hat  dann  hierbei  aller- 
dings nicht  mehr  die  Bedeutung  des  Krümmungshalbmessers,  son- 
dern bezeichnet  den  Abstand  der  Schwerachse  EE  von  der  Durch- 
schnittslinie   der  Ebenen  AB  und  CD.     Eine    Ersetzung    von 

Q 

durch   =ti  —y^  ist  dann  natürlich  unzulässig. 

aar 

1.   Was  nun  zunächst  die  Voraussetzung  unter  1  betrifft, 

dass     die    auf   den    Stab    wirkenden    äusseren    Kräfte    für 


1 


Flg.  4. 

jeden   Querschnitt  nur  ein  Kräftepaar  liefern,  so  ist  festzu- 

.    stellen,    dass  dieselbe  nicht  erfüllt  zu  sein  pflegt.     Die  Erzeugung 

des  biegenden  Momentes  erfordert  Kräfte,    welche    nur  ganz  aus- 

nahmsiTveise,    etwa  wie  im  Falle  der  Fig.  1,    wobei  die  Stabachse 

^    gerade    bleibt,    oder  im  Falle  der  Fig.  4  für    den    mittleren  Theil 

i    Jlßj  der  dann  wegen  il/^  =  konstant  nach  einem  Kreise  gekrümmt 

ist,  nicht  mehr  als  ein  Kräftepaar  ergeben.    In  der  Regel  ist  immer 

eme  Schubkraft  vorhanden  (vergl.  Einleitung  zu  §  16),  deren  Ein- 

flnss  allerdings  in  vielen  Fällen  in  den  Hintergrund  tritt. 

Hinsichtlich  der  Fälle,  in  denen  die  Schubkraft  Bedeutung 
erlangt  muss  auf  „Biegung  und  Schub"  in  §  52  verwiesen  werden. 

2.  Was  sodann  die  unter  2  genannte  Voraussetzung  an- 
belangt, dass  die  Fasern  eine  gegenseitige  Wirkung  auf 
einander  nicht  austiben,  so  erkennt  man  sofort,  dass  dieselbe 
f&r  einen  aus  dem  Oanzen  bestehenden  Stab  nicht  erfüllt  ist.    Wie 
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wir  in  §  1,  bezw.  §  7  und  11  sahen,  ist  verbunden:  mit  der  Behntug  J 
in  Richtung  der  Stabachse  eine  Zasammenziehung  senkrecht  zu  dw  I 
selben,    also    eine  Verminderung  des  Faserquerschnittes,    und  milB 
der  Verkürzung  eine   Querdehnung,    demnach    eine  Vergrössemng 
des  Foserquei-echnittes.    Diese  Formänderungen  senkrecht  znr  Stib- 
achae  sind  um  so  bedeutender,   je  mehr  die  Dehnungen    (positiw 
wie    negative)    in   Richtung    der  Fasern    betragen.     Da    nun  hiff 
diese  Längsdehnungen    mit    dem  Abstände    von    der  Nullachse  in 
absoluter    Hinsicht    zunehmen,    so    werden    die  von   der   letzteren 
weiter  abstehenden  Fasern   sich  quer  auch   mehr  zusammenziehest 
bezw.  mehr  dehnen  wollen,    als  die  unmittelbar  benachbarten  osd. 
nach    der  Nullaehse    hin    gelegenen.     Infolgedessen    werden  < 
der    angestrebten    Querzusammenziehung,    bezw.   Querdehnung  Ä 
einem    Theile    hinderlich    sein.     Dieser    gegenseitige    Einflnsa  ( 
Fiisern  senkrecht  zu  ihrer  Richtung  muss  nach  dem  Früheren  (§T, 


bezw.  14)  die  Beziehung  i 


I  Falle  der  Unver5nde^ 


lichkeit  von  a  die  Proportionalität  zwischen  Dehnungen  und  Spin- 
nungen beeinträchtigen  und  die  Festigkeit  etwas  erhöhen  ($9, 
Ziir.  1,  bezw.  §14). 

Ausserdem  werden  aber  auch  die  fest  mit  einander  verbon- 
denen  Fasern  noch  dadurch  auf  einander  einwirken  müssen,  daw 
sich  die  weiter  von  der  Nullachse  abstehenden  mehr  ausdehnen 
bezw.  verkürzen  und  deshalb  gegenüber  den  unmittelbar  benach- 
barten, dieser  Achse  näher  gelegenen,  ein  Gleitungsbestreben  habeii> 

In  Bezug  auf  den  gegenseitigen  Einfluss 
der  Fasern  werden  sich  verschiedene  Quer- 
schnittsformen  verschieden  verhalten  (vergl. 
auch  §  9).  Vergleichen  wir  beispielsweise 
den  rechteckigen  Quei-achnitt  (Fig.  5)  mit 
dem  J— |-fbrmigen  Fig.  6,  ao  erkennt  man 
sofort,  dass  die  auf  der  Linie  GG  liegenden 
Fasern  des  ersteren  von  ihren  benachbarten 
inneren  Fasern  mehr  beeinflusst  werden 
müssen,  als  die  in  gleichem  Abstand  liegenden  Fasern  BCCB  daa 
anderen  Querschnittes.  Diese  sind  eben  zum  grössten  Theile  oaeh 
innen  frei. 

Wird  z.  B.  aus  einem   und  demselben  Material  ein  Stab  vom 
Querschnitt  Fig.  5    und    ein    solcher   vom  Querschnitt  Fig.  6  her- 


§  20.   Die  Vorangsetzungen  <ler  Gleichungeii  in  §  16.  209 

»teilt,  alsdann  fUr  beide  auf  Qrand  der  Qleichang 

Af^  =  «r, 

lie  bei  der  BruchbelastoDg  eintretende  grösste  Faserspannung  Ci 
Brmittelt,  so  mnss  sich  für  den  ersteren  Stab  ein  etwas  grösserer 
Werthy  d.  h.  eine  etwas  grössere  Biegnngsfestigkeit  ergeben  als  für 
den  letzteren. 

Aus  dem  Erörterten  folgt  weiter  beispielsweise  für  die  breit- 
basige   Eisenbahnschiene,    Fig.  7,    dass    die    im  Kopfe  des  Quer- 
idmittes   zusammengedrängte    Masse  der  Dehnung   (positiven  wie 
negativen)  einen  verhältnissmässig  (im  Vergleich  zu  dem,  was  bei 
den  Entwicklungen  im  §  16  vorausgesetzt  wird)  grösseren  Wider- 
stand entgegensetzt  als  das  Material  in  dem  breiten ,  wenig  hohen 
Fius,   und   dass  infolgedessen  die  thatsächliche  Nullachse  ober- 
halb der  horizontalen  Schwerpunktsachse  des  Querschnittes  gelegen 
tein  muss.     Wird  der  Letztere  so  bestimmt ,    dass  diese  Achse  in 
balber  Höhe  liegt,  so  kann  hiemach  der  Querschnitt  nicht  als  ganz 
^eckmässig  bezeichnet  werden,  namentlich  dann  nicht,  wenn  der 
TuBs  sehr  breit  ist.     In  solchem  Falle  muss  die  wagrechtc  Haupt- 
«ebse  des  Querschnittes    entsprechend    tiefer    als    in    halber  Höhe 
sich  befinden.     Hierdurch  erklärt  sich  auch  eine  verhältnissmässig 
pöQsere  Widerstandsfähigkeit    starkköpfiger  Stahlschienen   u.  s.  w. 
iowohl  gegenüber  gewöhnlicher  Biegungsbeanspruchung    als    auch 
;^enuber  Schlagproben. 


oBTzzzaaaBznBa 


tnzzzzBzam 


FJg.  7.  Flg.  8. 

Je  mehr  sich  die  Querschnittsfläche  in  zwei  schmale,  der  Null- 
shse  parallele  Streifen  zusammendrängt,  Fig.  8,  um  so  geringer 
ird  der  gegenseitige  Einfluss  der  Fasern  aufeinander,  um  so  zu- 
eflfender  erscheinen  unter  sonst  gleichen  Verhältnissen  die  Be- 
gebungen, welche  auf  Grund  der  Voraussetzung  ZiflF.  2  entwickelt 
urden. 

C.  B  a  e  h ,  Elastldat    4.  Anfl.  1  i 
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ni.   Biegung. 


Ueberblicken  wir  das  biDsichtlich  des  gegenseitigen  Eitiflitsses 
der  Fasern  Gefundene,  so  erkennen  wir,  dasB  im  Ällgemeinec  die 
Anstrengungen  /■,,  bezw.  k,  wie  sie  sich  nach  den  Gleichungen  14, 
§  16,  ergeben,  nicht  mehr  den  Charakter  der  reinen  Zug-  bezw^ 
Druck beanapruchuDg  besitzen,  und  daas  es  deshalb  im  Allgemeinen 
als  richtig  erscheint,  bei  Ermittlang  der  Abmeasuugen  eines  auf 
Biegung  in  Anspruch  genommenen  Stabes  als  zulässige  AnslrengiiBg 
des  Materials  Wer the  einzuführen,  welche  aus  Biegungsversncbai 
gewonnen  wurden.  Inwieweit  es  zntrefFend  ist,  wenn  an  SteUi 
dieser  Biegungsanstrengung  die  aus  Zugversuchen  abgeletleU 
Grösse  k^  gesetzt  wird,  muss  —  streng  genommen  —  durch  V 
gleichung  der  Ergebnisse  von  Zug-  und  von  Biegungsversuch 
fflr  jedes  Material  festgestellt  werden.  Der  Beschreitung  dieses 
Weges  können  sich  allerdings  in  manchen  Fällen  sehr  erhcblicjw 
Schwierigkeiten  entgegenstellen. 

Bei  zusammengesetzten  Körpern,  wie  Gitterträgem  u,  s.  1|, 
welche  so  konstruirt  sind,  dass  die  einzelnen  Theile  fast  nur  Z^ 
und  Dmck  erfahren,  ist  naturgemäss  mit  k^  und  k  (falls  nicl 
Knickung  in  Betracht  kommt)  zu  rechnen. 

3.    Was  die    oben    unter   3  aufgeführte  Voraussetzung  «■ 
langt,    dass    die  Querschnitte    oben    bleiben,    so   ist  festn- 
stellen,  dass  auch  sie  nicht  genau  zutrifft;   die  SchubkraA,  welcbe 
mit  dem  biegenden  Moment  unvermeidlich  verknüpft  zu  sein 
wirkt  auf  Krümmung    der    ursprünglich    ebenen    Querschnitte  1 
(vergl.  „Biegung  und  Schub"  in  §  52).     Doch  scheint,  soweit  i 
bis  heute  vorliegende  Material  ein  Urtheil  gestattet,  die  AnnalD 
des  Ebenbleibens  der  Querschnitte  bei  ausschliesslich  oder  weB 
stens  in  entschieden  vorwiegender  Weise  auf  Biegung  beanspmchl 
Stäben,  welche  aus  einem  Material  bestehen,  für  welches  die  Vot- 
aussetzung  Zitf.  4  erfüllt  ist,  zulässig  zu  sein. 

Für  einen  Stab  aus  weichem  Bessemerstahl  von  140  mm  Höh« 
und  5ö  mm  Breite  und  1200  mm  Lange,  welcher  sich  bei  ein« 
Auflagerenlfemung  von  1000  mm  um  241,5  mm  durchgebogOl 
hatte,  ohne  zu  brechen,  stellte  Bauschinger  fest,  dass  bei  dieser 
ganz  bedeutenden  Durchbiegung  die  ursprünglich  ebenen  Quer- 
schnitte eben,  sowie  senkrecht  zur  elastischen  Linie  geblieben  waren, 
und  die  Lsnge  der  Irüher  geraden,  1000  mm  langen  elastisch«! 
Linie  sich  nicht  geändert  hatte. 
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Versuche  des  Verfassers  mit  allerdings  weniger  hohen  Stäben 
i  Schmiedeisen  führten  zu  dem  gleichen  Ergebniss. 

Wie  es  sich  mit  dem  Ebenbleiben  der  Querschnitte  bei 
uterialien  verhält,  welche  Proportionalität  zwischen  Dehnungen 
id  Spannungen  überhaupt  nicht  aufweisen,  muss  zunächst  noch 
ihingestellt  bleiben.  Inunerhin  scheint  nach  dem,  was  bis  heute 
(schlössen  werden  kann,  auch  hier  die  Annahme  des  Eben- 
cibens  wenigstens  mit  Annäherung  zulässig  zu  sein  (vergl.  Fuss- 
smerkung  2,  S.  232  und  233). 

4.  Die  Voraussetzung  4,  dass  der  Dehnungskoefficient  « 
onstant  ist,  also  gleich  für  Zug  und  für  Druck,  sowie 
Qabhängig  von  der  Grösse  der  Spannungen  oder  Deh- 
angen, erscheint  nach  Massgabe  der  in  §  4  niedergelegten  Ver- 
ichsergebnisse  und  der  hierauf  bezüglichen  Darlegungen  in  §  5, 
ir  fbr  manche  Materialien,  beispielsweise  für  Schmiedeisen  und 
tahl,  zulässig.  Bei  Gusseisen  z.  B.  ist  sie  dagegen  nicht  zu- 
effend;  hier  wachsen  die  Dehnungen  rascher  als  die  Spannungen. 
'asselbe  ist  der  Fall  bei  Kupfer;  auch  bei  Legirungen  desselben, 
ie  Bronce,  Messing  u.  s.  w.  wird  rascheres  Wachsthum  der  Deh- 
imgen  beobachtet.  Gleich  verhält  sich  Sandstein,  Granit,  Cement- 
lörtel,  Beton  u.  s.  w. 

Nach  Massgabe  des  Gesagten  werden  für  einen  auf  Biegung 
eanspruchten  Stab  aus  Gusseisen  unter  der  Annahme,  dass  die 
Snerschnitte  eben  bleiben,  zwar  die  Dehnungen  proportional  mit 
em  Abstände  17  von  der  Nullachse  wachsen,  nicht  aber  die 
puinungen;  letztere  müssen  vielmehr  langsamer  zunehmen,  ent- 
prechend  dem  Umstände,  dass  a  in  (f  =  €:a  mit  wachsender 
Ahnung  (Spannung)  zunimmt  (vergl.  z.  B.  S.  19).  Fig.  9  veran- 
ikaulicht  dies  unter  Voraussetzung  starker  Beanspruchung  des 
tabes.  Für  die  beliebig  um  ^  von  der  in  X  sich  projicirenden 
ullachse^)  abstehende  Faserschicht  sei  PPi  die  Dehnung  und  PPj 
e  Spannung;  dann  ist  für  Gusseisen  der  geometrische  Ort  aller 
inkte  Pj  eine  gegen  die  Achse  der  fj  gekrümmte  in  D^XPjZj 
A  projicirende  Fläche,  wenn  auch  die  Punkte  P,  auf  der  durch 

')  Dass  diese  hier  nicht  mehr  durch  den  Schwerpunkt  des  Querschnittes 
it,  folgt  unmittelbar  aus  dem,  was  S.  178  und  S.  205  in  Bezug  auf  die  Gleichung 
t//=0,  bezw. -T/oi?  =  0  gesagt  ist.  Dieselben  werden  nur  erhalten  unter  der 
raussetzung,  dass  der  Dehnungskoefficient  «  konstant  ist. 
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III.   Bicgaog. 


die  Nullachse  gehenden  Ebene  D^XZi  liegen.    Bei  Proportionalitit 
zwischen  s  and  cr^  d.h.  auf  Grand  der  gewöhnlichen  Biegungsgleichoof 


M,  =  a 


& 


würde  sich  die  Spannangsvertheilang  nach  Massgabe  der  gestricliek^ 
eingetragenen  Geraden  DOZ  gestalten.  Wie  ersichtlich,  weioU; 
die  Spannangsvertheilang,  wie  sie  sich  anter  Berücksichtigang  dflr 
Veränderlichkeit  der  Dehnangen  mit  den  Spannungen  ergiebt,  be- 
deutend ab  von  derjenigen,  welche  unter  der  üblichen  Vonutt- 
Setzung  der  Unveränderlichkeit  von  a  gewonnen  wird.  Die  Ab- 
weichung ist  —  unter  der  Voraussetzung  grösserer  Beanspruchung  - 


S/taJb€ö 


Jk *__ 


hinsichtlich  der  Lage  der  Nullachse  derart,  dass  das 
Material  auf  der  Seite  der  grösseren  Dehnung,  der  grös- 
seren Nachgiebigkeit  (der  geringeren  Festigkeit)  zur 
Uebertragung  des  Momentes  einen  grösseren  Querschnitt 
bietet,  als  auf  der  anderen  Seite,  und  in  Bezug  auf  die 
Zunahme  der  Spannungen  zeigt  sich,  dass  das  nach 
der  Nullachse  hin  gelegene  Material  besser  ausgenutzt 
wird,  indem  die  Spannungskurve  der  senkrechten  Ab- 
scissenachse  ihre  hohle  Seite  zukehrt,  also  die  Span- 
nungen nicht  mit  der  ersten  Potenz  von  17  zunehmen, 
sondern  langsamer  wachsen.     Beides  hat   zur  Folge,    dass 
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lie  Widerstandsfähigkeit  eines  solchen  Balkens  gegen- 
iber  Biegung  grösser  sein  muss,  als  es  die  übliche 
Biegungsgleichung  erwarten  lässt.  Infolgedessen  liefern  die 
Gleichungen  12  und  14,  §  16,  die  Zugspannungen  grösser,  als  sie 
ihatsächlich  sind.  Ein  und  dasselbe  Gnsseisen  muss  deshalb  bei 
Biegungsversuchen  eine  höhere  Festigkeit  ergeben  als  bei  Zug- 
▼ersnchen,  wenn  dieselbe  auf  Grund  der  Gleichung  12,  §  16  be- 
reehnet  wird. 

Aus  dem  Erörterten  folgt  dann  weiter,  dass  Stäbe  mit  Quer- 
telmitten,  bei  denen  sich  das  Material  nach  der  Nullachse  hin 
sosammendrängt,  widerstandsfähiger  sein  müssen,  als  nach  Glei- 
chung 14,  §  16  zu  schliessen  ist.  Beispielsweise  wird  ein  Stab 
mit  kreisförmigem  Querschnitt  eine  grössere  Bruchbelastung,  be- 
stimmt nach  Gleichung  12,  §  16,  liefern  müssen  als  ein  Stab  mit 
quadratischem  Querschnitt,  dieser  wird  dagegen  eine  grössere 
Biegnngsfestigkeit  aufzuweisen  haben,  als  der  I-förmige  Querschnitt 
IL  8.  wJ). 

Will  man  den  Einfluss  der  Veränderlichkeit  der  Elasticität 
mit  der  Spannung  schärfer  verfolgen,  so  hat  das  unter  Zugrunde- 
legang  der  Gesetzmässigkeit  zu  geschehen,  welche  zwischen  s  und  <T 
!)e8teht.  Im  Nachfolgenden  soll  das  in  Kürze  ausgeführt  und  dem- 
^emäss 

der  durch  Biegung  in  Anspruch  genommene  Stab 

auf  Grund  des  Gesetzes 

e  =  a  <r^) 
jchneiischer  Betrachtung  unterworfen  werden. 


')  Hiermit  stehen  die  Ergebnisse  der  vom  Verfasser  in  den  Jaliren  1885  u.  f. 
iTchgeiuhrten  Biegungsversuche  mit  Gusseisen  in  voller  Uebereinstiinmung. 
ehe  Zeitschrift  des  Vereines  deutscher  Ingenieure  1888,  S.  193  u.  f.,  S.  221  u.  f., 

1089  Q.  f.,  oder  auch  „Abhandlungen  und  Berichte"  1897,  S.  60  u.  f.,  sowie 
22,  Ziff.  2  dieses  Buches. 

•)  Wie  Verfasser  bei  Veröffentlichung,  betreffend  die  Aufstellung  des  Elasti- 
üLtsgesetzes  i  =  aa^  in   der  Zeitschrift  des  Vereines  deutscher  Ingenieure  1897, 

248  u.  f.  am  Schlüsse  ausgesprochen,  erscheint  durch  dasselbe  eine  Grundlage 
rwonnen,  um  an  Entwicklungen  heranzutreten,  Avelche  sich  die  Aufgabe  zu  stellen 
iben,  die  Anstrengung  von  solchen  auf  Biegung  oder  Drehung  beanspruchton 
orpem  zu  ermitteln,  für  deren  Material  Proportionalität  zwischen  Delinungon 
id  Spannungen  nicht  besteht.    Verfasser  hoffte,  durch  diese  Hervorhebung  noch 
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a)    Allgemeine  Gleichungen. 

Wir  gehen  von  der  zu  Anfang  des   §  16    dargestellten  Saidi- 
läge  aus. 

Der  einerseits  eingespannte  und  am  freien  Ende  mit  P  be- j 
lastete  prismatische  Stab  biegt  sich  unter  Einwirkung  dieser  Enft^ 
Hierdurch  werden  zwei  ursprünglich  parallele,    um  dx  =  OOi  vaii 


Flg.  10. 


Fig.  11. 


einander  abstehende  Querschnitte  CC  und  CiCj,  Fig.  1,  §  16,  sowie 
Fig.  10  und  11,  sich  unter  einem  gewissen  Winkel  CMC\    gegen 


besonders  zu  dahin  gehenden  Arbeiten  anzuregen.  In  der  That  erwies  sich  diese 
Erwartung  als  berechtigt,  denn  bereits  im  Juni  1897  wurde  ihm  von  Ingeniear 
Ensslin  eine  Arbeit  vorgelegt,  welche  sich  mit  der  Biegungsaufgabe  auf  Grund 
des  Gesetzes  f  =  «a"*und  insbesondere  mit  der  Untersuchung  des  auf  Biegung 
l)eanspruchten  gusseisemen  Balkens  mit  rechteckigem  Querschnitt  beschäftigte, 
und  in  der  Zeitschrift  des  Vereines  deutscher  Ingenieure,  Nummer  vom  14.  Augast 
1897,  S.  941  u.  f.  behandelt  Latowski  die  gleiche  Aufgabe  unter  Anwendung 
der  allgemeinen  Satze  auf  Granitbalken.  Beide  Arbeiten  gelangen  in  der  Haupt- 
sache zu  den  gleichen  Ergebnissen.  Eine  weitere  Darlegung  von  Latowski 
s.  Zeitschrift  des  österr.  Ingenieur-  und  Architekten  Vereins  1898,  S.  56,  und  am 
gleichen  Ort,  S.  249,  den  Aufsatz  von  W.  Carl  in  g. 

Vergl.  auch  die  Arbeit  von  L.  Geusen  in  der  Zeitschrift  des  Vereine« 
deutscher  Ingenieure  1898,  S.  463  u.  f.,  sowie  S.  516;  femer  die  Arbeit  von 
Fr.  Engesser  am  gleichen  Ort,  S.  903  u.  f.:  „Widerstandsmomente  und  Kemfiguren 
bei  beliebigem  Forma nderungs-  und  Spann ungsgesetz". 
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eiDander  neigen.    Dass  sie  eben  bleiben,  werde  vorausgesetzt;  mit 
-  welcher    Serechtignng,    ergiebt    sich    aus   dem    am    Schlüsse    von 

Ziff.  3,    S.  211  Bemerkten. 
;  Die   oberhalb  einer  gewissen  Linie,  welche  mit  xx  bezeichnet 

[  sein  naöge,  liegenden  Fasern  haben  sich  gedehnt,  die  unterhalb 
[  liegenden  zusammengedrückt.  Demgemäss  sind  im  Querschnitt  ober- 
\   halb   jcx  Zugspannungen  cx^  und  unterhalb  xx  Druckspannungen  fS^ 

"wachgerufen  worden,   für  welche  im  Allgemeinen  die  Beziehungen 

gelten 


«  =  aj  tf.  ' 


2) 


"Wird  der  Abstand  des  Punktes  J/,  in  welchem  sich  die  Durch- 
schnittslinie der  beiden  Querschnitte  projicirt,  von  der  Linie  xx^ 
in  iiv^elcher  die  Spannungen  gleich  Null  sind  und  die  deshalb 
^Nullachse"  genannt  werden  soll,  mit  q  bezeichnet,  so  ergiebt 
sich  für  den  Querschnitt  COC  die  verhältnissmässige  Dehnung  im 
Abstände  17  von  xx  zu 


pp;-pp,  ^pp^     1  =  9-^1     1=  *i 


pp. 


pPi 


Infolgedessen  findet  sich  für  die  beliebige  um  47  von  der  Null- 
achse jcas  abstehende  Faserschicht 


auf  der  Zugseite 


£  =  Cfi  (X 


«1 

s 


—    oder  0* 
Q 


auf  der  Druckseite 


1  1 
«1^ 


(T,  =     - 


1 
füg 


.     .     3) 


und  fär  die  äussersten,  um  ^,  bezw.  e^  von  der  Nullachse  ab- 
stehenden Fasern,  sofern  deren  Dehnungen  mit  f,  bezw.  €2  und 
deren  Spannungen  mit  cXi  bezw.  02  bezeichnet  werden, 


1 
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ni.   BiegaDg. 


1         V 


(Ti  = 


aa  = 


(^iQi 


ni} 


4) 


woraus  durch  Division 


cr^ 


fn« 


(To  = 


M} 


CTl 


Wl 


M} 


5) 


Das  Gleichgewicht  zwischen  dem  äusseren  biegenden  Moment 
J/j  —  von  dem  Einfluss  der  Schubkraft  P  werde  abgesehen  — 
und  den  inneren,  durch  dasselbe  wachgerufenen  Kräften  verlangt| 
sofern  der  im  Abstände  17  liegende  und  in  Fig.  10  durch  Strich- 
lage hervorgehobene  Flächenstreifen  mit  df  bezeichnet  wird, 


'1  'a 

jtf,d/-Jtf^d/=0 6) 


u 


u 


und 


^h^y.df'n-^yddf.fi' 


•       • 


1) 


0 


Aus  Gleichung  6  folgt  unter  Beachtung  der  Gleichung  3 


0 


=!(-: 


*•.. 


Wl, 


IP, 


df- 


w^ 


0 


ü 


OfaP. 


df 


—  ''     1  —   '»    1 


\t 


u 


und  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung  4,  sowie  Gleichung  5 
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''     1  '*     1 

0  =  -^J,^(f/--^ji7^ 


d/ 


^1*»  0 


^2 


»2   0 


=  ^jr.rf/-h  !)"•.;:  jr.d/. 


.     .    8) 


*,-» 
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Diese  Gleichung  bestimmt  durch  den  Abstand  ei  die  Lage  der 
Knll&cfase.     Sie  zeigt^    dass  dieselbe  hier  abhängt  von  der  Grösse 
der  SpaBntmg  cTi,    also   von  der  Grösse  des  biegenden  Momentes. 
Da  nun  dieses  für  die  verschiedenen  Querschnitte  des  Stabes  ver- 
I  aehieden  ist,    so   muss   bei  gleichbleibender  Belastung  der- 
selben die  Nullachse  ihre  Lage  von  Querschnitt  zu  Quer- 
tehnitt    ändern.     Wird    die    Belastung    des    Balkens    eine 
mndere,    d.  h.  ändert  sich  die  belastende  Kraft  P,    so  ver- 
schiebt   sich    auch    die    Nullachse    in    den    auf    Biegung 
beanspruchten  Querschnitten. 

Bei  Voraussetzung  von  Proportionalität  zwischen  Dehnungen 
und  Spannungen  (§  16)  war  die  Lage  der  Nullachse  unabhängig 
Ton  der  Spannung;  sie  fiel  mit  der  einen  Hauptachse  zusammen; 
sie  änderte  sich  deshalb  nicht  von  Querschnitt  zu  Querschnitt  und 
aa^  nicht  mit  der  Belastung,  wie  dies  hier  der  Fall  ist. 

Infolge  der  Abhängigkeit  der  Lage  der  Nullachse,  d.  h.  der 
Grösse  ei  von  dem  biegenden  Moment,  muss  Gleichung  7  zur  Be- 
stimmnng  herangezogen  werden.  Dieselbe  ergiebt  unter  Berück- 
iiehtignDg  der  Gleichungen  3  und  4 


3/. 


H^l^l''^- 


d/ 


1 


±', 


m 


«sG 


y 

u 


I 

"^  "'2  df 


I 


1 

"^  "^3  df 


und  nach  Ersetzung  von  (Tq  durch  den  Werth  Gleichung  5 
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6 


Für    den  Fall  der  Proportionalität  zwischen  Dehnungen  xmd 

Spannungen,  d.  h.  für 

ofi  =  ofa  =  a     und     w,  =  nia  =  1 
geht  Gleichung  9  über  in 


0 


d.  i.  die  bekannte  Biegungsgleichung,  da  der  Elammerausdruck 
das  Trägheitsmoment  des  Querschnittes  in  Bezug  auf  die  Haupt- 
achse 0  0  bedeutet. 


b)  Rechteckiger  Querschnitt. 

Für  einen  rechteckigen  Querschnitt  von  der  Breite  b  und  der 
Höhe  Ä=^i -1-^3  gehen  die  Gleichungen  8  und  9  unter  Beachtung, 
dass  d/=bdri,  über  in 

^  ^     A  J''""^'  ~  \ct  ^)  "'<^'^' jv^*«^^' 


e^  "*i     u  ü 


Für  die  Integral werthe  wird  erhalten 


'1         ,  - .      .     ,  '3 


1  »»1  4-1  /»        J  ««3  -h  1 

—  ,  mt  - —  i     —   ,  ^  ~ 

'         '         m,  +  1     ^  '  J  '        '         W4  -h  1     -^  ' 

0  0 

.>      mi  -i-  1  2  wi  -H  1  ^    »I..  -4-1  Sm«  + 1 


2m3-|-l 

0  0 


TU«  


1 
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Damit  folgt  aus  der  ersten  der  beiden  Gleichungen 


oder 


<r.  =     - 


eQ 


1 

w. 

Wi4-1 

a,\"i~-'» 

w,  (wi,-hl) 

*!-"•»    /  ^          »»1  -  »"2 

«.) 

[w,(w,  4-l)J 

1 

«1 

m,  (mi  -f-  1) 

■»2 

11?!  ""Wa 

»«a  -+-  1 

«a 

[m. 

K-+-1). 

«^1 

• 

•  • 


•  • 


10) 


11) 


Ans  der  zweiten  Gleichung  wird 


3/„  =  er,  6 


m 


'        e» 


«i    ^9  \  "2      Tn, 


OT| —  IWj 


2wii-hl    *        laj   ^i  /     27W.j-f-l 


Ci    '"'»     ^a* 


und   nach  Beseitigung  von  Ci  mittelst  der  Gleichung  10 


M.= 


Wj —  Wf 


m. 


m,  (w,  -f- 1) 


«9 


^[fn2(wi  +  1) 


Wj —  *Wj 


e» 


1 


2mi-hl 


+ 


^2 


(mi-M)(2  7nj-i-l)    ^^ 


(  e^ 


.     .     12) 


Sind  für  ein  bestimmtes  Material  die  Werthe  «i  «2  ^i  nnd  m^ 
bekannt,    so    liefert    Gleichung  11    mit    einem    bestimmten  Werth 

von    cTi    das    Verhältniss  — ^  =  y,    womit    die  Lage  der  Nullachse 

bestimmt  erscheint;  denn  es  ist 


e^ 


-hl  =y-hl 


^i-H^3 


=  y-l- 1  = 


e-i 


^j  = 


1  -hy 


und      ^,  =  Ä  — - - 


1  -f-rf 


220 


in.    Biegung. 


Durch  Einführung  von  ei  und  c^  in  Gleichung  1'2  erhält  man 
deu  Werth  des  Bieguiigsmomentes,  welches  in  dem  betrachtelen 
Querschnitt  die  Zugspannung  ff,  im  Abstände  c,  hervorruft. 

Mit  dem  angenommenen  Werthe  von  ff,  (gleich  der  zulässigen 
ZagauBtrengung)  ergiebt  Gleichung  5  die  grösste  Druckspannung!^. 

Behafs  Gewinnung  eines  anschaulichen  Bildes  hinsichtlioli  der 
Spannnng&vertheilung  über  den  Querschnitt  ist  auf  die  Gleichoog 
3  und  4  zurückzugehen,  nach  denen 


Fig.  9,  S.  212,  giebt  ein  solches  Schaubild  für  Materidlien. 
z.  B.  Gusseisen  (vergl.  das  auf  S.  211  bis  213  zu  dieser  Abbildung 
Bemerkte). 

M'ie  oben  erkannt  wurde,  hängt  die  Lage  der  Nullaclise  m 
dem  prismatischen  Stab,  Fig.  2,  §  16,  von  der  Grösse  des  biege"' 
den  Momentes  für  den  betreffenden  Querschnitt  ab ').  Denkt  man 
sich  den  Stab  stark  belastet,  so  zeigt  sich,  bei  näherer  Verfolgung- 
dass  ein  um  so  grösserer  Theil  des  Querschnittes  an  der  Ueber- 
tragung  der  Zugspannungen,  gegenüber  welchen  das  GusEeistti, 
der  Sandstein,  der  Granit  u.  s.  w.  weniger  widerst andsftihig  sinJ. 
Theil  nimmt,  je  grösser  das  biegende  Moment  ist:  Die  Sullacbe 
rückt  aus  der  Mitte  des  Querschnittes  nach  der  Druckseite  hin. 
wie    in    Fig.  9    angenommen    ist*).     Je    nach  den   Zahlenwerlhen, 


')  Eine  kritigühe  Bosprocbung  über  „die  bis  jetzt  vorliegenden  Ver- 
Guche  zur  unmi ttelbareo  Bestimmung  der  Lage  der  neutralen  Achs« 
im  gebogenen  Stab  uua  Stein  und  GuEseisen"  Toa  E.  Roeer  findet  «ädi 
in  der  Zeitscbrifl  des  Vereiues  deutscher  Ingenieure  1899,  S.  90S  u.  f.,  and  diM 
gehörig;  die  hieran  sich  schlieesende  A u Beinund ersetz ung  am  gleichen  Ort,  S.  STl 
und  372. 

*)  Die  Strecke,  um  welche  die  Nullacbse  in  dem  am  stärksten  beansprocbwa    | 
Querechnilt  selbst  bei  huber  Belastung  des  Stabes  aus  der  Mitte  gelegen  wt,  «i-  , 
giebt  sich   fflr  Stoffe  wie  Gusseisen  und  Sandstein  u.  s.  w.  nicht  sehr  gross.     Si«    . 
beträgt  —  soweit  das  Versucbsmuterial  des  Verfassers  reicht  ~  gegen  den  Bnicb 
hin  noch  keine  lO'/,,  der  Höhe  des  rechteckigen  Querschnitts. 

Indem  mau  z.  B.  für  ein  und  dasaelbo  GussetseD  durch  Zugversuche  den 
Z  US  am  inen  hang  nwischen  Dehnungen  und  Zugspannungen  sowie  die  Zugfesti^eit, 
durch  Druckversuche  die  Beziehung  zwiscbeo  ZusammendrückuDgeji  und  Druck- 
spannungen, durch  Biegungsversiucbe  die  zu  den  einzelnen  Belastungen  gehörigen 
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che  die  Grössen  a,  mi  «j  m,  der  Beziehungen  2  besitzen,  kann 
NolUehse  zu  Anfang,  d.  h.  für  kleinere  Beanspruchung  nach 
Zngseitt!  hin  aus  der  Mitte  gelegen  sein  und  erst  mit  Steigerung 
Ulf  Biegung  wirkenden  Last  durch  die  Mitte  nach  der  Drnck- 
le  btD  sich  bewegen. 

"Die  auf  S.  212  erörterte  Abweichung  der  Spanuangsvertheilung 
h  demnach  um  so  grösser    aus,   je    stärker    die  Beanspruchung 

id.     Die  gewöhnliehe  Biegungsgleichung  M^^  a      -    wird     des- 

Ui  Bin  80  weniger  zutreffende  Ergebnisse  liefern,  je  mehr  sich 
1  Anstrengung  derjenigen  beim  Bruche  nähert. 

S.  ZaBammenfassong. 
Bedeutet 
i,  (iie  im  Allgemeinen  aas  Biegungsversuohen  abgeleitete  zu- 
lässige Anstrengung  des  Materials, 
'   den  Abstand  der  am  stärksten  angestrengten  Faser  des  auf 

Biegung  in  Anspruch  genommenen  Stabes, 
ml  nach  Massgahe    des    unter    2  und  4  Erkannten  an  Stelle 

Kgen  14,  §  16,  zu  setzen  sein 
.    .    .    .  ' 


3/,  -<  -fc    ® 13) 


und  scIUivs&tiuh  die  Bruchbclaslung  feBtätf.llt,  GrliiLlt  mau  dus  -ta 
tliige  Voreuclisinatcrial.  Durch  die  Zug-  und  Druckveraucha 
(,H,  «,«,  der  Uleichnng  3  und  damit  aoeb  die  Diirclibiegungea  bestimmt, 
.1  bai  dem  Bif^guagistub  f^r  gewisse  Belastungen  erwartet  werden  dQrfeo. 
t  Bu  dieti'  DatvhbioguDgen  beim  Biegungsv  ersuch  im  mitte  Ibur  gemessen  worden 
^i  tu  iit  eine  Vprgleicbung,  il.  L  eine  Pr&fuDg  gegeben.  Eine  zweite  Prüfung 
■itflcht  der  L'nuibuid,  dusa  aus  den  Zugversuchen  diu  Zugfestigkeit  und  bei 
B  Bi^aogarersacben  dio  Bnicbbelasliing  ermittelt  wonlen  ist.  Dos  setzt  uUcr- 
TOTKUs,  il>M  die  Weilhe  o,m,  0^111,  für  genügend  hocb  gesteigerte  Be- 
■lingta,  d.  h.  üats  insbesnndero  n,  iiii  noch  für  Zugkräfte  beslinunl  worden 
I,  1IÜ   nahe    nn   diejenige  Belnetung  heranreichen,  wek'he  dns  Zerreissen  her- 

D«r  Natur  dvr  Su'he  nuch  sind  der  vorstehend  angedeuteten  UnlfireuchuDg 
gtwanilen  Dehnangen,  Zusammendrückungen  und  Durchbiegungen  z\x  Grunde 

SUK  da  PotenKgc»<;ties  kann  nun  eine  andere  Funktion  za  Grande  gelogt 
1^,  weldio    den  Zmiammcnhang  zwischen  Dt'bnungBB  und  Spannungen   aus- 
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Hierin  ist  i^  —  streng  genommen  für  alle  Materialien  — 
abhängig  von  der  Querschnittsform.  Von  grösserer  Be- 
deutung wird  diese  Abhängigkeit  —  wie  das  vorliegende  Versuchs- 
material  schliessen  lässt  —  jedoch  erst  bei  solchen  Materialien,  fär 
welche  der  Dehnungskoefficient  a  veränderlich  ist  (Gusseisen);  bei 
Materialien  mit  konstantem  a  (Schmiedeisen,  Stahl)  tritt  sie  zurück. 

Die  Feststellung  der  elastischen  Linie  auf  Grund  der  Glei- 
chung 10,  §  16,  liefert  für  den  Fall,  dass  a  konstant  ist,  befHe- 
digende  Ergebnisse.  Triflft  jedoch  diese  Voraussetzung  nicht  zu, 
so  kann  bei  starker  Beanspruchung  des  Materials  der  Unterschied 
zwischen  Rechnung  und   thatsächlichem  Ergebniss    erheblich  ans- 

fallen^. 

Streng   genommen    wären  für  Stäbe  aus  Materialien  mit  vtt- 

änderlichen  Dehnungskoefficienten  die  in  §§  16,  18  und  19  ge- 
gebenen Entwicklungen  unter  Beachtung  der  zwischen  «  und  tr 
bestehenden  Gesetzmässigkeit  (Gl.  1,  §  4,  S.  20)  durchzuführen, 
wie  es  beispielsweise  oben  für  Gusseisen  geschehen  ist.  Die  Rück- 
sicht auf  die  erforderliche  Einfachheit  unserer  technischen  Rech 
nungen  hält  jedoch  im  Allgemeinen  zur  Zeit  noch  davon  ab,  i^ 
dieser  Weise  vorzugehen;  nur  in  denjenigen  Fällen,  in  welche 
die  Anforderungen  der  Technik  das  bisherige  Verfahren  nicht  mel 
gestatten,  wird  die  strengere  Rechnung  anzulegen  sein.  Hinsieb 
lieh  des  vom  Verfasser  vor  rund  15  Jahren  eingeschlagenen  A-^ 
näherungsweges,  der  Veränderlichkeit  von  a  bei  Gusseisen  Red 
nung  zu  tragen,  sei  auf  §  22,  ZiflF.  2  verwiesen. 

reichend  genau  zum  Ausdruck  bringt  und  die  Durchfuhrung  der  Rechnung^ 
ermöglicht. 

S.  241  u.  f.  ist  die  zweite  Prüfung  ohne  Zuhilfenahme  einer  Funktion  »^ 
graphischem  Wege  durchgeführt. 

»)  Nach  Gleichung  14,  §  18, 

•^  ~  "48  ~S 

kommt  es  bezüglich  der  Durchbiegung  */'  eines  in  der  Mitte  mit  P  belasteter 
Stabes  nur  auf  das  Trägheitsmoment  W  des  Querschnittes  an;  infolgedessen  c: 
z.  B.  gleichgiltig  ei'scheint,  ob  bei  einem  Querschnitte,  wie  Fig.  6,  §  17,  die  breit 
oder  die  schmale  Flansche  als  die  gezogene  auftritt,  wenn  nur  P  und  /  die  gleiche: 
Werthe  besitzen.  Thatsächlich  erweist  sich  })ei  gusseisemen  Trägem  wegen  tlc 
Veninderlichkeit  von  «  die  Durchbiegung  im  letzteren  Falle  entschieden  grÖ5S( 
als  im  ersteren.  (Vergl.  des  Verfassers  Arbeit  ..Die  Biegungslehre  und  das  Gus 
eisen"  in  der  Zeitschrift  des  Vereines  deutscher  Ingenieure  18B8,  S.  224,  od' 
auch  „Abhandlungen  und  Bericlite**  1897,   S.  72  und  73.) 
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21.    Biegangsanstrenguiig  und  Durchbiegang  unter  der  Yoraus- 
itznng,  dass  die  Ebene  des  Kräftepaares  keine  der  beiden  Haupt- 
achsen des  Querschnittes  in  sich  enthält. 

1  Hauptachsen  eines  Querschnittes.    Hauptträgh^Usmotnente, 

In  der  Fläche,  Fig.  1,  sei  0  ein  beliebiger  Punkt  derselben, 
OX  und  0  Y  ein  rechtwinkliges,  sonst  jedoch  in  ereterer  beliebig 
gelegenes  Achsenkreuz;  die  Koordinaten  des  mit  dem  Flächen- 
punkte P  zusammenfallenden  Flächenelementes  df  seien  a  und  v/. 
Dann  ist  das  Trägheitsmoment  der  Fläche 

in  Bezug  auf  die  X-Achse  0,^,  =  f  y^  df, 
-       -         -      .     Y-     ■      @=fa?d/ 


i    I 


Flg.  1. 

^d  hinsichtlich  der  unter  dem  Winkel  y  gegen  die  X-Achse  ge- 
*c^n  Geraden  00,  von  welcher  P,  demnach  auch  df  um 
:==y  cos  (p  —  a  sin  (p  absteht, 

0  =  f  z^df=  f  (y  cos  (p  —  0)  sin  cp)'^  df 

0  ^=  0   cos'  y  -+-  0   sin'  ff  —  2  Z  sin  (p  cos  y,  .     .     1) 

)fern 

Z  =  fxijdf 2) 

Auf   der    Achse  00    werde    nun    von    0    aus    die    Strecke 

3=  ^'=j  ~^  aufgetragen  und  den  Koordinaten  des  so  erhaltenen 
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m.    Biegung. 


Punktes  Q  in  Bezug  auf  OX  und  OY   die   Bezeichnung  J  und* 
ert heilt,  sodass 

g  ^:  c  COS  ip  rj^r  sin  q: 

Aus  Gleichung  1  folgt  dann  mit  Rücksicht  darauf,  das 


1=0^»^  cos'  y  4-  0  r'  sin'  y  —  2  /f  «■'  sin  <p  cos  if, 

Diese  Beziehung  zwischen  den  Veränderlichen  |  und  ^  ist  die  | 
Gleichung  einer  Ellipse.  Hiernach  findet  sich  der  geometriBcho ] 
Ort  aller  derjenigen  Punkte  Q.  welche  erhalten  werden,  wenn  «of  j 
jeder  durch  O  möglichen  Geraden  die  Wurzel  aus  dem  reciproken 
Werthe  des  für  diese  Gerade  eich  ergehenden  Trägheitsmomentet 
aufgetragen  wird,  als  Ellipse,  mit  0  als  Mittelpunkt,  d.  i.  die  so- 
genannte Trägheitsellipse.  Nun  sind  in  einer  Ellipse  twü 
senkrecht  aufeinander  stehende  Achsen  vorhanden  —  die  gresse 
und  die  kleine  Achse  — ,  für  welche  das  Glied  mit  dem  Produkt 
der  beiden  Koordinaten  verschwindet.  Dies  tritt  ein,  wenn  Z  =  0. 
Werden  demnach  diese  beiden  Achsen  zu  Achsen  der  x  nnd  dery 
gewählt,  so  wird  der  Ausdruck  Gleichung  2  zu  Null. 

Ferner  ist  bekannt,  dass  die  grosse  Halbachse  der  Ellipse  der 
grösste  und  die  kleine  Halbachse  der  kleinste  der  möglichen  Werthe 
von  r  ist.  Diese  beiden  ausgezeichneten  Richtungen  werden  als 
die  beiden  Hauptachsen  der  Fläche  für  den  Punkt  0  bezeichnet 
Sie  sind  nach  Massgabe  des  Vorstehenden  gekennzeichnet  durch 


Z  =  f^'j<if=^ 


=  Max. 


=  Min.    oder    0, 


=  Min., 


=  Max. 


Dieser  kleinste  und  dieser  grösste  Werth  unter  den  Träghei 
momenten,    welche  sich  für  alle  Geraden  ergeben,    die   durch  d«i  < 
Punkt  0  in  der  Ebene  der  Fläche  gezogen  werden  können,  heissen 
die  beiden  Hauptträgheitsmomente  der  Fläche  für  den  Punkt  0 
derselben. 
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Werden  die  beiden  Hanptträgheitsmomente  mit  ©i  und  G^  be- 
zeichnet, 80  findet  sich  das  Trägheitsmoment  O  für  eine  beliebige 
durch  0  gehende  Gerade,  welche  mit  der  Achse  des  Hauptträgheits- 
momentes  0i  den  Winkel  ^  einschliesst,  nach  Gleichung  1  zu 

0  =  0,  cos*  y  -H  0a  sin*  tp 3) 

Besitzen  0j  und  0j  gleiche  Grösse,  so  folgt 

0  =  01  =  0,, 

d.  h.  die  Trägheitsmomente  für  alle  durch  0  möglichen  Geraden 
sind  einander  gleich.  Die  Trägheitsellipse  geht  dann  in  einen 
Kreis  über. 

Das  Vorstehende  gilt  für  einen  beliebigen  Punkt  der  Fläche. 

Dementsprechend  hat  eine  Fläche  unendlich  viele  Hauptachsen  und 

Hanptträgheitsmomente.      Wird    von    den    Hauptachsen    oder   den 

Hauptträgheitsmomenten   eines  Querschnittes    kurzhin    gesprochen, 

so  sind  hierunter  die  entsprechenden  Grössen  für  den  Schwerpunkt 

des  Letzteren  verstanden. 


2.   Biegungsanstrengung. 

Wir  wählen  die  beiden  Hauptachsen  des  Querschnittes  Fig.  2 
za  Achsen  der  y  und  z.     @i    gelte    als    das  Trägheitsmoment   in 
auf  die  Hauptachse  0  Y  und  02  als    dasjenige    hinsichtlich 


«V 


.# 


"•.91 


der  Hauptachse  OZ.  Femer  sei  OM^  die  Paarachse  des  biegen- 
den Kräftepaares  vom  Momente  M^,  d.  h.  diejenige  Gerade,  welche 
in  O  senkrecht  zur  Paarebene  steht,  mit  ihrer  Grösse  OM^  das 
Moment  -4/^  darstellt  und  derart  eingetragen  wird,  dass  von  3/^ 
nach  O  hin  gesehen  das  Moment  J/^  rechts  drehend  erscheint.    Die 

C.  Baeh,  BlMtieit&t.    4.  Aufl.  15 
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zur  Krümmungsachse,  welche  um  q  von  0  absteht,  parallele  Null- 
achse besitze  die  Lage  NN,  schliesse  also  mit  0  Y  den  Winkel  qt 
ein,  während  Oitf^  um  ß  gegen  OY  geneigt  ist. 

Nach  Gleichung  2,  §  16,  ist  die  Spannung  er  in  dem  Flächen- 
element d/y  dessen  Lage  durch  y  und  z  bestimmt  ist 

1    ^  1    2  cos  (p  —  ysiiifp 

a    Q         a  Q 

Je  die  Summe  der  Momente,  welche  diese  Spannung  filr  alle 
Flächenelemente  in  Bezug  auf  die  y-  und  die  0-Achse  ergiebt, 
muss  sich  im  Gleichgewicht  befinden  mit  den  Komponenten  des 
Kräftepaares  3/^^,  d.  i.  mit 

Mj^  cos  ßj     bezw.     M^  sin  ß. 
Folglich 

-^         ^        /•     T  .            f  1    zGOsw  —  2/ sin  cp      ,. 
3/,cos/9==/(rd/.^=J  — "^-j^ ^zd/, 

nr    •    «             /•     7^                 fl    s^coso)  —  vsincp      ,^ 
M,smß=-fcd/.y  =  -^— "^-^ ^yd/ 

Unter  Voraussetzung  der  Un  Veränderlichkeit  des  Dehnungs- 
koefiicienten  a  und  unter  Beachtung,  dass  0  Y  und  OZ  die  Haupt- 
achsen des  Querschnittes  sind,  für  welche  die  Grösse  Z  (Gleichung  2) 
verschwindet,  ergiebt  sich 

1  cos  (f  M^ 

Mf^  cos  ß  =  '~~  01  cos  (p    oder         ~      =  a  —^  cos  ß, 

1  sin  (p  AJ^ 

jV/^sin/S  =  —    ©asiny    oder     —j-  =  a  —  smß, 


und  hieraus 


tgy'=-|^tg/?, 4) 


1  ,,  i/cos^/i?   ,    sinV 


02     ■      0^3    ?      ....     5) 


§  21.   Biegongsanstrengaog. 


227 


ß    .    sinV 


.     .     6) 


ler 


J^  z  cos  y  —  y  sin  y i/  /  -^^  ^^^  /^       y  sin  /S\ 

Die  Gleichung  6  geht  in  die  Gleichung  11,  §  16,  über,  wenn 

ß  =  0, 

L  h.  wenn  die  Paarachse  mit  einer  der  beiden  Hauptachsen  zu- 
Bammenfkllt,  oder 

wenn  ©i  =  0j  =  0, 

d.  k  wenn  die  Hanptträgheitsmomente  und  damit  alle  Trägheits- 
momente gleich  sind,  was  beispielsweise  zutrifft  für  den  Kreis,  das 
gleichseitige  Dreieck,  das  Quadrat,  überhaupt  für  alle  regelmässigen 
Vielecke,  für  den  kreuzförmigen  Querschnitt  bei  gleichen  Ab- 
messungen der  Rippen  u.  s.  f. 


Flg.  8. 


Für  den  besondereü  Fall  des  Rechteckes,  Fig.  3,  folgt  wegen 


0i  =  Tk-** 


12 


12 


02  =  -TTT  b^h 


aus  Gleichung  4 


tgy=   T    %/^- 


Die  grösste  Spannung  a^^  wird  auftreten   im  Punkte  £,    für 

welchen  ;?  =  0,5  Ä,  y  =  —  0,5  b 

15* 
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6  M.   I  COS  ß        sin  /? 


^tnax  If^ 


h 


.    *■    ■. 


nnd  mit  Rücksicht  auf  §  20,  Ziff.  5 


6  3/ 


b  1  cos  ß        sio  /} 


bh 


8) 


3»   Durchbiegung* 

Die  Durchbiegung    eines    Stabes,    dessen  Belastungsebene  die 
Querschnitte    nicht    in    einer    der   beiden    Hauptachsen    schneidet, 
pflegt  nur  insofern  praktisches  Interesse  zu  haben,    als  unter  Uiß' 
ständen  der  Stab    gehindert    sein    kann ,    sich  in  der  Richtung  tu 
bewegen,  in  welcher  er  sich  durchbiegen  will,  wodurch  ZusatzkrSfte 
wachgerufen  werden.    Denken  wir  uns  beispielsweise  einen  l  langen 
Stab  von  dem  in  Fig.  4  gezeichneten  Querschnitt  an  einem  Ende 


^r — ^ 
C 

1  Y 


97 


^ 


a\^-9l 


*    Y'-\ 


Fig.  4. 


eingespannt  und  am  anderen  Ende  mit  P  belastet,  so  ergiebt  sich 
für  die  senkrechte  Belastungsebene  OP  die  horizontale  Paarachse 
OMj^=  M^  =  PL  Unter  der  Voraussetzung,  dass  der  winkelförmige 
Querschnitt  gleiche  Schenkel  besitzt,  werden  die  beiden  Haupt- 
achsen 0  Y  und  0  Z  unter  45®  gegen  den  Horizont  geneigt  sein. 
Bezeichnet  nun  ©i  das  Trägheitsmoment  in  Bezug  auf  die  eine 
Hauptachse  0  Y  und  ©a  dasjenige  hinsichtlich  der  zweiten  Haupt- 
achse OZ^  so  folgt  die  Lage  der  Nullachse  NN  nach  Gleichung  4 
unter  Beachtung,  dass  j^  =  45°.  Da  die  Krummungsachse  parallel 
zu  NN  läuft,  so  ergiebt  sich  die  Durchbiegungsrichtung  in  der  zu 
NN  senkrechten  Geraden  OB,     Hiermit  wird  sich  das  eine  Ende 
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des  Stabes  unter  Einwirknng   der   vertikalen  Belastung  P  in    der 
Richtung   OB  durchbiegen. 

Wenn  nun  zwei  solche  Stäbe  miteinander  verbunden  sind, 
wie  z.  B.  Fig.  5  erkennen  lässt,  so  wird  diese  Durchbiegung  in- 
folge der  Verbindung  mehr  oder  minder  vollständig  gehindert,  d.  h. 
auf  die  beiden  Stäbe  wirkt  noch  je  eine  horizontale,  nach  innen 
gerichtete  Kraft  Hy  welche  unter  Umständen,  namentlich  dann,  wenn 


8 


i 


Flg.-5. 


sie  nicht  durch  den  Schwerpunkt  des  Querschnittes  geht  —  und 
damit  auch  auf  Verdrehung  hinwirkt  — ,  die  Anstrengung  des 
Materials  wesentlich  beeinflussen  kann. 

Unter  der  Annahme,  dass  die  Abweichung  der  Träger  in 
horizontaler  Richtung  durch  ihre  Verbindung  vollständig  gehindert 
wird,  würde  sich  H  aus  der  Erwägung  ergeben,  dass  die  Durch- 
biegungsrichtung mit  OP  zusammenfallen  muss.  Damit  dies  ein- 
tritt, müsste  A.  YON=  (p  =  4b^  sein,  also  nach  Gleichung  4 

tg45<'  =  ^tg/J, 


•«^=S 


Die  hierdurch  bestimmte  Lage  der  Paarachse  OC  lieferte  in 
der  zu  ihr  Senkrechten  OD  die  Richtung  der  Belastung  (für  verti- 
kale Durchbiegung)  und  damit  in  PD  die  gesuchte  Horizontal- 
kraft  Jf. 
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§  22.    Biegungsversuche. 
1.  Biegung^versuche  im  AUgemeinen* 

Biegungsversüche  werden  in  der  Regel  nach  Massgabe  der 
Fig.  1,  §  18,  angestellt  und  zwar  derart,  dass  die  Belastung  P  in 
der  Mitte  des  Stabes  angreift.  Mit  der  Genauigkeit,  mit  welcher 
das  Eigengewicht  desselben  vernachlässigt  werden  darf,  ergiebt 
sich  alsdann  für  den  mittleren  Querschnitt  die  Durchbiegung  y 
der  Mittellinie  des  Stabes  nach  Gleichung  14,  §  18,  zu 


y  = 


a  PP 


48    0 


und  die  Spannung  cXi  der  um  ei  von  der  Nullachse  abstehenden 
und  am  stärksten  gespannten  Fasern  nach  Gleichung  7,  §  18,  und 
Gleichung  12,  §  16,  zu 

PI 
40 


^l  =    A-^  ^1  ) 


unter  den  Voraussetzungen,  welche  zu  diesen  beiden  Gleichungen 
führten:  Ebenbleiben  der  Querschnitte  und  Unabhängigkeit  des 
Dehnungskoefficienten  a  von  der  Grösse  und  dem  Vorzeichen  der 
Spannungen  oder  Dehnungen. 

Durch  Beobachtung  der  zu  einer  gewissen  Belastung  P  ge- 
hörigen Durchbiegung  t/'  lässt  sich  für  einen  bestimmten  Stab  der 
Dehnungskoefficient 

0   y 
/3  >  ' 


a  =  48~-* 


oder  auch  dessen  reciproker  Werth  (Elasticitätsmodul) 

1  __l^  P 
a  ~"  48  0   y 

innerhalb  des  Spannungsgebietes,  für  welches  a  als  unveränderlich 
angesehen  werden  kann,  ermitteln. 

'   Es  ist  bis  vor  nicht  zu  langer  Zeit  allgemein  üblich  gewesen, 

a,  bezw.         in  dieser  Weise  zu  bestimmen,  gleichgiltig,  wie  gross 
a 


§  22.    Biegungsversuche.  231 

die  Höhe  des  Stabes  im  Verhältniss  zur  Entfernung  der  Auflage 
war.  Ist  sie  verhältnissmässig  bedeutend,  so  verliert  die  Glei- 
chuDg  14,  §  18,  an  Genauigkeit,  da  die  Durchbiegung  des  Stabes 
nicht  blos  von  dem  biegenden  Moment,  sondern  auch  von  der 
Schubkraft    abhängt.      Die    Vernachlässigung    des    Einflusses    der 

Schabkraft  liefert  a  zu  gross  und  —  zu  klein.    Wie  Verfasser  in 

der  Zeitschrift  des  Vereines  deutscher  Ingenieure  1888,  S.  222  u.  f. 
erstmals  nachgewiesen  hat,  beträgt  der  hierdurch  begangene  Fehler 

in  Fällen  stattgehabter  Ermittelung  des  Werthes  -     über  30%. 

Diese  Ausserachtlassung  der  Schubkraft  vorzugsweise    ist    es 
gewesen,  welche  zu  dem  Irrthum  Veranlassung  gegeben  hat,    dass 

der  Elasticitätsmodul,  d.  i.  —  für  Biegung  entschieden  geringer  sei 

a 

äIs  für  Zug    und  Druck*).     Die  Erwägung    des    in    §  20    unter  2 

Erörterten  führt  übrigens  ohne  Weiteres  zu  der  Erkenntniss,   dass 

genaue  Biegungsversuche  und  strenge  Rechnung  a  eher  ein  wenig 

kleiner,  also  —  eher  etwas  grösser    als  Zug-    und  Druckversuche 

a 

liefern  müssen. 

Unter   Umständen    kann    der   nach   Gleichung  14,    §  18,    er- 
mittelte Werth  von  a  noch  durch  einen  anderen  Einfluss  ungenau 
geworden  sein.      Infolge    der    Durchbiegung   gleitet  die  Stabober- 
fläche auf  den  Auflagern;  hierdurch  werden  Reibungskräfte  wach- 
gerufen,   welche    auf  die  Grösse  des  biegenden  Momentes  je  nach 
den  Verhältnissen  mehr  oder  minder  abändernd  einwirken.    (Vergl. 
Zeitschrift    des  Vereines    deutscher  Ingenieure    1888,  S.  224  u.  f.) 
Im  vierten  Abschnitt  unter  „Biegung  und  Schub"  (§  52),  sowie 
nnter  „Zug,  Druck,  Biegung"  (§  46,  Ziflf.  1),  wird  auf  den  Einfluss 
der  Schubkraft,    bezw.  der  zuletzt  erwähnten  Reibung    näher  ein- 
zugehen sein. 

Die  Beobachtung  der  Belastung  P^^^y  bei  welcher  der  Bruch 
des  durchgebogenen  Stabes  erfolgt,  führt  mittelst  der  Gleichung 


')  Hiemach  ist  auch  die  ältere  Angabe  zu  beurtheilen,  dass  der  Elasticitäts- 
modul für  Biegung  um  etwa  ein  Zehntel  geringer  als  für  Zug  und  Druck  zu 
wählen  sei. 
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zur  Biegungsfestigkeit  K^^  bezogen  auf  den  ursprünglichen  Stab- 
querschnitt. 

In  Hinsicht  auf  diese  Bestimmung  der  Biegungsfestig- 
keit sei  Nachstehendes  zur  Klarstellung  hervorgehoben,  wobei 
zähes  und  nicht  zähes  Material  unterschieden  werden  soll. 


a)   Zähes  Material^  wie  z.  B.  Flusseisen. 

Der  der  Biegungsprobe  unterworfene  Körper,  den  wir  uns  der 
Einfachheit  der  Betrachtung  wegen  als  Prisma  mit  rechteckigem 
Querschnitt  vorstellen  wollen,  sei  so  belastet,  dass  die  Spannung 
in  der  äussersten  Faser  gerade  der  Proportionalitätsgrenze  ent- 
spricht. Dann  erfolgt  die  Spannungsvertheilung  im  Querschnitt 
nach  Massgabe  der  Fig.  1.  Steigern  wir  die  Belastung  derart,  dass 
in  den  äussersten  Fasern  die  Streck-,  bezw.  Quetschgrenze  über- 
schritten wird,  so  geben  die  aussen  gelegenen  Fasern  verhältniss- 
massig  rasch  nach*).  Die  nach  innen  gelegenen  Fasern  werden  da- 
gegen verhältnissmässig  stark  zur  Uebertragung  des  biegenden 
Momentes  herangezogen:  die  Spannungsvertheilung  gestaltet  sich 
etwa,  wie  in  Fig.  2  dargestellt,  gleiche  Verhältnisse  für  Zug  und 
Druck    vorausgesetzt'-*).     Sie    weicht    weit    ab    von    derjenigen  iß 


»)  Vergl.   die  Delmungslinien  §  4,  Fig.  10  und  12  (S.  44  bezw.  48).    Diese« 
Nachgeben  erfolgt  allerdings  nicht  ganz  so  rasch,  als  diese  Linien  schliessen  lassen, 
da  die  nach  aussen  liegenden  Fasern  durch  die  benachbarten  inneren,  noch  nicht 
über  die  Streck-  und  Quetschgrenzc  hinaus  beanspruchten  Fasern  im  Fliessen  ein* 
gewisse  Hinderung    und    damit  eine  gewisse  Erhöhung   der  Widerstandsfähigkeit 
erfahren.      Biegungs versuche    mit   Stäben,    deren    Material    bei    Zugversuchel^ 
Dehnungslinieu  wie  in  Fig.  10  oder  12  liefert,  also  sehr  deutlich  die  Fliessgrenie 
herAortreten  lasst,  ergeben  keine  demrt  ausgeprägte  Streck-  oder  Quetschgrenie; 
es  wird  eben  zunächst  nur  in  der  Mitte  des  Stabes  und  hier  wieder  nur  ia  def 
äussersten  Faserscliicht  die  dieser  Grenze  entsprechende  Spannung  eintreten. 

^)  Es  ist   von  Interesse  zu   l)eachten,    dass,    wie  Versuche  Bauschingers 
und    des  Verfassers    n.ach weisen,    die   (^Querschnitte   von  Stäben    aus   zähem  Stahl 
oder  Schmiedeiseu  (Fluss-  oder  Schwoissmaterial)  selbst  bei  sehr  weit  getriebener 
Durchbiegung  eben  und  senkrecht  zur  Mittellinie  bleiben.     Wenigstens  l&sst  sich 
dies   mit   grosser  Annäherung  aussprechen.     Dieses  Verhalten  —  bei  einer  Span* 
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j».  1,  welche  bei  Entwicklung  der  oben  angegebenen  Gleichung 
V  K^  vorausgesetzt  wurde.  Durch  weitere  Erhöhung  der  Be- 
ttung wird  diese  Abweichung  noch  gesteigert  werden.  In  dem 
asse,  wie  die  Durchbiegung  vorschreitet,  also  die  gezogenen 
asem  gedehnt,  die  gedrückten  verkürzt  werden,  beginnt  auch 
3ch  die  Querzusammenziehung  der  ersteren  und  die  Querdehnung 
er  letzteren  eine  Aenderung  der  Querschnittsform  des  Stabes  im 


Fig.  1. 


FIff.  2. 


QUttleren  Theil  herbeizuführen  derart,  dass  sie  trapezförmig  wird: 
luf  der  Zugseite  nimmt  die  Breite  ab,  auf  der  Druckseite  wächst 
sie.  Ein  Bruch  tritt  meist  überhaupt  nicht  ein:  nur  eine  grosse 
Durchbiegung.  Dabei  erlangt  die  Belastung  eine  Höhe,  welche 
"ci  der  Beurtheilung  mittelst  der  Gleichung 


P       l 

wT  tnax 

^"==-40-' 


^  Biegungsfestigkeiten  fuhrt,  die  nach  den  vorstehenden  Dar- 
l^Hngen  —  der  Versuch  lehrt  das  Gleiche  —  mehr  oder  minder  weit 
Ober  die  Zugfestigkeit  des  gleichen  Materials  hinausgehen  müssen. 
Streng  genommen  läuft  dieses  Verfahren  darauf  hinaus,  dass 
iDan  die  Dehnungslinie  bis  zum    Eintritt    der    grössten    Belastung 


ungsvertheilung,  wie  in  Fig.  2  dargestellt  —  lüsst  vermuthen,  dass  auch  bei 
(aterialien,  bei  welchen  Proportionalität  zwischen  DehuuDgen  und  Spannungen 
t>eriiaupt  nicht  besteht.  Ebenbleiben  der  Querschnitte  mit  Annäherung  wird 
»raosgesetzt  werden  dürfen,  insoweit  es  sich  um  den  Eiufluss  eines  biegenden 
omentes  handelt. 


als  Gerade    ansieht,    also    beispielsweise    im  Falle  der  Fi{:.  1.  §3 
auf  S.  9  {giltig  fflr  Flusseisen)  die  Kui-ve  OBCE  als  gerade  Linie 


,  Gra 


andsteiß 


b)  Material,  wie  z.  B.  GuBseisen 
und  dergl. 

Biegungaversache  mit  Körpern  aus  solchen  Stoffen  fähren  zum 
Bruch,  infolgedessen  hier  die  Beobachtung  einer  tbatsächlichea 
Bruchbeiastung  möglich  ist.  Aach  zeigen  die  Dehnungslinien  dieser 
Materialien  einen  gleichmässigeren,  stetigeren  Verlauf  {§  4,  Fig.  8) 
als  zähe  Materialien,  wie  Flusseisen  (g  4,  Fig.  10  und  12),  bä 
denen  an  der  Fliesagrenze  eine  Stetigkeitsunterbreobung  auftritt. 
Die  Formänderung,  welche  der  Stab  bis  zum  Bruche  erleidet,  ist 
eine  weit  geringere. 

Infolge  dieser  Umstilnde  gestatten  die  Ergebnisse  von  Biegungs- 
Bruch  versuchen  mit  Körpern  von  solchen  Materialien  ^  trotz  der 
Veränderlichkeit  von  a  —  in  der  einen  oder  anderen  Hinsicht 
meist  eher  einen  —  wenn  auch  beschränkten  —  Scbluss  auf  die 
Widerstandsfähigkeit  eines  Körpers  innerhalb  der  ti blichen  An- 
strengung als  die  Ergebnisse  von  Biegungs- Bruch  versuchen  mit 
zähen  Körpern.  (Vergl.  die  Spannungsvertheilung  §  20,  Fig.  9, 
mit  derjenigen  in  Fig.  2,  hier.)  Immerhin  müssen  solche  Schlüsse 
auch  hier  mit  grosser  Vorsicht  und  mit  Rücksicht  auf  die  wesent- 
lichen Einfluss  nehmenden  Verhältnisse  gezogen  werden  (vergL 
S.  221,  üben);  es  sei  denn,  dass  man  die  Veränderlichkeit  von  a 
in  der  Rechnung  oder  zeichnerischen  Ermittlung  berücksichtigt 
(vergl.  Fuasbemerkung  2,  S.  220  bis  222). 


2,    AblUinyigkeit  ilev  BU-yungafeatigkeit  tlea  Guitaeisena 
von  der  ijaertchnittgform. 

Nach  §  20,  Ziff.  4  muss  Gusseisen  infolge  der  Veränderlich- 
keit des  Dehnungskoefücienten  gegenüber  den  Konstruktions- 
materialien, welche  innerhalb  gewisser  Spannungsgrenzen  konstante 
DehnungskoefGcienten  besitzen,  ein  abweichendes  Verhalten  bei 
Biegungsversuohen  zeigen;  namentlich  muss  trotz  der  vergleichs- 
weise   geringen    For  man  de  ran  gen,    welche    Gnsseiaen    erfährt,    die 
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Biegungsfestigkeit  K^ ,    berechnet    auf  Grund   der   Gleichung    12, 
§  16, 

A^L    =  ^»  -^ 

wesentlich    grösser    sich    ergeben  als  die  Zugfestigkeit  und  in  be- 
deutendem Masse  abhängig  sein  von  der  Querschnittsform. 

In  diese  Verhältnisse  gewähren  die  vom  Verfasser  angestellten 
Versuche  Einblick.     Ausführlich  ist  hierüber  berichtet  in  der  Zeit- 
"    Schrift   des  Vereines    deutscher   Ingenieure   1888,    S.  193  bis  199, 
;    S.  221  bis  226,  S.  1089  bis  1094,  1889,  S.  137  bis  145. 

Die  im  Folgenden  je    unter    einer    Bezeichnung    aufgeführten 
!,  Versuchskörper    sind    aus    dem    gleichen    Material    bei  einem  und 
demselben  Gusse  hergestellt  worden. 


Gnsseisen  A* 

Zug-  und  Biegungsstäbe  bearbeitet. 

Zugversuche  zur  Ermittelung  der  Zugfestigkeit. 
;         Zugfestigkeit  =  1^5 +1355 +  1409  + 1377_  ^  ^3^^  ^^ 

[         Zugfestigkeit  =  1369  +  1303  +_L355_,  __  _  ^3^^    . 


A:.=  1369kg. 
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47  Biegangsversuche  zar  Bestimmung  der  Biegangsfestigkeit. 


No. 


Querschnitts- 
form 


Biegangsfestigkeit 


K.= 


fnax 

4e 


absolut 
in  kg/qcm 


in  Theilen 

der 

Zugfestigkeit 


6 
5 


1^0 

bezw. 


4 
3 


r  ^0 


BemerkuD 


3 


6 


••--61- 


t»»©** 


I 
I 

e 


i 


90  -  -  -»1 


M)««. 


^ 


^t 


r«>0-»t 


•*>0-« 


-H9-I 

I 

^  —65,5-  »i 


8 


1979 


2081 


2076 


2395 


2372 


2905 


2929 


3218 


1,45 


1,52 


1,52 


1,75 


1,73 


2,12 


2,14 


2,35 


1,43 


1,49 


1,49 


1,70 


1,70 


2,05 


2,06 


2,31 


Efl  zerreiw 
BchmaJe  FUni 
die  breite  b 
unyerletxt. 
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Die  in  der  bezeicUneten  Weise  ermittelte  Biegungs- 
festigkeit überschreitet  hiernach  die  für  dasselbe  Guss- 
cisen  ermittelte  Zugfestigkeit  um  so  bedeutender,  je  mehr 
sich  das  Material  verhältnissmässig  nach  der  Nullachse 
hin  zusammendrängt.     (Vergl.  §  20,  Ziff.  4.) 


T ; -*- 


Flg.  8. 


Die  hiemach  festgestellte  Abhäugigkeit  der  Bieguugsfestigkeit 
STj  von  der  Querschnittsform  und  der  Zugfestigkeit  K^  Iftsst  sich 
uit  guter  Annäherung  zum  Ausdruck  bringen  durch  die  Beziehung 


K=f^ii'^. 


1) 


Hierin  bedeutet 

Zq  den  Abstand  des  Schwerpunktes  des  auf  der  einen  Seite  der 
Ifollachse  gelegenen  Theiles  der  Querschnittsfläche  von  dieser 
Schwerlinie,  Fig.  3, 

Po  einen  Eoefficienten,  der  im  vorliegenden  Falle  (vergl.  die 
Werthe  der  Spalte  4  und  5,  S.  236)  gewählt  werden  darf 

a)  für  diejenigen  Querschnitte,  welche  oben  und  unten  durch 
eine  wagrechte  Gerade  begrenzt  sind,  wie  No.  1,  2,  3,  4, 

5  und  7,  etwa  -^-=1,2, 

b)  für  die  beiden  Querschnitte  No.  6  und  8,  welche  oben  und 
unten  nicht  durch  wagrechte   Gerade  begrenzt  sind,    bei 

denen  —  streng  genommen  —  nur  eine  einzige  Faser 

4 
am  stärksten  gespannt  ist,   etwa    q  ==  1,33. 

lieber  den  Einfluss  der  Gusshaut  auf  (Jq  vergl.  Ziff.  3,  Schluss 


1 
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Gnsseisen  Bj  von  hoher  Festigkeit. 

Zug-  und  Biegungsstäbe  bearbeitet. 

Querschnitt  kreisförmig,  36  mm  Durchmesser. 

Zugfestigkeit  =  (1893  -h  1847  +  1805  -+- 1846) :  4  =  1848  kg. 
Biegungsfestigkeit  =  (4321  +4148-4-  4073  4-  3930  -h  4295  -h  3903 
4513  +  3920) :  8  =  4139  kg  =  2,24 .  Zugfestigkeit. 


')  Zeitschrift  des  Vereines  deutscher  Ingenieure  1900,  S.  409  u.  f.  (Mit- 
theihingen  über  Forschungsarbeiten  auf  dem  Gebiete  des  Ingenieurwesens,  Berlin, 
lieft  1,  S.  49.) 

')  Diese  Verhältnisszahlen  1,8  und  1,9  sind  ganz  erheblich  grösser  als  sie 
sich  für  gewöhnliches  Maschinen-Gussoisen  ergeben  (Quadratische  Biegungsstäbe 
mit  Gusshaut,  kreisförmige  Zugstäbe  ohne  Gusshaut). 


Gnsseisen  Bj  von  hoher  Festigkeit^). 

Biegungsstäbe  von  30  mm  Quadratseite  mit  Gusshaut. 
Zugstäbe  von  20  mm  Ereisdurchmesser  bearbeitet. 

Material  1. 

Zugfestigkeit  =  (2535  -+-  2312  -+-  2334) :  3  =  2394  kg. 
Biegungsfestigkeit  =  (4294  4-  4347  +  4305) :  3  =  4315  kg  = 

1,80 .  Zugfestigkeit^). 
Arbeitsvermögen  =  (0,120  4-  0,126  -h  0,132) :  3  =  0,126  kg/ccm.      i 

Material  2. 

Zugfestigkeit  =  (2379  +  2354  -h  2261) :  3  =  2331  kg.  : 
Biegungsfestigkeit  =  (4392  +  4442  -h  4472) :  3  =  4435  kg  = 

1,90 .  Zugfestigkeit').  | 

Arbeitsvermögen  =  (0,142  -h  0,136  -h  0,116) :  3  =  0,131  kgm/ccm.  ' 

Ueber  die  Abnahme  der  Zugfestigkeit  dieses  Gusseisens  for 
Temperaturen  bis  570°  C.  findet  sich  berichtet  in  der  Zeitschrift 
des  Vereines  deutscher  Ingenieure  19(X),  S.  168  u.  f.  (Mittheilungen 
über  Forschungsarbeiten  auf  dem  Gebiete  des  Ingenieurwesens, 
Heft  1,  S.  61  u.  f ) 
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Gnsselsen  €• 

Zugstäbe  bearbeitet,  Biegungsstab  unbearbeitet 

(also  mit  Gusshaut). 


\ -lii 


Zugfestigkeit  lolO  kg, 

Biegungsfestigkeit  2114  kg, 

Verhältniss  beider  2114  ;  1310  =  1,61 :  1. 


Gnsselsen  D. 

Zug-  und  Biegungsstäbe  bearbeitet. 

a)  Querschnitt:  Fig.  6,  §  17. 

Die  schmale  Flansche  ist  die  gezogene,  die  breite  die  ge- 
drückte. 

Beim  Biegungsversuch  reisst  die  schmale  Flansche,  die  breite 
bleibt  unverletzt. 

Zugfestigkeit  1418  kg, 

Biegungsfestigkeit  2077  kg, 

Verhältniss  beider  2077  :  1418  =  1,46  : 1. 


b)  Quadratischer  Querschnitt 


Biegungsfestigkeit  2539  kg, 

Verhältniss  2539  :  1418  =  1 ,78  : 1 . 
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UI.    Biegung. 


S.   EinfltiS8  der  Chtsahaut. 


Onsseisen  £• 


Zugstäbe  (3  Stück)  bearbeitet. 
Biegungsstäbe    (14  Stück),   zum  Theil   bearbeitet  (5  Stück 

zum  Theil  unbearbeitet  (9  Stück). 


Zugfestigkeit  K^  = 


1560  4-1586-1-1640 


=  1595  kg. 


No. 


Querschnitts- 
form 


max 


Biegungsfestigkeit  A'^  =  — j— —  «'i 


Stäbe  bearbeitet        Stäbe  unbearbeitet 


absolut 
in  kg/qcm 


in  Theilen 
von  A' 


absolut 
in  kg/qcm 


in  Theilen 
von  K. 


1 


O 


r^^ 
^  *»*l*? 

t  ^?^^ 


••■ — titt-'w 


2765 


1,73 


2295 


2390 


2254 


1,41 


2026 


1,44 


1,50 


1,27 


Der  Vergleich  der  Spalten  4  und  6  zeigt  deutlich,  dass 
Biegungsfestigkeit  der  bearbeiteten,  also  von  der  G 
haut  befreiten  Stäbe  entschieden  grösser  ist  als  dieje: 
der  unbearbeiteten  Stabe.     Das  Vorhandensein   der  G 
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laui     wirkt     demnKch    auf   Verminderung    der    Biegungs- 
kstigkeit  bin. 

Diese  Ersclieinong  lässt  sich  erklären  einmal   durch  den  Ein- 

etwa    vorhandener    Gnssspannangen    und    zweitens    dadurch, 

^  der  DehDongskoefdcient  für  das  Gussliautmaterial  geringer  ist, 

ric  derjenige   für  das  weiter  nach  dem  Innern  des  Stabes  zu  ge- 

me  tiusseisen').   Für  die  letztere  Erklärung  spricht  insbesondere 

1  BeobAcbtung,    dass  die  Durchbiegungen,  namentlich  die 

Bleibenden,     bei    den     bearbeiteten    Stäben     verbältniss- 

■lAesig  weit  grösser  sind  als  bei  den   unbearbeiteten.     Die 

^ero   Nachgiebigkeit  der  an  und   für  sich  am  stärksten  bean- 

bUtn   lusseren  Fasern  hat  zur  Folge,   dass  die  Festigkeit  der 

leren  Fasern  weniger  ausgenützt  wird'). 

Die  Grßäse  des  hiermit   festgestellten  Einäusses  der  Qusshaut 

Btegoogsfestigkeit  hängt  jedenfalls    auch  z.  B.   davon  ab, 

I  GoBsstücke  in  frischem  Sand  oder   in  getrockneten  Formen 

,  werden.     Unter  Umständen  wird  dieser  Einfluss  sehr  be- 

Eod  werden  können'}. 

Deingeniäss    ergiebt    sich  der  Koefficient  fta  der  Gleichung  1 
■  anbearbeitete  Stäbe  kleiner  als  fär  bearbeitete.     Den  Werthen 
i  Spalte  6  würde  ein  Werth  ^  im  Mittel  reichlich  1   entsprechen, 
L  L  nahem  V«  kleiner  als  für  die  bearbeiteten  Stäbe. 


rttr  zur  KlargMlutty  lies  Ztiafttnmenhangs  zwlsehen  Zitg- 
mtut  JtieoHnff^fcatif/keit  von    Gnsaeiaeti,    und    der  Spannitngs- 
rertMeÜHim  über  den  Querschnitt  des  f/ebogcTien  Stabes. 

Zu  diesen  Versuchen  wurden  von  Gusseisen  bei  dera  gleichen 
I  (aas  derselben  Pfanne),  also  aus  dem  gleichen  Material,  so- 
i  Mch  dies  Gberhaapt  erreichen  lässt,  hergestellt: 

;  l>«iii   rata  Verfusser  wiB  Biegungaversuchen    Id    dar  Mitte    der    achtiigor 
B  l^ogrniin  Schliies,  iIb«s  die  Gusshaut  einea  klemeri'iiDehniiiigskoef&uiutiteD 
e  alü  liu  weiter  Doch  dem  Stabinaem  geleg^no  Miil«rial,  haben  unmittolbur 
[venudie,  Abur  welche  er  in  der  Zeitschrift  des  Vereiaes  dänischer  Ingcnieiiro 
S.  967  u.  f.  (Mittbeiliiagfa  über  Forachuagsarbeiton  auf  dem  Gebiete  den 
■weaetu,  Heft  1,  S.  l  u.  f.)  berichtet,  bestätigt. 
*)  Hicraui  folgt,  d&6s  OUT  bearbeitete  Stilbe  der  Prürnng  nsterworfen  wt^rden 
■ntaii.    Mit  nun  Znhlim  crhdliui  will,  welclie   uoli^r  .^ii-li  mit  Berechtigung  ver- 
I  wenien  können. 
&»»«li.  ai^hMl.    «■*■■■  IG 
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ll[.    Riegnng. 


Cylinder  von  90  mm  Durchmesser  und  rund  950  mm  Länge, 
Quadratische  Stäbe  von  90  mm  Seite  -         -     1100    - 

Durch  Bearbeitung  dieser  Körper  auf  der  Drehbank  bez«. 
Hobelmaschine  fand  Ueberfilhrung  derselben  in  Cylinder  von  HOran 
Durchmesser,  bezw.  in  (juadratische  Stäbe  von  SO  mm  Seiten- 
lange statt. 

Von  den  Cylindern  worden  sodann  Stücke  in  der  Länge  von 
ungefähr  320  mm  abgestochen  und  ans  ihnen  zu  Zugversuchen  j« 
4  Rundstäbe  von  20  mm  Durchmesser  im  mittleren  Theile  heraus- 
gearbeitet. Das  jeweils  verbleibende  Cy linderet ück  von  rund 
620  mm  Länge  wurde  zu  Druckversuchen  verwendet. 

Die  quadratischen  Stäbe  dienten  den  Biegungauntersuchnngen. 

Die  Belastung  wurde  von  Stufe  zu  Stufe  gesteigert  und  if 
bei  —  ohne  Zurückgehen  auf  die  erste  Helastnngsstufe  —  jeweili 
die  gesammte  Lüngenändcrung  bezw.  Durchbiegung  festgestellt. 

Sowohl  bei  den  Zug-  als  auch  bei  den  Druck-  und  Biegnnp- 
versuchen  wurden  die  Verlängerungen,  bezw.  Zusammendrückungen 
und  Durchbiegungen  Je  nach  5  Minuten  Belastungsdaucr  abgele&eu. 

Von  den  Ergebnissen  seien  die  folgenden  hier  mitgeth^lt. 

a)    Zugversuche. 


Unterschied  de* 
YcrlängeningeD 


2,U 
4,99 
8,83 
14,15 
21,60 
33,31 
55,58 

Die  Zugfestigkeit  des  Stabes  ergab  sich  zu 

Ä',=  l3I5kg/qcm. 
Diejenige  von  zwei  anderen  Stäben  zu 
128*1  und  1273  kg/qem. 


159,15  und 

318,3 

159,15     - 

477,5 

169,15     - 

636,6 

159,15 

795,8 

159,15     - 

954,9 

159,15 

1114,1 

159,15     - 

1273,2 

2,85 
3,84 
5,32 
7,45 
11,71 
22,27 
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b)  Drnckversnche. 


Belastangsstufe 
in  kg'qcm 


Gesammte  Zusammen- 

drückungen  in  '/^qq  cm  auf 

29,0  cm 


Unterschied  der 
ZusammendrückuDgeo 


0,46  und 

298,4 

0,46  - 

596,8 

0,46 

895,2 

0,46  - 

1193,6 

0,46  - 

1531,9 

0,46  - 

1790,4 

0,46  - 

2088,8 

0,46  - 

2387,2 

0,46  - 

2685,6 

0,46  - 

2984,0 

2,13 
4,63 
7,20 
10,45 
14,54 
18,51 
24,10 
31,08 
41,20 
56,72 


2,50 
2,57 
3,25 
4,09 
3,97 
5,59 
6,98 
10,12 
15,52 


c)  Biegnngsversuche. 

Stabbreite  b  =  8,01  cm,  Stabhöhe  A  ^  8,005  cm. 

Entfernung  der  Auflager  /  ^  1000  mm. 
Belastung  erfolgt  in  der  Mitte  durch  die  Kraft  P. 


Belastung  /' 
kg 


0,25^/ 


Gesammte  Durch- 

biegungeu  der  Stabachse 

iu  der  Mitte  in  mm 


Unterschied  der 

Durchbiegungen 

in  mm 


500 

1000 
2000 
3000 
4000 
5000 

6000 
•000 


146,1 

292,2 

584,4 

876,6 

1168,8 

1461,0 

1753,2 

2045,4 


0 
0,355 
1,227 
2,226 
3,392 
4,830 
6,698 
9,143 


0,.355 
0,872 
0,999 
1,166 
1,438 
1,868 
2,445 


16" 
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UI.   Biegung. 


Der  Bruch  erfolgt  bei  P  =  7380  kg.  Die  far  Proportionalität 
zwischen  Dehnungen  und  Spannungen  giltige  Gleichung  auf  S.  232 
würde  liefern 

25 .  7380 


K. 


.8,01.8,005* 


=  2157  kg/qcm. 


d)    Prüfung  des  Zusammenhanges  der  Versuchsergebnisse. 

Es  liegt  nahe,  die  Prüfung  in  der  Art  auszuführen,    dass  anf 
die  Entwicklungen  S.  214  u.  f.  zurückgegriffen  und  ermittelt  wird: 
aus  den  Zugversuchen        ai  und  nii 
'     Druckversuchen    a^     -     mj 

-  GL  11  (S.  219)    mit    er,  =  1315  kg/qcm  die  Lage   der 

Nullachse, 

-  Gl.  12  (S.  219)    die  Grösse  des    biegenden  Momentes^ 

welches  mit  (Tj  =  1315  kg  den  Bruch  herbeiführen 
würde. 
Dieses  Moment   wäre    sodann  mit  dem  thatsächlichen  Bruch- 
moment 

Pf         100 

±-.  =  -i^  .  7380  =  184  500  kg .  cm 
4  4 

zu  vergleichen. 

Die  Beschreitung  dieses  Weges  führt  zunächst  zu  der  Er- 
kenntniss,  dass  das  Potenzgesetz  «  =  «(;'"  für  die  gesammten 
Dehnungen  bis  zum  Bruch  den  thatsächlichen  Verlauf  der 
Dehnungslinie  weder  bei  Zug  noch  bei  Druck  zutreffend  genug  zum 
Ausdruck  bringt.  In  Fig.  4  sind  auf  Grund  der  unter  a  und  b  an- 
gegebenen Versuchsergebnisse  zu  den  Spannungen  als  wagrechte 
Abscissen  die  jeweils  erhaltenen  Dehnungen  als  senkrechte  Or- 
dinaten  aufgetragen  und  dadurch  die  ausgezogenen  Kurven  erhalten 
worden:  OZ^Z  gilt  für  Zug  und  OE^ED  für  Druck. 

Der  Linienzug,  wie  ihn  das  Potenzgesetz  mit 


Cfi 


24  956  000  000 


m,  =  2,623, 


Ofa 


20000  000  ' 


7/ia=  1,491 
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Feirt,    ist   strich-panktirt  eingetragen.    Man  erkennt  deutlich,  dass, 
nn    auch  die  Werthe  von  aitni,  bezw.  a.jni^  anders  als  geschehen 


Fig.  4. 


ienzüge 


^wählt   "werden,  bedeutende  Abweichungen  der  beiden  Linienzü 
^stehen  bleiben. 

Unter  diesen  Umständen  verzichten  wir  auf  die  Benutzung 
es  Potenzgesetzes,  sowie  auf  die  Heranziehung  einer  anderen 
unktion  und  verfahren  in  einer  anderen,    schon  von  W.  Schule 


Itl.   Biegung, 

angedeuteten  Weise.    Die  in  Fig.  4  ausgezogene  Kurve  OZyZ  liefert 
für    0,  ^  1315  kg  ^  AZ    in    der    Ordinate    OA    die    zugehörige 
Dehnung.     Unter  der  Voraussetzung,  dass  der  Stabquerschnitt  bei 
der  Biegung  eben  bleibt'),  ergiebl  die  Linie  OZ^Z  die  Vertheilang 
der  Zugspannungen    von   der  durch  0   gehenden  Nullachse  his  u 
der  am  stärksten  gespannten  Faser  in  A.     Die  Grösse  der  Fläche 
0 AZ  bildet   unter  Berücksichtigung  der  Breite    des    rechleck^ 
Querschnittes    das  Mass    für    die   Summe   der    inneren  Kräfte  »nf 
der  Zugseite.     Da  nun  diese  Summe,  welche  mit  N  bezeichnet  sei, 
gleich  sein  muss  der  Summe    der    inneren  Kräfte   auf  der  Druck- 
seite (Gl.  6,  S.  216),    so    ist    auf   letzterer  eine   Fläche   OBE  =     \ 
Fläche  OÄZ  abzugrenzen,    was  ^ich  mittelst  des  Polarplanimclera 
ziemlich  rasch  ausfübren  lä^st.     BE  ist  alsdann  die  grüsste  Span-    1 
nung,    welche  auf  der  Druckseite  eiotiitt,    wenn  die  grösste  Span-    | 
nung    auf   der    Zugseite   .il^^  1315kg/qcm    betrftgt.     Die  zeich-   1 
nerische  Darstellung  liefert  die  grösste  Druckspannung  ß£= 

2270  kg/qcra,    d.i.  um  100 ^CöTk =  73%  grösser  als  die 

grösste  Zugspannung. 

Die  Nullachse  ist    iu    dem    rechteckigen  Quei-schnitl  von  der 
Höhe  AOB  so  gelegen,  dass  die  Abstände  von  aussen 


-OA 


und 


=  0B 


betragen.  Dies  giebt,  da  der  für  die  Dehnungen  —  zunächst  ohne 
Rücksicht  auf  die  Höhe  des  Stabquerschnittee  —  gewählte  Maa»- 
stab  in  der  ursprünglichen  Zeichnung  Fig.  4  zur  Strecke  OA 
=  20,3cm  und  zur  Strecke  Oß  =  14,7  cm,  also  zu  ^4 ß  =  20^ 
-t-14,7  =  35,0  cm  geführt  hat,  bei  der  Querschnittshöhe  A  =  8,005cm 


^  4,64  c 


-».^f^  = 


, ,  ,  8,005         ,  ,„ 


Die  Nullachse  liegt  somit  im  Augenblick  des  Brächet 
um  0,64  cm,  d.  i.  um  8  "/o  der  Querschnittshohe  ans  da] 
Mitte  nach  der  Druckseite  hin. 

■)  Vergl.  Fussbemerkimji  S.  232  und  233. 
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Sind  S^  und  S^  die  Schwerpunkte  der  beiden  Flächen  OAZ 
bezw.  OBEy  so  findet  sich  zunächst  in  der  Strecke  y  der  Ab- 
stand, in  welchem  die  beiden  resultirenden  Innenkräfte  N  wirkend 
anzunehmen  sind,  und  damit  das  Moment  der  inneren  Kräfte 
gleich  Ny. 

Aus  der  Zeichnung  entnehmen  wir  unter  Berücksichtigung, 
dass  die  Stabbreite  8,01  cm  beträgt, 

N^  37 160  kg  y  =  21,0  -|^  =  4,8  cm, 

folglich 

Ny  =  37 160  .  4,8  =  178368  kg  .  cm. 

Das  Moment  der  äusseren  Kräfte,  welches  zum  Bruche  führte, 

betrag  —  wie  oben  ermittelt  —  184500  kg  .  cm.     Somit  findet  sich 

der  Unterschied  zwischen  diesem  Bruchmoment  und  dem  Moment 

der  inneren  Kräfte,    wie    es  in  Vorstehendem    festgestellt   worden 

ist,  zu 

184500-178368  _ 
^^  ~~i8450Ö ^'^  '- 

Dieser  Unterschied  hält  sich  nicht  blos  innerhalb  der  Grenzen 
der  Abweichungen,  welche  in  solchen  Fällen  zu  erwarten  sind, 
■ondem  er  muss  sogar  als  recht  klein  bezeichnet  werden.  Hier- 
nach erscheint  die  Spannungsvertheilung  im  Querschnitt 
des  gebogenen  gusseisernen  Stabes  im  Augenblick  des 
Bruches  und  damit  auch  der  Zusammenhang  zwischen  der 
Biegangsfestigkeit  und  der  Zugfestigkeit  klargestellt. 
Man  erkennt^  dass  in  dem  gebogenen  Stabe  wesentlich 
höhere  Zugspannungen  nicht  auftreten,  als  sie  der  un- 
mittelbare Zugversuch  liefert. 

Für  ein  unterhalb  des  Bruchmomentes  liegendes  Biegungs- 
moment^  etwa  für  ein  solches,  das  cr^  =  i^jZ,  liefert,  welchem  Werthe 
dann  gemäss  der  Gleichgewichtsbedingung,  dass  Fläche  OA^Z^ 
==  Fläche  OBiEi  sein  muss,  die  Druckspannung  a^  =  EiBi  ent- 
spricht, verschiebt  sich  wegen  des  flacheren  Verlaufs  der 
Drucklinie  0£i£  gegenüber  demjenigen  der  Zuglinie  OZ^Z 
die    Nullachse    nach    der    Mitte    hin,    für   noch    kleinere 
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Momente  kann  sie  aus  der  Mitte  des   rechteckigen  Quer- 
schnittes nach  der  Zagseite  hin  gelegen  sein*). 
Beispielsweise  findet  sich 

für  ö^  =  1000  kg/qcm 

(X^  =  1388  kg/qcm         ^,  =  4,27  cm         e^  =  3,73  cm, 

somit  die  Nullachse   um    0,27  cm,    d.  i.  3,4  °/o  der  Höhe   ans  der 
Mitte  nach  ^  der  Druckseite  gelegen, 

für  ö;  =  500  kg/qcm, 

<f^  =  525  kg/qcm        ^i  =  3,77  cm         e^  =  4,23  cm, 

somit    die    Nullachse    um    0,23  cm ,    d.  i.  2,9  %  der  Höhe  ans  der 
Mitte  nach  der  Zugseite  gelegen. 

Um  für  kleine  Momente,  welche  auch  nur  geringe  SpannnDg«n 
(Dehnungen)  geben,  die  Lage  der  Nullachse  auf  dem  zeichnerischen 
Wege  ausreichend  genau  feststellen  zu  können,  müssen  bei  d^ 
Zug-  und  Druckversuchen  die  Dehnungen  und  ZusammendrQcknngea 
für  geringere  Spannungen  mit  entsprechend  niedrigeren  Belastnngs- 
stufen  ermittelt  und  muss  für  die  Dehnungen  ein  grösserer  Mass- 
Stab  gewählt  werden,  als  dies  im  Falle  der  Fig.  4  geschehen  ist, 
mit  welcher  nur  die  Aufgabe  zu  lösen  war,  die  Verhältnisse  ftr 
den  Bruch  zu  untersuchen. 

Zur  weiteren  Klarstellung  sind  Versuche  mit  verschiedenen 
Gusseisensorten,  mit  Steinen,  Beton  u.  s.  w.  durchzuführen;  ebenso 
wird  der  Einfluss  zu  ermitteln  sein,  den  Wechsel  der  Belastungen 
(Spannungen)  äussert. 


^)  Diese  FeststelluDg  giebt  nicht  nur  eine  weitgehende  Aufklänmg  über  die 
Anstrengung  von  auf  Biegung  beanspruchten  Körpern,  deren  Material  stark  ver- 
änderlichen Dolinungskoefficienten  besitzt,  wie  Gusseisen,  Sandstein,  Beton  u.  s.  w., 
sondern  sie  beleuchtet  auch  die  Mittheilungen,  welche  in  neuerer  Zeit  hinsichtlich 
der  Lage  der  Nullachse  bei  Biegungsbalken  aus  solchen  Stoffen  gemacht  worden 
sind.  Je  nach  der  verhältnissmässigen  Grösse  des  biegenden  Momentes  konnte 
man  die  Nullaehse  in  der  Stabachse  oder  auch  mehr  oder  minder  weit  ausser 
halb  gelegen  ermitteln,  ohne  damit  der  eigentlichen  Erkenntniss  der  Spannungs 
vertheilung  über  den  Querschnitt  naher  zu  kommen,  üeber  diese  giebt  Fig.  4 
S.  245,  vollen  Aufschliiss. 
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IT.  BüDlckiing. 

§  23.    Wesen  der  Knickung. 

Es  sei  ABy  Fig.  1,  ein  prismatischer  Stab  von  grosser  Länge 
d  geringen  Qne^schnittsabmessnngen;  belastet  durch  die  Kraft  P, 
enn  nun  die  Voraussetzungen, 

1.  dass  die  Kraft  P  genau  mit  der  Stabachse  zusammenfällt, 

2.  dass  diese  thatsächlich  eine  gerade  Linie  bildet,  dass  das 
Material  des  Stabes  durchaus  gleichartig  ist  und  an  allen 
Stellen  in  dem  gleichen  Zustande  sich  befindet, 

3.  dass  seitliche  Kräfte  auf  den  Stab  nicht  einwirken,  dass  der- 
selbe überhaupt  Einflüssen,  welche  solche  hervorrufen  wurden, 
nicht  unterworfen  ist, 

träfen,  so  würde  der  Stab  nach  §  1 1  nur  eine  Zusammendruckung 
Richtung  der  Achse  und  senkrecht  dazu  eine  Querschnittsver- 
teseruDg  erfahren.  Eine  Veranlassung,  mit  dem  freien  Ende 
tlich  auszuweichen,  läge  dann  nicht  vor. 

In  Wirklichkeit  sind  die  genannten  Voraussetzungen,  nament- 
h  diejenigen  unter  Ziff.  1  und  2  genau  überhaupt  nicht  zu  er- 
leA  und  angenähei*t  um  so  weniger  leicht,  je  grösser  die  Länge 
9  Stabes  im  Verhältniss  zu  seinen  Querschnittsabmessungen  ist. 
folgedessen  zeigt  die  Erfahrung,  dass  ein  solcher  Stab  mit  seinem 
sen  Ende  auszuweichen  bestrebt  ist,  dass  er  eine  Biegung  er- 
idet.  Um  uns  über  das,  was  hierbei  eintritt,  ein  richtiges  Bild 
verschaffen,  f&hren  wir  folgende  Versuche  durch. 

a)  Wir  nehmen  einen  sorgfältig  gerade  gerichteten  Stahldraht 
n  3,5  mm  Durchmesser,  spannen  denselben  möglichst  genau  senk- 
et in  den  Schraubstock  so  ein,  dass  er  eine  freie  Länge  von 
=  850  mm  besitzt,  Fig.  2.  Hierauf  belasten  wir  ihn  in  Richtung 
ner  Achse  mit  P  =  Pi  =  0,4  kg.  Sobald  Draht  und  Belastung 
h  selbst  überlassen  werden,  beginnt  das  freie  Ende  des  crsteren 
izaweichen,  bis  er  bei  y  =  rund  25  mm  zur  Ruhe  gelangt.  In 
«er  Lage  befindet  sich  das  biegende  Moment  P  y'  (sofern  von 
n  Einfluss  des  Eigengewichtes  des  Drahtes  abgesehen  wird)  im 
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Gleicbgewiclit  mit  den  durch  dasselbe  im  Innern  des  Stabes 
gerufenen  Elasticilätskräftsn.  Die  wiederholte  Zortickfühning  in 
ausgewichenen  Drahtes  in  die  senkrechte  Lage  erwidert  derselbe 
durch  erneute  Ausbiegung  um  i/'.  Wird  das  freie  Knde  des  Stabes 
mit  der  Hand  noch  etwas  Tveiter,  d.  h.  um  mehr  als  i/'  ansgebogen 
und  alsdann  sich  selbst  überlassen,  so  kehrt  er  in  die  Lage 
y'  =  25  mm  zurück.  Der  Gleichgewichtszustand  ist  denmach 
stabiler. 

Die  Belastung  Pi  =  Oj4  kg  wird  entfernt  und  durch  P  = 
=  1,1  kg  ersetzt.     Sobald    der  Drahtstab   mit  der  Belastung  sich 


selbst  überlassen  bleibt,  beginnt  das  freie  Ende  auszuweichen,  iM 
Drüht  biegt  sich  fortgesetzt,  bis  das  belastende  Gewicht  die  Werk- 
bank, an  welcher  der  Seliraubstock  befestigt  ist,  erreicht  hat, 
Fig.  3. 

Die  Biegung  ist  naturgemJLss  an  der  Einspann  stelle  am  stärksten- 
Der  Stab  ist  hierbei  nicht  gebrochen.  Nach  der  Entlastung  ver 
schwindet  ein  ziemlich  bedeutender  Theil  der  erlittenen  Form-j 
änderung  wieder;  namentlich  erlangt  die  nach  dem  freien  Eow 
hin  gelegene  Strecke  die  Geradlinigkeit  wieder.  i 

h)  Eiu  schlanker  Holzstab  von  quadratischem  Querschnitt,' 
.Seitenlange  7,5  mm,  wird  möglichst  genau  senkrecht  in  den  Schraitb- 
stock  gespannt,  alsdann  am  freien  Ende  mit  F  =  P,^l,\.  kg  be-. 
lastet,  wobei  /  =  850  mm.  Das  freie  Ende  beginnt  aaszaweiches 
und  gelangt  schliesslich  bei  y  =  rund  150  mm  zur  Ruhe. 


§24.    KnickbelastuDg.  251 

Die  Belastung  P,  =  1,1  kg  wird  entfernt  und  durcli  P  =  P^ 

L,3  kg  ersetzt.    Der  hierauf  sich  selbst  überlassene  Stab  beginnt 

dem  freien  Ende  auszuweichen,  auch  nach  wiederholter  Zurück- 

rung  in  die  senkrechte  Lage,  und  biegt  sich,  bis  er  bei  y  etwa 

ich  550  mm  bricht. 

Die  Erscheinungen,  welche  die  beiden  Stäbe  bei  der  Belastung 
t  P  =  P,  zeigen,  werden  unter  dem  Namen  Knickung  des 
abes  zusammengefasst:  im  ersten  Falle  tritt  eine  Biegung  ein, 
jlche  —  abgesehen  von  der  Möglichkeit,  dass  es  sich  um  eine 
)der  handelt  —  mit  dem  Zwecke  des  Stabes,  ein  widerstands- 
biger  Konstruktionstheil  zu  sein,  unvereinbar  ist;  im  zweiten 
die  erfolgt  ein  Bruch,  der  gleichfalls  unzulässig  erscheint. 

Aus  den  Versuchen  a  und  b  erkennen  wir  Folgendes. 

Bei  der  Belastung  Pi  weicht  der  Stab  nur  um  y'  aus  und  ge- 
igt zur  Ruhe.  Wird  das  freie  Ende  des  Stabes  mit  der  Hand 
ch  etwas  weiter  ausgebogen  und  sich  dann  selbst  überlassen,  so 
hrt  er  in  diese  Lage  zurück.  In  derselben  herrscht  demnach 
ibiles  Gleichgewicht  zwischen  dem  biegenden  Moment,  welches 
j  auf  den  Stab  wirkenden  äusseren  Kräfte,  d.  h.  die  Schwerkräfte 
r  Belastung  und  der  eigenen  Masse,  liefern,  und  den  hierdurch 
Innern  des  Stabes  wachgerufenen  Elasticitätskräften.  Bei  der 
lastung  Pa  dagegen  besteht  überhaupt  ein  Gleichgewichtszustand 
ht,  der  Stab  biegt  sich  aus,  bis  die  Belastung  zum  Aufruhen 
angt,  also  zum  Theil  aufgehoben  wird  (Versuch  a),  beziehungs- 
ise  bis  sie  zum  Bruche  fuhrt  (Versuch  b).  In  beiden  Fällen 
SS  es  hiemach  eine  zwischen  Pj  und  Po  gelegene  Belastung 
=  Po  geben,  für  die  der  stabile  Gleichgewichtszustand,  welcher 
P  =  Pi  noch  zu  beobachten  war,  gerade  aufhört,  zu  bestehen. 

Diese  Kraft  Pq  wird  als  Knickbelastung  bezeichnet. 


§  24.    Knickbelastung. 

(Euler'sche    Gleichung.) 

Für  den  Stab  Fig.  1  bezeichne 

^    die    in    der    Richtung    der    ursprunglich    geraden    Stabachse 

i^irkende  Kraft, 
\  die  Knickbelastung,    d.  h.   diejenige  Grösse   von  P,    welche 

die  Knickung  herbeizuführen  im  Stande  ist, 


\ 
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0  das  der  Biegung  gegenüber  in  Betracht  kommende  Trägheits- 
moment des  Stabqnerschnittes  (in  der  Regel  das  kleinere  der 
beiden  Hauptträgheitsmomente), 
l  die  Länge  des  Stabes, 

a  den  Dehnungskoefficienten. 

In  Bezug  auf  den  durch  den  Abstand  a  bestimmten  Qu«^ 
schnitt  ist,  da  die  zu  a  gehörige  Ordinate  der  elastischen  Linie  jf 
beträgt;  das  biegende  Moment,  dessen  Ebene  den  Querschnitt  io 
einer  der  beiden  Hauptachsen  schneide, 

und  damit  unter  der  Voraussetzung,  welche  in  §  16 
X  zu  Gleichung  9  fuhrt,  nach  Gleichung  10  daselbst 


Wird  gesetzt 


=  w*       a-hy'  —  i/  =  ''Z, 


so  folgt 


Fig.  1. 


aP 
0 

—  n» 

rf'Ä 

da? 


r?z. 


*».■ 


Dieser  Gleichung    entspricht    unter  Voraussetzung,    dass  a  und  9 
konstant  sind,  das  Integral 


oder 


z  =  Ci  sin  {na)  -f-  Ca  cos  {nx) 


y  —  a  —  y  =  Ci  sin  (nx)  +  C^  cos  (i^r), 


w 


sofern  die  beiden  Integrationskonstanten  mit  Cx  und  Ci  bezeichnet 
werden.  Dieselben  sind  bestimmt  dadurch,  dass  für  den  Punkt  A^ 
also  für  x  =  0 


d.h. 


^  =  0    und    ^=0, 


0^=1  —  a  —  y         Ci  =  0. 
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Hiermit  folgt 

y  =  (a-hy)[l  —  cos  (na?)] 1) 

Für   je  =  l  wird  y  =  y\  also 

y'  =  (a  -f-  y)  [1  —  cos  (n  /)] 


1  —  cos(nZ) 

y  =  « — /  A —  = « 


co8(/i/)  [  cos(n/) 


!-('/¥)"]' 


—  1 


2) 


id  damit  findet  sich  die  Gleichung  der  elastischen  Linie 

1  f     \  1  —cos  UV-^T^ 

1  —  cos  inx)  \    f     0  I  ^v 

^  cos(n/)  /      /      ,.\  ^ 

cos     / 


i'i-] 


Denken  wir  beispielsweise  die  Gleichung  2  angewendet  auf 
inen  schmiedeisemen  Stab  von  100  cm  Länge  und  1  cm  Durch- 
lesser,   so  findet  sich  mit 

1  TT  1  1 


2000000  64  20  20 


p 

10 


Für  den  Hebelarm  a  wollen  wir  uns  einen  kleinen  Betrag 
'orstellen,  etwa  daher  kommend,  dass  der  Stab  schon  ursprünglich 
lieht  genau  gerade  war  und  dass  P  nicht  genau  durch  den  Schwer- 
>unkt  des  Querschnittes  geht. 

Fs  ergiebt  sich 

t,,  P  =   5  kg      y  =  a  [-1^^^^  -  l)  =   0,32  .; 
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für  P  =  10kg      y  -- 


cos  1 


für  1>  =  If)  kg       y'  =  « 


für  /'  =  20kg 


für  i'-- 22,5  1 


Wir    erkennen,    dasa  y"  anfangs   langsam,    dann    aber    ausser  J 
H'dentlich  rasch  mit  P  wäctst;  für  P;=  24,674  kg  wird  sog«« 


cos'l,57Ö8         ^ 


-ö--^ 


Wie  klein  also  auch  a  sein  mag  ~  sofern  es  nnr  nicht  NoU 
ist  — ,  für  P  =  24,674  kg  liefert  die  Rechnnng  y  =  oo.  Dies« 
Ergebniss  ist  natürlich  nicht  so  aufzufassen,  dass  die  Ansbiegnog 
des  Stabes,  der  eine  endliche  LUnge  besitzt,  thatsftchlicb  unend- 
lich sich  ergiebt,  sondern  es  wird  damit  nur  ausgesprochen: 
erreicht  P  den  Werth  24,674  kg,  so  wird  bei  der  geringsten  Ab- 
weichung der  Belastung  von  der  8tabachse,  oder  bei  nicht  voll- 
kommener Geradlinigkeit  derselben,  oder  bei  nicht  vollständiger 
Gleichai-tigkeit  des  Stabmaterials,  oder  endlich  bei  der  goringsteu 
seitlichen  Einwirkung  auf  den  Stab,  dieser  umknicken,  das  Gleich- 
gewicht zwischen  der  Husseren  Kraft  P  und  den  inneren  Elasticit&ts- 
kräften  wird  aufhören,  zu  bestehen.  Dabei  ist  P  selbst vcrständlicli 
nur  mit  derjenigen  Genauigkeit  bestimmt,  welche  den  Vorana- 
setzungen  der  Rechnung  entspricht. 

Dieser  Werth  von  /'  kann  demnach  als  diejenige  Kraft  be- 
zeichnet werden,  welche  Em  Stande  ist,  die  Knickung  herbeizQ- 
ftibren  und  welche  sie  auch  herbeiführen  wird,  da  die  Voi^ 
anssetzungen  unter  Ziff.  1  und  2  in  §  23  nicht  streng  erfüllbar 
sind  und  deshalb  stets  ein  biegendes  Moment  vorhanden  sein  mnsa. 
Diese  Kraft  ist  die  Knickbelastung  /V 

Allgemein  lässt  sich  dieselbe  aus  der  Gleichung  2  durch  di« 
Erwägung  bestimmen,  dass 


§  34.   Knickbelastung. 
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.  h. 


/ 


'/?)  = 

&  2 


Tt"     \      & 


0 


Pn  =  -V- 


4    a    P 


4) 


Für  den  Fall  der  Fig.  2,  nach  Massgabe  welcher  der  Stab 
gezwungen  ist,  mit  seinen  sonst  beweglichen  Enden  A  und  B  in 
der  ursprünglich  geraden  Stabachse  zu  bleiben,  verhält  sich  jede 
der  beiden   Stabhälften  genau  so,    wie  der  ganze   Stab   in    Fig.  1. 


I    I 


/^//r)7//7z 


Fig.  2. 


Fig.  3. 


Demnach  ergiebt  sich  für  die  Kraft,  durch  welche  hier  die  Knickunj^ 
erfolgen  wird,  mittelst  Einführung  von  0,5  /  in  die  Gleichung  4 
an  Stelle  von  l 

4    a  (0,5/)«" 


P«  = 


"*    a     /«    ^' 


5) 


d.  i.  ein  viermal  so  grosser  Werth,    wie  für  den   Stab  mit 
freiem  Ende. 

')  Eine  einfache,  elementare  Ableitung  dieser  Gleioliiing  giebt  Ix.  Laud  in 
tler  Zeitschrift  des  Vereines  deutscher  Ingenieuro  18%,  S.  99  u.  f.  In  autleror, 
auf  tue  Vorgänge  bei  der  Knick ungsbeanspruchiing  eingehender  Weise  behandelt 
W.  Schule  diese  Aufgabe,  Zeitschrift  des  Vereines  deutscher  Ingenieuro  1H99, 
S.  779. 
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Die  Bezeichnung  5  wird  nach  ihrem  Urheber  als  die  Enler'- 
sche  Gleichung  bezeichnet. 

Wenn  der  Stab,    Fig.  3,    an  beiden  Enden  A  und  B  so  ein- 
geklemmt ist,  dass  bei  etwaiger  Ausbiegung  die  Gerade  AB  Tan- 
gente in  den   Punkten  A  und  B  der    elastischen    Linie    bleibt  — 
was  übrigens  in  Wirklichkeit  nur  sehr  selten  zutreffen  wird  (vergL . 
§  53)  — ,  so  liegen  in  den  Mitten  C  und  E  der  Stabstrecken  AD 
und  BD  Wendepunkte.   Die  hierdurch  entstehenden  Endstücke  AC  ■ 
und  B  E  verhalten  sich  wie  der  ganze  Stab  im    Falle    der  Fig.  1 
(a  =  0    gesetzt),    während    das    Mittelstück    CDE   dem   Stabe   in: 
Fig.  2  entspricht.     Diese  Erwägung  ergiebt    für    die    beiden  End-  ' 

stücke  je  von  der  Länge  -^  nach  Gleichung  4 


a 


/P  a    P 


für  das  Mittelstück,  dessen  Länge  -^ ,  nach  Gleichung  5 


a    I  l  \^  a     Ir 


2 


Folglich  gilt  für  den  ganzen  Stab,  Fig.  3, 

1    0 
Po  =  47i»  — -^ 6) 

Hiernach    verhalten    sich  die  Enickbelastungen  fiar  die  Stäbe  , 
Fig.  1,  2  und  3  unter  sonst  gleichen  Verhältnissen  wie 

j^:n^ ,„  :  4  7i' ^  =1:4:16. 

4    a    r  a    r  a    (r 

Die   3  Gleichungen  4  bis  6    lassen    sich    zusammenfassen   in 

die  eine 

L  ® 

worin 


-Po  =  «-7--^> -f) 


§  25.    Zulässige  Belastung  gegenüber  Knickung. 
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n 


ö>  =  - j-  für  die  Befestigungsweise  Fig.  1 


CO 


71*  für  diejenige  Fig.  2  und 
4  71*  für  diejenige  Fig.  3 


8) 


§  25.    Zulässige  Belagtang  gegenüber  Knickung. 

Als  zulässige  Gesammtbelastung  P  der  in  §  24  besprochenen 
Stabe   iwrird  der  ©-te  Theil  von  Po  genommen,  d.  h. 


P  = 


Insbesondere 


für  Stab  Fig.  1,  §  24,     P  = 


n 


1    0 


4©  a    f  ' 


2, 


3, 


P  = 


n' 


1    0 


@     a    /' 


P  =  -Z-  - 


47r'  1    0 


@ 


a 


V 


•     1) 


oder  aUgemein 


P=- 

@   a 


1    0 


2) 


worin  o>  einen  von  der  Befestigungsweise  der  Stabenden  abhängigen 
Koef&cienten,  den  Befestigungskoefficienten  bedeutet,  dessen 
Grösse  ftlr  bestimmte  Fälle  am  Schlüsse  von  §  24  angegeben  ist. 
Hinsichtlich  o)  =  4  71*  sei  nochmals  darauf  hingewiesen,  dass  es 
nnr  Äusserst  selten  der  Wirklichkeit  entsprechen  wird,  den  Stab 
als  beiderseits  eingespannt  anzusehen  (vergl.  §  53). 

Die  Benützung  der  Gleichungen  1  oder  2  bei  Feststellung  der 
Qaerschnittsabmessungen  einer  Stütze  kommt  nach  Massgabe  des 
Erörterten  darauf  hinaus,  diese  so  zu  wählen,  dass  erst  durch  das 
6-{ache  der  wirkenden  Kraft  P  die  Knickung  herbeigeführt  wird. 
Mehr  ist  hierdurch  zunächst  nicht  erreicht.  Insbesondere  erscheint 
es  unzutreffend,  bei  Verwendung  dieser  Gleichungen  zu  schliessen, 
dass  erst  durch  das  @-fache  der  Kraft  P  die  Möglichkeit  einer 


CBach.  Elaaticiat.    4.  A«fl. 
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Biegung  eiiitreteü  würde.  Die  beiden,  in  §23  nuter  a  und  b 
angegebenen  Versnche  zeigen  deutlicb  eine  ganz  bedeutende  Ans- 
biegnng  bei  P  ^  P,'<  P^.  Die  tägliche  Erfahrung  lehrt  eben- 
falls, dasa  Ausbiegung  von  schlanken  Stäben  schon  bei  vcr 
hältnissmässig  sehr  geringer  Belastung  eintritt.  [Vergl.  auch  die 
in  §  27  unter  Ziff.  1  am  Schlüsse  von  a  genaachten  Angaben.)  Aoa 
der  Unmöglichkeit,  die  in  §  23  unter  Ziff.  1  und  2  angegebenen 
Voraussetzungen  genau  zu  erfüllen,  was  darauf  hinauskommt,  dui 
die  Grösse  a  in  Gleichung  2,  §  24,  grösser  als  Null  ist,  erklirt 
sich  diese  Erscheinung  ohne  Weiteres. 

Will  man  das  Eintreten  solcher  weit  unterhalb  der  Knickung»- 
gefahr  liegenden  Ausbiegungen  nach  Möglichkeit  verhindern,  » 
wird  das  unter  sonst  gleichen  Verhältnissen  um  so  erfolgreichtf 
geschehen,  je  grösser  man  S  in  die  Gleichungen  1  oder  2  einfübrL 

Bei  gewissen  Stangen  artigen  Maschinentheilen  wechseln  Zog 
und  Druck,  so  dass  die  Stange  zunächst  auf  Zug,  hierauf  in 
Knickung  beansprucht  ist  u.  s.  f.  Folgen  nun  —  wie  häufig  der 
Fall  —  Zug  und  Druck  so  rasch  auf  einander,  dass  von  eintf 
Ausbildung  der  Formänderung,  wie  sie  die  Entwicklung  d« 
Gleichungen  voraussetzt,  nicht  die  Rede  sein  kann,  so  wird  Ott 
geringerer  Werth  von  ©  genügen,  als  wenn  der  genannte  Vorgsof 
langsamer  vor  sich  geht'). 

Ferner  kommt  in  Betracht,  dass  in  den  meisten  Fällen 
der  Anordnung  Fig.  2,  §24,  schon  infolge  der  Reibung  in  denO*" 
lenken  bei  Ä  und  H  ein  (wenn  auch  nicht  bedeutendes)  Biegung^ 
nioment  vorhanden  zu  sein  pflegt.  Bei  nicht  senkrechter  Lage 
Stange  tritt  noch  hinzu  der  auf  Biegung  wirkende  Einänss 
Eigengewichts  und  im  Falle  ungleichförmiger  Bewegung  noch  > 
jenige  des  Trägheilsvermögens.  Nicht  selten  wird  der  Winn* 
zustand  des  Stabes  ein  einseitig  verschiedener  sein,  welcher  Üöi- 
stand  für  eiserne  Stützen  Bedeutung  erlangen  kann.  Auch  die«B 
Einflüssen,  wenn  sie  sich  innerhalb  gewisser  Grenzen  halten,  wirf' 
in  der  Regel  bei  Wahl  von  ©  Rechnung  getragen. 

Unter    diesen   Verhältnissen    ist    es    natürlich    ansgeschlosMi 
dass    Tür  S   ein    bestimmter  Werth    angegeben    werden    kann; 
werden  vielmehr  jeweils  die  besonderen  Umstände  in  Erwägung 

')  Vergl.  z.  B.  des  Verfassers  M  lisch  in  enelement«,  1.  Aufl,  (1881>,  S.  31I 
Oller  2.  Aufl.  (1891/92),  S.  493,  8.  Aufl.  (1901),  S.  658  und  659. 
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eben  sein.  Hierzu  gehört  insbesondere  auch  die  Befestigung  der 
nden  der  gedrückten  Stange.  Eine  Säule  mit  grosser  und  kräf- 
ger  Fuss-  und  Eopfplatte  wird  sich  anders  verhalten  als  eine 
mst  gleiche  Säule  mit  kleinen  Endplatten.  Die  erstere  Säule  er- 
^heint  in  höherem  Masse  als  an  den  Enden  eingespannt,  wie  die 
Jtztere,  und  insofern  tragjßihiger;  dagegen  wird  die  belastende 
Lraft  um  so  mehr  von  der  Achse  der  Säule  abweichen,  d.  h.  die 
Ifinle  voraussichtlich  mit  einem  um  so  grösseren  Hebelarm  be- 
isten  können,  je  grösser  die  Kopf-  und  die  Fussplatte  sind  (vergl. 
neh  Fig.  1  und  Fig.  2,  §  27).  Bei  Bleiunterlage  wird  sich  die  gleiche 
Säule  leichter  nach  Fig.  2,  §  24,  krummen  können,  als  wenn  sie 
alt  Cement  untergossen  worden  ist,  der  vor  der  Einwirkung  der 
ielastung  genügend  erhärtet,  u.  s.  w.  Streng  genommen  wäre  aller- 
ÜDgs  diesen  Umständen  bei  Feststellung  des  Befestigungskoeffi- 
tienten  w  Kechnung  zu  tragen;  doch  kommt  es,  da  P  proportional 
lem  Quotienten  (a :  @,  thatsächlich  auf  dasselbe  hinaus,  wenn  o), 
rie  es  für  Stützen,  deren  Enden  seitlich  nicht  ausweichen  können, 
va  geschehen  pflegt,  mit  ti?  eingeführt  und  ©  entsprechend  kleiner 
^wählt  wird,  falls  man  nicht,  durch  Erwägungen  besonderer  Art 
veranlasst,  vorzieht,  statt  der  ganzen  Säulenlänge  einen  Bruchtheil 
lerselben  in  Rechnung  zu  stellen.     (Vergl.  Schluss  von  §  27.) 

Für  Säulen  von  Gusseisen  darf,  ganz  abgesehen  von  der 
idbstverständlichen  Rücksichtnahme  auf  die  Herstellungsweise 
[liegend  oder  stehend  gegossen),  nicht  ausser  Acht  bleiben,  dass  a^ 
■reiches  bei  der  Entwicklung  in  §  24  als  konstant  vorausgesetzt 
^nrde,  thatsächlich  veränderlich  ist,  und  zwar  zunimmt  mit 
irachsender  Spannung  oder  Dehnung  (vergl.  §  20,  Ziff.  4),  sowie 
überdies  für  die  Gusshaut  weniger  beträgt  als  für  das  im  Inneren 
gelegene  Material  (vergl.  §  22,  Ziff.  3). 

Schliesslich  wird  auch  dem  Umstand  Beachtung  geschenkt 
irerden  müssen,  dass  in  der  Regel  schon  frühzeitig,  d.  h.  unter 
rerhältnissmässig  geringer  Belastung  bleibende  Formänderungen 
eintreten  (vergl.  §4);  weshalb  die  Durchbiegung  des  auf  Knickung 
beanspruchten  Stabes  grösser  sich  ergeben  muss,  als  es  der  Deh- 
longskoefficient  der  Federung  a  erwarten  lässt,  und  infolgedessen 
kr  einmal  durchgebogene  Stab  sich  so  verhält,  als  ob  der  Hebel- 
Jin  a  (Fig.  1)  von  vornherein  um  die  bleibende  Durchbiegung 
Tösser  gewesen  wäre. 

17* 
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Unter  allen  Umständen  im 
Knickung  berechnet  wird,  die  i 
einfacher  Druckbeansprucliung 


bei    einem  Stabe,   welcher  auf  I 
§12  aufsestellte  Fortlenin?  bei  I 


-F<-f/  . 


befriedigt  sein. 


I  2ß.   Navier'äche  ( Schwarz' gehe)  Knickiingslormel. 

Die  in  den  §§  24  und  25  erörterte  Grondgleichung  znr  Be- 
rechnung eines  Stabes,  welcher  der  Gefahr  des  Knickens  ansgesetit 
ist,  hat  bis  auf  unsere  Tage  in  den  Kreisen  der  Techniker  dei 
Hochbau-  und  Bauingenieurwesens  vielfach  Beraftngelung  erfahr«, 
deren  Wurzel  namentlich  in  dem  Umstände  zu  suchen  sein  dsH^ 
daas  in  ihr  nicht  die  Spannung  auftritt,  welche  man  sich  gewäuf 
hat,  als  MasBStab  der  Sicherheit  einer  Xonstruktion  aufzufassen 
von  der  man  deshalb  bei  Feststellung  der  Abmessungen  immw 
aaszugehen  pflegt'). 


')  Im  MaäoluneningenieurwcseD  war  nidbtii  oder  TerhältniGsmissig  nar  wi 
Too  einer  »olcheo  BeniäDgeluiig  zu  bemerken  tidiI  xwur  aus  verschiedenen  G 

Zunächst  hat  der  Gleichgeviuhtüzusland,  wie  er  im  Augenblicke  des  8 
ginnea  der  Knickung  vorhanden  ist,  für  den  Maschineningenieur  niehu  FrcKiltf 
Es  ist  demselben  gelltufig,  daes  bcIiod  die  Herstellung  eines  lungeren  «cUinki 
Körpers  mit  ihatsftubJiuii  gerader  Achse  und  vollslHadiger  GleicLartigkait  t 
Materials  trotz  grüsster  Sorgfidt  nicht  zu  erzielen  ist,  und  liaes  infolgedew 
ganz  abgesehen  davun,  mit  welvher  Genauigkeit  e»  möglich  erscheint,  die  A 
kraft  P  in  die  rermeintiich  gerade  Stabaehse  fallen  xu  la«aen,  bei  Beludtung  dOl 
/'  eine  mit  dieaer  Kraft  ivachsende  Durchbiegung  eintreten  mnsa.  (Lange  Dnd 
Stangen,  wie  sie  z.  B.  bei  vertikalen  Balanciermaschinen  auftreten,  sind  6tdM 
auch  bei  genau  senkrechter  Lage  niemals  durchbiegungsfre:  £u  erhalten,  diel 
zittemngen  loasen  sich  bei  wechselnder  Belastung  nicht  ganz  beiieitigen.)  IM 
bis  zu  einer  gewiesen  Grusse  tou  P  dx»  mit  dieser  Kraft  und  dem  EigengeHN 
verknüpfte  biegende  Moment  von  den  inneren  Elasticitfitskr&ften  des  Slabw  i 
Gleichgewicht  gebalten  wird,  und  daas  bei  Ueberschreituog  der  lietÄchnri 
Grenxe  dieses  Gleichgewicht  aufhört  und  der  Stub  sich  umbiegt  oder  z 
erscheint  dann  ganz  natürlich.  Durch  Steigerung  der  Belastung  vrird  Atr  St 
auf  einfachstem  Wege  aus  dem  Zustand  des  stabilen  Gleichgewichts  in  den  ( 
laliilen  übergeführt.  An  den  letzteren  muss  sich  dann  schon  infolge  de%  E 
UuBses  der  Zeit  auf  die  AiiBtiilduug  der  Kurmänderungea  der  Vorgang  i 
Knickens  anscblieBsen. 


§  26.   Kavier  sehe  Knickungsformel. 
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Femer  zeigten  die  Ergebnisse  von  Knickungsversuchen  keine 
XJebereinstimmung  mit  dem,  was  die  Eu  1er 'sehe  Gleichung 


Das  Verhalten  des  unter  äusserem  üeberdruck  stehenden  Flammrohres 
eines  Dampfkessels,  Fig.  1,  ist  ein  ganz  entsprechendes.  Erfährt  die  Pressung 
der  Flüssigkeit,  welche  das  Rohr  umgiebt,  eine  Steigerung,  so  wird  das  Letztere 
scbliesslich  eingedrückt  oder  zusammengedrückt.  Eine  eigentliche  Zerstörung  des 
Materials  tritt  hierbei  häufig  nicht  ein.  Die  Grösse  der  Pressung,  welche  das 
Sin-  oder  Zusammendrücken  herbeiführt,  hängt  in  erster  Linie  mit  ab  von  der 
Vollkommenheit  der  £[reisform  des  Rohrquerschnittes.  In  ganz  gleicher  Lage 
l^efinden  sich  nicht  wenige  Gefasse  und  Rohrleitungen  der  Industrie,  welche  der 
1   nach    oder  auch  nur  ausnahmsweise  äusserem  Üeberdruck  Widerstand  zu 

haben. 

In  solchen  Fällen  sind  eben  die  Abmessungen  so  zu  wählen,    dass  unzu- 
tessige    Formänderungen    femgehalten    werden.     Allgemein    von    einer   zu- 
•tigen  Spannung   auszugehen,    erscheint    dann    unzutreffend.     Die   üblichen 
eitskoefficienten  @  haben,    wie  oben  (§  25)   l)creits   erörtert,    hierbei   den 
imeinen  Rücksichten  und  den  besonderen  Umständen  des  gerade  vorliegenden 
Rechnung  zu  tragen. 


FIf.  1. 


Im  Maschinenbau   ist   auch  in  anderen  Fällen  als  bei  Knickbeanspruchung 
«iner  höchstens  zulässigen  Formänderung  auszugehen,  selbstverständlich  unter 
Ltung  der  Forderung,  dass  die  Anstrengung  des  Materials  in  keinem  Punkten 
höchstens  für  zulässig  erachteten  Werth  überschreitet.     Bei  stark  behisteteu 
Tilleii  Q.  s.  w.  gestattet  man  nur  eine  bestimmte  Durchbiegung  oder  eine  gewisse 
lang    der  Richtung   der    elastischen  Linie  von   der  ursprünglich  geraden 
an   bestimmten  Stellen;    in  anderen  Fällen   wird   von   einer  höchstens 
m  Verdrehung   ausgegangen.     Die  zulässigen  Belastungen   unserer  Treib- 
n.  8.  w.  bezwecken,  die  Dehnungen  innerhalb  gewisser  Grenzen  zu  halten 
t.  f.     Andererseits  werden  Federn  u.  dergl.  so  konstruirt,  dass  mit  Sicherheit 
eme    gewisse  Formänderung  gerechnet  werden  darf.     (Vergl.  des  Verfassers 
lenelemenle  1881,  Vorwort  S.  IV,  S.  35,  37,  202,  279,  317  u.  s.  f.,  oder 
tt/92,  Vorwort  S.  IV,  VIQ,   S.  61,  64,  232,  317,  318,  323  u.  f.,  S.  427  u.  f., 
498,  604,  640  u.  s.  w.) 

Die  oben  erwähnten  Bemängelungen  der  Euler 'sehen  Gleichung  in  den 
eisen  des  Baufachs  haben  von  H.  Zimmermann  im  CentralMutt  der  Bau- 
nraltiing'  1886,  S.  217  u.  f.  eine  klare  und  eingehende  Beleuchtung  crfjdiren. 
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lieferte*). 

Auf    diesem 
Knickungsformel 


P,  =  n^ 


1     © 


a 


Boden    war     die     von     N  a  v  i  e  r     herrührende 


P=f 


1  -l-x^ 


=  f 


1  +x 


/ 


.    1) 


r 


entstanden'). 

Hierin  bedeutet 
P   die  zulässige  Gesammtbelastung  des  Stabes, 
k  die  zulässige  Druckanstrengung  des  Materials, 


')  Man  übersah  hierbei,  class,  während  die  Entwicklung  dieser  Gleichotg 
freie  Beweglichkeit  der  Stabenden  voraussetzt  (Fig.  2,  §  24),  bei  den  Versuchet 
diese  freie  Beweglichkeit  nicht  vorhanden  war.  Hätte  man  in  der  Erwägnngi 
dass  die  vollständige  Aufhebung  dieser  Beweglichkeit,  d.  i.  die  Einspannong  d«i 
Stabes,  dazu  führt,  in  Gleichung  5,  §  24,  an  Stelle  der  Länge  /  nur  deren  Hälfto 
einzusetzen,  in  jedem  einzelnen  Fall  zu  ermitteln  gesucht,  welcher  Bruchthäl 
von  /  oder  welcher  Werth  von  w  in  Gleichung  7,  §  24  (Gleichung  2,  §  25)  d« 
Befestigungsverhältüissen  der  Stabenden  ungefähr  entsprochen  haben  würde,  di» 
Ergobniss  würde  ein  anderes  gewesen  sein. 

Auch  der  Einfluss  der  Veränderlichkeit  des  Dehnungskoefficienten  des  Guss* 
eisens,  derjeuige  der  Gusshaut  und  etwaiger  Gussspannungen  durften  bei  der 
Beurtheilung  der  Versuchsergebnisse,  welche  gusseiseme  Stützen  lieferten,  nicht 
übersehen  werden  (vergl.  §  20,  Ziff.  4  und  §  22). 

Die  Versuche  von  Bauschinger  und  v.  Tetmajer  (§  27)  liefern  d« 
Nachweis,  dass  der  Werth 


n 


P 


der  Knickbelastung  bei  freier  Beweglichkeit  der  Stabenden  entspricht. 

■-)  liüh Iniann  stellt  in  seinem  Werk:  Vorträge  über  Geschichte  der  tech- 
nischen Mechanik,  Leipzig  1885,  S.  364  und  365  fest,  dass  diese  Gleichim^j 
welche  auch  als  Gordon-  und  Rank  ine 'sehe  Formel  bezeichnet  wird,  toi" 
Nävi  er  zuerst  entwickelt  wurde,  dass  später  1854  Schwarz  sie  in  andenf; 
Weise  ableitete  u.  s.  f. 

Sie  hat,  weun  es  sich  darum  handelt,  ihre  Richtigkeit  durch  die  ErgebnisMJ 
von  Knickungsversuchen  zu  prüfen,  den  Vortheil,  zwei  Koefficienten  k  und  x  »1 
besitzen,  durch  deren  Wahl  leichter  eine  Anschmiegung  der  Versuchsergebnissa^ 
erreicht  werden  kann,  als  wenn  nur  ein  Koefficient  vorhanden  ist. 

Die  Euler'sche  Gleichung  5,  §24,  ist  in  dieser  Hinsicht  allerdings  wenigeri 
gut  daran. 


i 


§  26.    Navier  sehe  Knickungsformel.  263 

/  den  Querschnitt  des  Stabes, 
/  dessen  Länge, 

0  das   kleinere    der    beiden    Hauptträgheitsmomente    des    Stab- 
querschnittes, 
r  den  Trägheitshalbmesser  derart,  dass  0  =/^, 
X  eine    Erfahrungszahl,    den    sogenannten    Zerknickungs- 
koefficienten. 

Die  von  Navier  dem  Wesen  nach  gegebene  Begründung  er- 
teilt aus  dem  Folgenden. 

Der  in  Fig.  2  gezeichnete  Stab  ist  im  mittleren  Querschnitt 
durch  das  Moment  P  a,  dessen  Ebene  den  Letzteren 
Benkrecht  zu  derjenigen  Hauptachse  schneidet,  für  welche 
€  gilt,  auf  Biegung  und  durch  die  Kraft  P  auf  Druck 
in  Anspruch  genommen;  infolgedessen  erfährt  die  im 
Jibstande  e  von  der  Nullachse  gelegene  Faserschicht 
eine  Pressung 


k  = 


P         Pa 


/  & 


woraus 


'j 


^=^ oTT ')        ^'^^•^• 


1  + 


0 


In  dieser  Gleichung  tritt  die  Unbekannte  a  auf,  deren  Zweck  nach 
§  23  und  24  darin  zu  bestehen  hat,  die  Möglichkeit  des  excentrischen 
Angreifens  der  Kraft  P  bei  auf  Knickung  in  Anspruch  genommenen 
Stäben,  sowie  die  Ungleichartigkeit  des  Materials,  die  etwaige  Ver* 
schiedenartigkeit  des  Wännezustandes  u.  s.  w.  und  den  Umstand 
zu  berücksichtigen,  dass  die  Stabachse  keine  genau  geradlinige  ist. 
Um  diese  —  offenbar  ausserhalb  des  Rahmens  der  wissenschaft- 
lichen Elasticitäts-  und  Festigkeitslehre  liegende  —  Grösse  nicht 
willkürlich  wählen  zu  müssen,  worin  überhaupt  die  hauptsächlichste 
Schwierigkeit  bei  der  Berechnung  eines  auf  Knickung  beanspruchten 
Stabes  liegt,  hat  Navier  folgender  Erwägung  stattgegeben. 

Durch  das  Moment  Pa  (allein)  tritt  in  den  um  e  von  der 
Nullachse  abstehenden  Fasern  die  Spannung 

Pa 
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auf.    Zu  dieser  Spannung  oder  Pressung  gehört  die  Dehnung  oder 
Zusammendrückung 

€  =  a  a. 
Hiermit  wird  aus  der  vorigen  Gleichung 

P  =  .-®- 3) 

aae 

und  durch  Gleichsetzung  dieses  Werthes  mit  der  rechten  Seite  von 
Gleichung  5,  §  24, 


F €  TT ^ 

aae             a     r 

woraus  folgt 

P 
a  —  6     ,     . 
TT  e 

Durch  Einführung  dieses  Werthes  in   die  Gleichung  2  findet 
sich 

7. 


1  -I-  — - — 

7^  e 


Mit 


TT» 


ergiebt  sich 

k  k 

0  \  r 

wie  oben. 

Richtiger  erscheint  es,  die  Gleichung  3  nicht  mit  Gleichung  5, 
§  24,  sondern  mit  Gleichung  2,  §  25,  in  Verbindung  zu  setzen, 
60  dass 

Q    _   o)     1     0 

aae         &    a     P  ^ 
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woraus  dann  mit 

@ 

X  =  —  € 4) 

ebenfalls  folgen  wurde 

k  k 

Hiemach  bedeutet  der  Koefficient  x  das  —  fache  der- 

jenigen  Dehnung  (Zusammendrückung),  welche  im  mass- 
gebenden Faserabstande  e  vorhanden  ist,  insoweit  die- 
selbe von  dem  biegenden  Momente  allein  herrührt. 

Die  Einführung  von  x  als  einem  Erfahrungskoefficienten  heisst 
demnach  nichts  Anderes,  als  die  Festsetzung  eines  bestimmten 
Werthes  für  die  Dehnung,    insoweit    diese  durch   d^s  vorhandene 

© 
biegende  Moment  hervorgerufen  wird.    Ob  es  leichter  ist,  ^  =        b 

anzunehmen,  oder  a  unter  Beachtung  der  besonderen  Verhältnisse 
schätzungsweise  zu  wählen,  mag  hier  dahingestellt  bleiben. 

Soll  nun  X  —  wie  unter  dem  Vorbehalt,  die  etwaige  Ver- 
änderlichkeit des  Befestigungskoefficienten  besonders  zu  berück- 
sichtigen, angegeben  wird  —  eine  vom  Material  abhängige  Kon- 
stante sein,  so  wird  damit  festgesetzt,  dass  diese  Dehnung  (oder 
die  ihr  entsprechende  Kantenspannung),  soweit  sie  von  der  Biegung 
herrührt,  für  ein  bestimmtes  Material  konstant  anzunehmen  ist, 
also  beispielsweise  unter  sonst  gleichen  Verhältnissen  unabhäogig 
davon,  ob  es  sich  um  eine  Stütze  von  10  m  Höhe  oder  um  eine 
solche  von  3  m  Höhe  handelt. 

Greifen  wir  auf  die  Gründe  zurück,  welche  überhaupt  dazu 
veranlassten,  die  Grösse  a  einzuführen,  so  finden  wir,  dass  diese 
Grösse  folgenden  Umständen  Rechnung  tragen  sollte: 

a)  die  Achse  ist  bei  längeren  Stäben  keine  gerade  Linie, 

b)  das  Material  ist  nicht  vollkommen  gleichartig,    sein  Zustand 
nicht  an  allen  Stellen  der  gleiche, 

c)  die  Kraft  P  ßlUt  nicht   genau  mit  der  Stabachse  zusammen. 
Naturgemäss  wachsen  die  Abweichungen  unter  a  und  b  vom 

normalen  Zustande  mit  der  absoluten  Länge  der  Stütze  verhältuiss- 
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massig  rasch,  so  dass  nicht  Unveränderlichkeit,  sondern  Abnahme 
der  für  das  biegende  Moment  zugelassenen  Eantendehnang  oder 
Kantenspannung  angezeigt  erscheint.  Knickungsversuche  werden 
den  Nachweis  erbringen  müssen,  dass  x  nicht  konstant  sein  kann, 
sondern  mit  l  zunehmen  muss  und  zwar  bedeutend,  wenn  schlanke 
hohe  Stützen  in  das  Bereich  der  Prüfung  gezogen  werden*). 

Eine  scharfe  Betrachtung  des  Zweckes,  zu  dem  überhaupt  die 
Gleichung  1  dienen  soll,  sowie  dessen,  was  von  dem  Zerknickungs- 
koefficienten  x  verlangt  wird,  führt  zu  der  Erkenntniss,  dass  x 
—  selbst  bei  dem  gleichen  Werthe  von  co  —  nicht  blos 
Materialkonstante  sein  kann,  sondern  in  der  Hand  eines 
rationell  arbeitenden  Konstrukteurs  —  falls  derselbe  die 
Gleichung  1  überhaupt  benutzt  —  eine  von  verschiedenen 
Umständen  zum  Theil  sehr  stark  beeinflusste  Grösse  sein 
muss.     (Vergl.  das  in  §  25  über  @  Bemerkte.) 

Laissle  &  Schübler  setzen  (S.  71  ihres  Werkes  „Der  Bau 
der  Brückenträger",  4.  Auflage,  1876)  für  an  den  Enden  drehbare 
Stäbe  (Fig.  2,  §  24) 

X  =  0,0001  für  Schmiedeisen  (zutreffendenfalls  auch  to 

weichen  Stahl), 
X  =  0,0003  für  Gusseisen, 
X  =  0,0002  für  Holz. 

*)  Thatsfichlich  glaubte  man,  diesen  Einfluss  der  Stutzenhohe  bereits  voU 
hei  dor  Entwicklung  der  Gleichung  1  berücksichtigt  zu  haben. 

Laissle  &  Schub ler  (Bau  der  Brückenträger,  4.  Autlage,  1876,  S.  Wi 
welche  wohl  am  meisten  zur  Verbreitung  der  Navier'schen  Knickungsforiö^' 
beigetragen  haben  dürften,  ausgehend  von  der  Gleichung  2 

r=f -—.- 

^.,._^■• 

setzen  in  der  Erwägung,  dass  a  „für  ein  und  dasselbe  Material  mit  zunehmen«^^ 
Lfmge  sich  sehr  vergrössern,  dagegen  bei  zunehmenden  Querschnittsdimensio**^ 
abnehmen  wird*', 

e 

„worin  x  ein  durch  die  Erfahrung  für  jedes  Material  festzustellender  Koeffi«^*^^ 
i^t**,  und  erhalten  damit 

1  +  .--^- 
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Es  entspricht  dies,  wenn  «  =  »*  =  <>j  10  genommen  wird, 

0,001 


c 


bezw. 


bezw. 


0,003 

©     ' 

0^002^ 

6    • 


Scharowski  giebt  in  seinem  Masterbach  für  die  Säalen  der 
Eisenkonstraktionen 

k^  k  X 

(§  6)  (§  12) 

bei  Schmiedeisen       1000  kg       1000  kg       0,0001, 
bei  Gusseisen  250  -  500  -         0,0002. 

Wenn  bei  gusseiseraen  Säulen  x/P  :  0  >  3,  so  wählt  Scharowski 

250/ 


P  = 


—  1  -Hx 

0 


Hierbei  ist  freie  Beweglichkeit  der  Säulenenden  nicht  vor- 
fanden, andererseits  kann  aber  auch  nicht  Einspannung  derselben 
angenommen  werden. 

Möller  —  Ueber  die  Widerstandsfähigkeit  auf  Druck  bean- 
spruchter eiserner  Baukonstruktionstheile  bei  erhöhter  Temperatur, 
von  M.  Möller  und  R.  Lühmann,  vom  Vereine  zur  Beförderung 
des  Gewerbfleisses  in  Preussen  mit  einem  Preise  gekrönte  Arbeit, 
wlin  1888.  Abdruck  aus  den  Verhandlungen  des  Vereines  zur 
Beförderung  des  Gewerbfleisses  1887  (siehe  daselbst  S.  603  u.  f )  — 
empfiehlt  für  gusseiseme  und  schmiedeiserne  Säulen,  welche  im 
Falle  eines  Brandes  dem  Feuer  ausgesetzt  sein  können,  zu  nehmen 

k  =  1000  bis  1200         X  =  0,0004,  d.  i.  «  =  ^g-^-  w. 

Krohn  entwickelt  im  Centralblatt  der  Bauvcrwaltung   1885, 
^'  400  bis  401,  für  an  den  Enden  bewegliche  Säulen  die  Beziehung 
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worin  a  den  Dehnungskoefficienten  bedeutet. 
Dies  würde  beispielsweise  geben 

für  Schmiedeisen  mit  —  =2  000  000,         k  =  800 

a 

X  =  0,00005, 

für  Gusseisen  mit        —  =  900  000,  k  =  800 

a 

x  =  0,00011. 
Ueber  die  Grösse  x  vergleiche  auch  §  27. 


§  27.    Knickangsversache. 

1,  Versuclie  van  Banschinger* 

(Mittheilungen  aus  dem  mechanisch-technischen  Laboratorium 
der  königl.  technischen  Hochschule  in  München,  Heft  15, 
München  1887.) 

Von    der   grossen    Anzahl    von  Versuchen    mit    Stützen    au^ 

|— j-,  I |-,  _[_-,  I -  Eisen    greifen    wir    diejenigen    heraus,    welche 

sich  auf  Stäbe  mit  Querschnitten  beziehen,  die  zwei   Symmetrie- 
achsen besitzen. 

Material:  Walzeisen.     Querschnittsform:  |— |. 

a)  Die  Enden  der  Versuchsstäbe  sind  in  Spitzen,   also 
frei  beweglich  gelagert,  Fig.  2,  §  24. 


3  27.    Knick  angaveraii  eil  e. 


Oanndmitt 

IfaivkbelaBtQiig 

Be- 
Ustung 

Äb- 

Ltoga 

weichnng 

Inlialt 

inoment 

/ 

beob- 

berecliQct 

a.flqcm 

f.-f.,„ 

BniU  ,  m\. 

/ 

H 

achtet 

—p;:/ 

—pi — 100 

cm        cm 

«lern 

cm 

kg 

kg 

kg 

% 

,,23 

4 

5,6           7 

8 

9 

10 

li2ö,2  ;i3,8    63,55 

575,6    [405,5  70  500    69000 

1105 

H-     2 

!1S,4 

1,2 

20,7 

37,991  89    61000]  94500 

.30.36 

s.  n. 

8    - 

18,22 

-      151    ,30  250    33000 

1662 

—     9 

*    - 

— 

18,22 

-      223     17  2.50     16000 

948 

+  13 

51  9,93 

4,92 

11,16 

17,31   156,1  10650    14000 

956 

-  31 

«!    - 

— 

11,38 

-      270 

4100      4  700 

360 

—  15 

1    - 

— 

11,76 

-     1465 

1  300      1  600 

111 

-  23 

B:  9,99 

5,01 

10,58 

14,2     254,3 

3  900      4.'i00 

369 

—  10 

9  9,98 

5,01 

10,58 

14,2     2.54,3 

4  000      4300 

378 

-7,5 

1»'  9,95'   5,00  10,55 

14,2    :  264,4 

3  900,     4  300 

370 

-  10 

11  10,001  5.00,10,66 

14,2     254.4   4  050|     4  300 

384 

—    6 

1!  9,96 

4,99 

10,55 

14,2 

2.54,3 

3900 

4300 

370 

-  10 

Bis  anf  den  Versuch  No.  2,  welcher  bei  der  Belastung  von 
S0851ig/qcni  (Spalte  9)' scton  infolge  der  Anforderungen  der  ein- 
feohen  Druckfestigkeit  hier  auszuscheiden  hat  (vergl.  Schlusabemer- 
Inagiu  §  25),  also  nicht  in  Betracht  kommt,  sind  die  Abweichungen 
wischen    den    beobachteten    Knickbelastungen  P'o  (Spalte  7)  und 

Jen  mit  n  =  -^^,-„  „--   berechneten  Werthen  Po  (Spalte  8)  durch- 

thnittlich  nicht  so  gross,  dass  das  in  der  Gleichung 

losgeaprochene  Gesetz  als  unzutreffend  erschiene,  namentlich  wenn 
"«h  berücksichtigt  wird,  dass  die  Querschnitts  form,  welche  hier 
*(irlicgtj  gegenüber  Knickung  sich  nicht  ganz  so  sicher  verhalten 
^"Wie,  wie  dies  die  Entwicklnng  voraussetzt. 

Hiernacb  ist  in  den  Ergebnissen  der  vorstehenden  Versuche 
•üiO  Bestfttigong  des  in  Frage  stehenden  Gesetzes  zu  erblicken. 
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Zum  Zwecke  der  Klarstellung,  dass  die  Ausbiegangen  schon 
bei  verbal tnissmässig  sehr  geringen  Belastungen  beginnen,  sei  ein 
Theil  der  auf  den  Versuchsstab  No.  12  bezuglichen  Ermittelungen 
angeführt. 

Ausbiegung  der  Mitte 
•  mm 

0,00 
0,00 
0,04 
0,11 
0,20 
0,34 
1,25 
3,88 
5,08 
6,86 
9,92 
17,14 

b)  Die  Versuchsstäbe  liegen  mit  ihren  ebenen  Stirn- 
seiten an  den  festen  Druckplatten. 

Hier  gestalten  sich  die  Vorgänge  bei  der  Biegung  weniger 
einfach  als  unter  a.  Zu  der  Schwierigkeit,  den  Stab  so  einzu- 
spannen, dass  die  Richtung  der  Druckkraft  mit  der  Stabachse  zu- 
sammenfällt, tritt  die  weitere  hinzu,  ein  gleichmässiges  Anlegen  der 
Stirnflächen  an  die  Druckplatten  herbeizuführen  und  zu  sichern- 
Die  Erfüllung  der  letzteren  Bedingung  musste  sich  naturgemäss  als 
unmöglich  erweisen.  Sobald  der  Stab  seine  Ausbiegung  —  etwa 
nach  A,  Fig.  1,  hin  —  begonnen,    hat  er  das  Bestreben,  sich  bei 


Belastung  P 

P-f 

kg 

kg/qcm 

0 

0 

200 

19 

400 

38 

600 

57 

800 

76 

1000 

95 

2000 

190 

3000 

284 

3200 

303 

3400 

322 

3600 

341 

3800 

360 

il. 


Fig.  1. 


;«#- 


bb  von  den  Druckplatten  zu  lösen.  Damit  aber  muss  dann  eine 
Aenderung  der  Verthcilung  des  Druckes  über  die  Stirnflächen  ein- 
treten:   die    Pressung    wird  hier  von  der  Stabmitte  aus  gerechnet 
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ih  a  hin  wachsen^  nach  b  hin  abnehmen.  Thatsächlich  beob- 
itete  Bauschinger,  dass  sich  am  Schiasse  des  Versuches  die 
mflächen  bis  auf  die  bei  a  zusammengedrückten  Kanten  von 
n  Druckplatten  lösten^  Fig.  2. 

Bei  dieser  Sachlage  erscheint  es  nicht  wahrscheinlich,  dass  es 
5glich  sein  werde,  für  Stäbe,  welche  mit  ihren  ebenen  Stirnflächen 


Flg.  2. 


ui  festen  Druckplatten  anliegen,  den  Vorgang  rechnerisch  genau  zu 
verfolgen.  Bauschinger  hat  deshalb  zum  Zwecke  der  weiteren 
Betrachtung  seiner  Versuchsergebnisse  die  Na  vi  er 'sehe  Glei- 
chung 1,  §  26,  herangezogen,  derart,  dass  in 


Po=/ ^ 


^ter  K  die  Druckfestigkeit  verstanden  und  hierfür  4500  kg  ein- 
gefthrt  wird.     Dann  findet  sich 
a)  fiir  die  in  Spitzen  gelagerten  Stäbe  x   schwankend    zwischen 

0,00009  und  0,000614, 
l>)  für  die    Stäbe    mit    flachen    Enden  x    schwankend    zwischen 
0,000041  und  0,00031, 
^•i.  überaus  veränderlich. 

Werden  K  und  x  aus  den  Versuchsergebnissen  mittelst  der 
Methode  der  kleinsten  Quadrate  berechnet,  so  ergiebt  sich 

a)  Ä  =  2270  x  =  0,000058, 

b)  if  =  3100  y  =  0,000029. 

Die  für  K  gefundenen  Werthe  bestätigen  die  Richtigkeit  der 
^hlussbemerkung  des  §  11.  Die  Fliess-  oder  Quetschgrenze  war 
^on  Bauschinger  für  das  untersuchte  Eisen  als  schwankend 
zwischen  2150  und  3690  kg  festgestellt  worden. 
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Femer  weisen  die  Ergebnisse  darauf  hin,  dass  die  aus  Knicknngs- 
versuchen  bestimmten  Werthe  x  ebenfalls  mit  einem  Sicherheits- 
koefßcienten  multiplicirt  in  die  Rechnung  einzufuhren  sind^  ganz 
wie  das  bei  K  geschieht,  wie  es  auch  oben  bei  der  Entwicklung, 
welche  die  Gleichung  4,  §  26,  ergab,    vorgenommen  worden  ist. 

Die  mit  K  =  2270  und  x  =  0,000058  berechneten  Werthe  P, 
für  die  Stäbe  mit  beweglichen  Enden  stimmen  mit  den  beobachteten 
Werthen  nicht  gerade  gut  überein ;  besser  ist  dies  der  Fall  bei  den 
mit  Ä=3100  und  x=  0,000029  ermittelten  Werthen  Po  für  die 
Stäbe  mit  flachen  Enden. 

Auf  Grund  der  Bauschinger'schen  Versuche  kann  geschlossen 
werden: 

a)  für  Stäbe  mit  drehbaren  Enden  ist  die  Euler'sche 
Gleichung  5,  §  24,  zutreffend,  sofern  die  Beziehung  3, 
§  25,  befriedigt  erscheint, 

b)  für  Stäbe  mit  ebenen,  an  festen  Druckplatten  an- 
liegenden Stirnflächen  bietet  die  Navier'sche 
Knickungsformel  1,  §  26,  brauchbare  Werthe. 


2,   Versuche  van  t\  Tetniajer  *). 

Schweizerische  Bauzeitung  1887,  Bd.  X,  S.  93  u.  f. 

1888,  Bd.  XI,  S.  110  u.  f. 

a)  Versuche  mit  Schweiss-  und  Flusseisen  in  Bund- 
stäben bis  5  cm  Stärke. 

(30  Stäbe  Schweiss-  und  30  Stäbe  Flusseisen  bearbeitet.) 
Einspannung  der  Versuchsstangen  zwischen  Spitzen. 

V.  Tetmajer  fand: 

1.  Uebereinstimmung  der  beobachteten  Enickbelas- 
tungen  mit  denjenigen,  welche  sich  auf  Grund  der 
Euler'schen  Gleichung  berechnen  Hessen. 

')  Die  neueste,  ausserordentlich  reichhaltige  Schrift  v.  Tetmajer's:  ..Die 
Gesetze  der  Knickungs-  und  der  zusammengesetzten  Druckfestigkeit  der  technisch 
wichtigsten  Baustofie*^,  Zürich  1901,  erschien,  als  es  bereits  zu  spät  war,  sie  für 
die  vorliegende  Ausgabe  zu  benutzen. 


i 
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2.    Veränderlichkeit   des   Zerknickungskoefficienten  x, 
falls    die    Gleichung  1,  §  26,    von    Navier  zu  Grunde 
gelegt  wird; 
es  mfisste  dann  sein 


=  0,0001  yO,00867  4"  -  0,6936 


in 


Po  ^       2650 

r 


3  für  Flusseisen  (2650  Fliessgrenze), 


P  2350 

—^  = TJTi  ^^^  Schweisseisen  (2350  Fliessgrenze), 

-^         l+xl 


b)    Versuche  mit  Bauhölzern. 

Dehnungs-  Druck-  _.         , 

koefiicient  festigkeit 

Lärche  und  Föhre  im 

Durchschnitt  .     .     .  = 318  kff         astfreies  Holz 

104230 

Roth-    und  Weisstanne  285  kg        astig. 


V.  Tetmajer  stellte  zunächst  für  die  zwischen  Spitzen  ge- 
lagerten Stftbe  fest: 

1.  das  Gleiche  wie  unter  a,  Ziff.  1,  genügend  grosse  Länge  der 
Stäbe  vorausgesetzt, 

2.  die   starke  Veränderlichkeit    von    x,     falls    die    Navier'sche 
Gleichung  in  Betracht  gezogen  wird: 


=  0,0001  y  0,05   [   —  0,80 


m 

Pn      ^       318 


/    i+.i±'' 


für  Lärche  und  Föhre, 


C.  Baeh,  ElMtfeität.    4.  Anfl.  18 
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Po  ^        285 
^        1  +  x 


für  Roth-  und  Weisstanne. 


Für  die  mit  ebenen  Stirnflächen  an  festen  Druck- 
platten anliegenden  Hölzer  beobachtete  v.  Tetmajer  den  Abstand 
der  Wendepunkte  von  einander  zwischen  0,5  /q  ^nd  0,6  /©,  so- 
fern /o  die  Entfernung  der  beiden  Druckplatten  ist.  Er  empfiehlt, 
um  sicher  zu  rechnen,  in  den  soeben  gegebenen  Gleichungen  0,6  \% 
fär  l  einzufuhren,  im  Uebrigen  jedoch  nichts  zu  ändern. 

Was  in  §  26  aus  der  Natur  von  x  zu  schliessen  war,  nämlich 
Wachsthum  dieses  Koefßcienten  mit  zunehmendem  Verhältnisse  l :  r, 
bestätigen  die  von  v.  Tetmajer  sowohl  für  Holz,  als  auch  für  Eisen 
erlangten  Versuchsergebnisse. 


j 


Zweiter  Abschnitt. 


einfachen  Falle  der  Beanspruchung  gerader  stabformiger 
Korper  durch  Sehubspannungen  (Schiebungen). 


Etnlettung. 

§  28.    Schiebung. 

Die  im  Vorhergehenden  (§  1  bis  §  27)  betrachteten  Aende- 
rangen  der  Form  waren  Aenderungen  der  Länge  (vergl.  die  §§  1, 
6,  1 1  u.  8.  f.).  Damit  sind  die  auftretenden  Formänderungen  jedoch 
noch   nicht  erschöpft,  wie  aus  folgender  Betrachtung  erhellt. 

Wir  denken  uns  in  dem  von  äusseren  Kräften  noch  nicht  er- 
griffenen Körper,  welcher  der  Betrachtung  unterworfen  werden  soll, 
einen  kleinen  Vierflächner  (Fig.  1).  Begrenzt 
von  den  drei  in  den  Kanten  OAj  OB,  und  OC 
nch  rechtwinklig  schneidenden  Ebenen  AOB, 
BOCj  COA  und  der  weiteren  Ebene  ABC,  er- 
scheint derselbe  bestimmt  durch  die  drei  Kanten- 
langen  OA^  OJBund  OC,  sowie  durch  die  Kanten- 
winkel,  welche  die  Ebenen  der  körperlichen 
£cke  mit  einander  bilden,  nämlich  Fig.  i. 

A.  BOC   (an  der  Kante  0A\ 
A.  COA   (-      -  -       OB), 

A.  AOB  (-      -         -       OC). 

Wenn  nun  jetzt  auf  den  Körper  äussere  Kräfte,  die  sich  an 
lliTO  das  Gleichgewicht  halten  mögen,  einwirken,  so  erleidet  er  in 
allen  seinen  Theilen  Formänderungen.  Hierbei  werden  auch  die 
den  VierflÄchner  bestimmenden  Grössen  sich  ändern:  die  Kanten 
weiden  eine  Aenderung  ihrer  Länge,  die  Kantenwinkel  eine  Aende- 

rung  ihrer  Grösse  erfahren. 

18* 
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Die  Möglichkeit,  dass  die  Ebenen  AOB^BOC,  COA  und  ABC 
in  gekrümmte  Flächen  übergehen  können,  darf  anter  der  Vonns- 
Setzung,  dass  der  Vierflächner  unendlich  klein  gedacht  wird,  nnbe- 
rücksichtigt  bleiben,  weil  ein  unendlich  kleines  Flächenelement  — 
solche  liegen  dann  in  den  vier  Begrenzungsflächen  vor  —  immor 
als  eben  angesehen  werden  kann,  und  weil  die  Aenderungen  der 
Lage  der  vier  Flächenelemente  bereits  durch  die  Aenderungen  der 
Kanten  und  der  Winkel  bestimmt  sind. 

Hiemach  treten  zu  den  im  Früheren  allein  betrachteten  Aen- 
derungen der  Länge  noch  Winkeländerungen  hinzu. 

Zur  Klarstellung  des  Wesens  dieser  Aenderungen  denken  wir 
uns  einen  Würfel  OADBCGFE  (Fig.  2)  von  einer  nach  OA  ge- 
richteten, in  der  oberen  Ebene  CGFE  liegenden  und  über  dieselbe 


Flg.  «. 


gleicbmässig  vertheilten  Kraft  ergrifl^en  und  unten  (in  der  Ebene 
OADB)  festgehalten.  Dann  wird  sich  die  obere  Begrenzungsebene 
CGFE  nach  C,G,F,Ey^  verschieben,  der  rechte  Winkel  EBB 
=  .1  COA  wird  in  den  spitzen  Winkel  E,BD=  A.  C,OA  über- 
gehen, sich  also  um 

/.EBE,=  .<.COC,  =  r 
ändern.     Diese  Winkeländerung  ist  bestimmt  durch 


tgr  = 


EE,  ^  C(\ 
BE  ~  OC 


wofür  unter  Voraussetzung,  dass  es  sich  nur  um  kleine  Aenderungen 
handelt,  gesetzt  werden  darf 


r  = 


BE 


er, 
o  c 


FF, 
DF 


GG, 
AG 
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Dieser  Quotient  ist  aber  auch  gleich  der  Verschiebung,  welche 
unter  den  gleichen  Verhältnissen  eine  in  der  Richtung  OC  um  1 
von  der  Kante  BO  abstehende  Ebene  (abstehendes  Flächenelement; 
abstehender  Punkt)  erfahren  haben  würde.  Aus  diesem  Grunde 
wird  die  Aenderung  y  d^s  ursprünglich  rechten  Winkels  auch  als 
yerhältnissmässige  (specifische)  Verschiebung  und  kurz  als 
Schiebung  oder  Gleitung  bezeichnet. 

Zur  weiteren  Klarstellung  der  Schiebung  y  werde  noch  die 
folgende  Betrachtung  angestellt. 

Zwei  ursprünglich  unter  rechtem  Winkel  sich  schneidende 
Ebenen  OX  und  OZ^    Fig.  3,    gelangen    durch  die  Formänderung 


/ 


■z:..  \t%.  _/.  ^z  — 


SC 


Fig.  3. 


in  die  Lagen  OA^  und  OC'i.  Der  ursprunglich  rechte  Winkel  XOZ 
haX  sich  hierbei  geändert  um  die  Winkel  XOA^  und  ZOC\,  deren 
Tangenten  betragen 


-.^.J^ ,     bezw. 
OA 


öc  ' 


wenn  AiA  und  CCi  senkrecht  zu  OXj  bezw.  OZ  stehen.  Da  es 
sich  nur  um  sehr  kleine  Winkeländerungen  handelt,  so  darf  die 
Gesammtänderung  y  gesetzt  werden 


AA, 
OA 


CC\ 
OC 


Bei  dem  betrachteten  Vorgange  hat  sich  der  ursprünglich  in 
der  OX-Ebene  gelegene  Punkt  A^  gegen  die  jetzt  nach  0C\  ge- 
kommene   02^-Ebene    verschoben    um  OA^,    sofern  AiA-2  das    von 
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Ai  auf  OC'i  gefällte  Loth  ist,  und  der  ui*sprunglich  in  C  der  OZ-Ebene 
gelegene  Punkt  C'i  gegen  die  jetzt  nach  OAi  gelangte  OX-Ebene 
um  OC2,  wenn  CiCa_L(M,.  Hiernach  ergiebt  sich  für  die 
Schiebung 


OA^       OC,       AA,    .    CC, 


A,A^       C,(\        OA         OC 

Das    Vorstehende    zusammenfassend,     finden    wir,     dass    mit 

Schiebung  bezeichnet  ist: 

die  Aenderung  des  rechten  Winkels  (in  Bogenmass) 
zweier  ursprunglich  senkrecht  zu  einander  stehen- 
den Flächenelemente, 

oder  auch 

die  Strecke,  um  welche  sich  zwei  um  1  von  ein- 
ander abstehende  Flächenelemente  gegen  einander 
verschieben. 


§  29.    SchubspannuDg.    Schubkoefftcient. 

Der  in  §  28    der  Betrachtung  unterstellte  sehr  kleine  Wurfe! 
OADBCGFE  gehöre  dem  Inneren    eines    festen  Körpers  an  und 
nehme  unter  Einwirkung  der  äusseren  Kräfte,  von  welchen  dieser  | 
ergrifi'en  wird,  die  Gestalt  OADBC\GiFiEi  an.    Die  innere  Kraf^ 
mit  welcher  aus  diesem  Anlass  die  an  den  Würfel  anschliessenden 
Körpertheile  in  der  Ebene  CG  FE   auf   denselben    einwirken  und 
dadurch  die  Verschiebung  der  letzteren  nach  C\GiFiEi    herbei- 
führen, heisst,    bezogen  auf  die  Flächeneinheit,  Schub  Spannung. 
Sie  unterscheidet  sich  von  der  in  §  1  besprochenen  Spannung  da- 
durch,   dass  ihre  Richtung  in  das  Flächenelement    hineinfallt,  anf 
welches  sie  wirkt,  während  die  im  Früheren  betrachteten  Spannungen 
senkrecht  hierzu  standen  und  deshalb  zum  Unterschiede  als  Nor- 
malspannungen (Zug-  oder  Druckspannungen)  bezeichnet  werden. 

Die  Schubspannung,   die  zur  Schiebung  y  (§28)  gehört, 
werde  mit  r  bezeichnet. 

Die  Schiebung,  welche  sich  für  die  Schubspannung  gleich  der 
Krafteinheit,  d.i.  für  das  Kilogramm  ergiebt,  soll  Schubkoefficient 
genannt  und  mit  ß  bezeichnet  werden.     Sie  beträgt 
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ß  =  - 1) 


Der  Schubkoefficient  ist  demnach  derjenige  Winkel 
(in  Bogenmass  ausgedrückt),  um  welchen  der  rechte 
Winkel  zweier  ursprünglich  senkrecht  zu  einander 
stehenden  Flächenelemente  unter  Einwirkung  der 
Schubspannung  von  1  Kilogramm  sich  ändert,  oder 
kurz:  die  Aenderung  des  rechten  Winkels  für  das 
Kilogramm  Schubspannung, 

der   auch 

diejenige  Strecke,  um  welche  sich  zwei  um  1  von 
einander  abstehende  Flächenelemente  unter  Ein- 
wirkung der  Schubspannung  von  1  Kilogramm 
gegen  einander  verschieben. 

Diese   Begriffsbestimmung    liefert    unmittelbar    die  Schiebung 
als  Produkt  aus  Schubspannung  und  Schubkoefficient,  d.  h. 

r  =  ßh 2) 

wonach  der  Schubkoefficient  auch  als  diejenige  Zahl  er- 
klärt werden  kann,  mit  welcher  die  Schubspannung  zu 
multipliciren  ist,  um  die  Schiebung  zu  erhalten. 

Die  Schubspannung  ergiebt  sich  als  der  Quotient:    Schiebung 
durch  Schubkoefficient,  d.  i. 

'=  ß ^^ 

Der    reciproke  Werth  von  ß  wird  als  Schubelasticitätsmodul 
bezeichnet. 

Der  Vergleich   mit  §  2  lässt  erkennen,    dass  zwischen  Schie- 
r    bnng,  Schubspannung  und  dem  Schubkoefticienten  genau  dieselben 
Beziehungen    bestehen,    wie    zwischen  Dehnung,    Normalspannung 
^nd  dem  Dehnungskoefficienten. 

Die  vorstehenden  Gleichungen  1  bis  3  setzen  voraus,  dass  ß 
ionerhalb  eines  gewissen  Spannungsgebietes  konstant  ist,  ganz  wie 
dies  die  Gleichungen  1  bis  4,  §  2,  hinsichtlich  a  thun.  Im  All- 
gemeinen wird  diese  Voraussetzung  wohl  ebensowenig  zutreffen, 
wie  dies  bei  a  der  Fall  ist.     Doch  liegen  dahingehende  Versuche 


280 


Einleitung. 


nach  Wissen  des  Verfassers  nur  in  Bezog  auf  Gasseisen  vor.  Unter 
diesen  Umständen  bleibt,  insoweit  es  sich  um  allgemeine  Entwick- 
lungen handelt;  nichts  anderes  übrig,  als  ß  konstant  anzunehmeo. 


1 


§  30.  Faarweises  Auftreten  der  Schabspannong^en. 

Wir  denken  uns  aus  dem  betrachteten  und  von  äusseren 
Kräften  ergriffenen  Körper  ein  unendlich  kleines  Parallelepiped 
OADBCGFE,  Fig.  1,  dessen  Kanten 


OA  =  a, 


OB  =  b, 


OC=c 


sind,  herausgeschnitten  und  die  Kräfte  eingetragen,  mit  welchen 
die  an  dasselbe  anschliessenden  Körpermassen  in  den  Schnittflächen 
auf  den  Würfel  einwirken.  Dabei  sei  zunächst  angenommen,  dass 
nur  Schubspannungen  vorhanden  sind,  und  zwar  treten  auf: 

1.  in  der  Begrenzungsfläche  OADB  von  der  Grösse  ab  die 
Schubspannung  Ti,  also  die  Kraft  r^-  ab\ 

2.  in  der  hierzu  parallelen  Fläche  CGFE  von  dem  Inhalte  ab 
die  Schubspannung  r/,  also  die  Kraft  r/  •  a6;  da  CGFE  un- 
endlich nahe  an  OADB  liegt,  so  kann  sich  r,'  nur  um  eine 
unendlich  kleine  Grösse,  die  mit  J^  bezeichnet  sein  mag,  von 
Ti  unterscheiden,  d.  i.  r/  =  r,  +  z/i ; 

3.  in  der  Begrenzungsfläche  OBEC  von  der  Grösse  bc  die 
Schubspannung  rj,  demnach  die  Kraft  r^-  bc\ 

4.  in  der  hierzu  parallelen  Fläche  ADFG  von  dem  Inhalte  bc 
die  Schubspannung  Tj',  demnach  die  Kraft  r^'  •  bc]  da  beide 
Flächen  unendlich  nahe  bei  einander  gelegen  sind,  so  kann 
sich  Tj'  nur  um  eine  unendlich  kleine  Grösse  J^  von  t,  unter- 
scheiden, d.  i.  tJ  =  1-2  -h  ./a- 


§  20.   Paarweises  Auftreten  der  SchubspannuDgeD. 
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Soll  Gleichgewicht  bestehen,  so  muss  u.  A.  auch  die  Summe 
der  Momente  in  Bezug  auf  die  Achse  YY,  welche  durch  den 
Schwerpunkt  des  Parallelepipeds  geht  und  mit  der  Kante  OB 
gleich  gerichtet  ist,  Null  sein,  d.  h.  unter  Bezugnahme  auf  Fig.  2: 


Flg.  2. 


r^ab-- 


a 


rji'ic  2  =0, 


L  1  r  ,  1 

Ty  abc  4-  ^  Ji  abc  —  r^  abc  —  ^ 


J.iabc=  0. 


Hieraus  unter  Vernachlässigung  der  unendlich  kleinen  Grössen 
Ji  und  ^2  gegenüber  den  endlichen  Grössen  Tj  und  r^ 


r,  =  0, 


T,  =  fo 


1) 


d,  h.  die  beiden  senkrecht  zur  Kante  OB  =  b  stehenden 
Schubspannungen  T|  und  r^  sind  einander  gleich.  Ist  die 
eine  vorhanden,  so  muss  es  auch  die  andere  sein;  sie 
treten  also  paarweise  auf. 

Zu  diesem  Ergebniss  gelangten  wir  unter  der  Voraussetzung, 
daas  lediglich  Schubspannungen  auf  den  Würfel  einwirkten  und 
«war  nur  in  den  vier  Ebenen  OADB,  CG  FE,  OBEC  und  ADFG 
des  KOrperelementes,  Fig.  1. 

Im  Allgemeinen  werden  die  Körpertheile,  welche  das  Parallel- 
epiped  umgeben,  auf  dasselbe  in  den  sechs  BegrenzungsHächen  je 
mit  einer  Normalspannung  und  einer  Schubspannung  einwirken. 
Ausserdem  können  noch  Massenkräfte  (Schwere,  Trägheitsvermögen) 
ihren  Einfluss  äussern. 
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Was  zunächst  die  Normalspannungen  anbelangt,  so  erkennen 
wir,  daas  dieselben  für  die  oben  aufgestellte  Moment engleiohaiii; 
nicht  in  Betracht  kommen:  die  Normalspannungen  in  den  Be- 
greuzungaflächen  OADD,  CGFE,  OBEC  und  ADFG  liefern  je 
eine  Kraft,  welche  die  Momentenachae  YY  senkrecht  schneidet, 
also  ein  Moment  gleich  Null  giebt;  die  Normalspannungen  in  den 
Begrenzangsflächen  O^GC  and  UDFE  ergeben  in  die  Momenten- 
achse  fallende  Kräfte,  sind  also  einfluaslos.  Die  etwaigen  Massen- 
kräfte greifen  im  Schwerpunkte  des  Würfels  an,  gehen  demnach 
durch  die  Achse,  liefern  also  ein  Moment  gleich  Null. 

Von  den  Schubspannungen  entfallen  die  in  den  Flüchen  OAGC 
und  UDFE  wirkenden  ohne  Weiteres,  da  die  ihnen  entsprechenden 
Kräfte  die  Achse  YY  schneiden.  Hiemach  verbleiben  noch  die 
Schubspannungen  in  den  vier  Flächen  OADB,  CGFE,  OBEC 
und  ADFG. 

Wir  zerlegen  jede  derselben  nach  den  Richtungen  der  Kanten 
in  zwei  Komponenten.     Momentgebend  treten  hiervon  nur  auf  die 
senkrecht    zu   den   Kanten    OB  und   GF  wirkenden   Spannungen, 
d,  8.  r,  ti  r'i  und  r',.     Für  diese  aber  fanden  wir  den  oben  ansge- 
sprochenen  Satz.     Derselbe    gilt    demnach  allgemein,    gleiehgiiligt 
welche  Formänderung   das   Körperelement   unter  Einwirknng  »on 
Nonnalspannnngen,    Schubspannungen   und  Massenkräften  erfilhrt; 
immer  sind  für  zwei  rechtwinklig  sich  schneidend* 
Ebenen   die   senkrecht   zur  Durchschnittslinie  ge- 
richteten    Komponenten      der      SchubspannnngO 
einander  gleich, 
oder  auch  mit  Kiicksicht  darauf,  dass  diese  üurchscbnittsUnie  eine 
ganz  beliebige  Lage  im  Körper  haben  kann, 

wird  in  einem  Körper  eine  beliebige  Gerade  geleg' 

und     dieselbe     als    der    Durchschnitt    zweier  sich 

rechtwinklig  sclineidenden  Ebenen   angesehen,  80 

ist    die    senkrecht    zur  Geraden  gerichtete  Schub- 

spannung  in  der  einen  Ebene  gleich  der  senkrecht 

zu    derselben   Geraden    stehenden    Schnbspannang 

in  der  anderen  Ebene. 

Die  Schubspannungen  treten  also  paarweise  auf. 

Es  entspricht  dies  ganz  der  Natur  der  Schiebung,  eine  Aenda- 

rang    des    ursprünglich    rechten   Winkels    zu    sein.     Die    anf  die 

Flächeneinheit  der  beiden  Winkelebenen  wirkenden  Kräfte,  welche 
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lese  AendemDg  herbeiführen^  mQssen  in  der  RichtuDg  des  einen 
shenkels  so  gross  sein^  wie  in  derjenigen  des  anderen,  da  keine 
T  beiden  Schenkehdchtongen  in  irgend  einer  Weise  vor  der 
deren   an^gezeichnet  ist. 


§  31.    Schiebiuigen  und  Dehnungen.    Schabkoefftcient  und 

Dehniuigskoefficient. 

Im  Mit  der  Schiebung  verknüpfte  JOehnutig 
und  deren  grösster  Werth. 

A.BCD,  Fig.  1,  sei  der  Durchschnitt  durch  ein  Parallelepiped. 


^-^'^ 


Flg.  1. 

Der  Körper,  welchem  dieses  angehört,  werde  nun  durch  äussere 
S.r&fte  ergriffen;  infolgedessen  ändert  er  seine  Gestalt.  Hierbei 
geht  das  Rechteck  in  das  Parallelogramm  AEFD  über:  die  Ebene, 
welche  ursprünglich  in  BC  sich  darstellte,  erleidet  eine  Verschiebung 
um  BE  =  CFy  so  dass  die  Schiebung 


CF 
Y  =  — - 

CD 


Gleichzeitig  erftlhrt  die  Diagonale  AC  eine  Vergrösserung  auf  AF, 
^ird  von  A  aus  mit  AF  ein  Kreisbogen  beschrieben,  so  schneidet 
Heger  die  Verlängerung  von  AC  in  G,   Die  sehr  kleine  Strecke  FC 
iarf  dann  als  Senkrechte  zm  AG  angesehen  werden,  während  CG 
1  He  Zunahme  der  Länge  der  Diagonale  ist.     Damit  findet  sich  die 
Dehnung  in  Richtung  der  letzteren 


CG         CF  cos  fp  CF     1     .    ^ 
^^  —  =  — T-=-       =         -       sin  2  (f, 

AC  JJD^  CD     ^ 

sin  (f 
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und  wegen 


CF 


e  ^  -„-  y  sm  2  <f. 


71 


Ftir(]p  =  -^  ,  d.  h.  für  CD  =  Al)y  also  für  die  quadratische 
Form  des  Rechteckes,  erlangt  s  seinen  grössten  Werth 

^^-'2' 1) 

Gleichzeitig  erfährt  die  andere,  wegen  y  = -t- dazu  recht- 
winklige Diagonale  DB  eine  Zusammendrückung  —  s,  von  der 
gleichen  Grösse 

1 

Hiernach  ist  die  Schiebung  y  mit  einer  grössten 
Dehnung  f,  und  einer  gleichzeitigen,  dazu  senkrechten 
grössten  Verkürzung  (Zusaramendrückung)  fj  verknüpft*)? 
welche  absolut  genommen  je  halb  so  gross  sind  als  die 
Schiebung.  Die  Richtung  dieser  Dehnung  zweitheilt  den 
rechten  Winkel,    dessen  Aenderung  die  Schiebung  misst 

Hieraus  würde  zu  folgern  sein,  dass  der  zuzulassende  Werth  /i 
der  Schiebung  höchstens  doppelt  so  gross  sein  darf,  als  die  äusser- 
sten  Falles  noch  für  zulässig  erachtete  Dehnung  fi,  d.  h. 

n  <  2  €,. 


*)  Hieraus  folgt,  dass,  wenn  ein  aus  durchaus  gleichartigem  Material  be- 
stehender Köi*per  lediglich  infolge  von  Schubspannungen  zum  Bruche  gebracht 
wird,  die  Rissbildung  senkrecht  zur  Richtung  von  f|  (der  Diagonale  AC  des 
(Quadrates),  also  in  der  Richtung  von  «3  (der  Diagonale  D 11  des  Quadrates) 
stallhndeu  iiiuss,  sofern  das  Verhalten  des  Materials  bis  zum  Bruche  hin  — 
wenigstens  mit  Annäherung  —  der  gleichen  Gesetzmässigkeit  folgt.  Bei  zähen 
Matenalien  ist  dies  infolge  der  Erscheinung  des  Fliessens  nicht  zutreffend. 


§  31.   Schiebungen  and  Dehnungen. 

Nach  CinfElhrang  der  zulässigen  Zaganstrengung 
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k  = 


a 


sowie  der  zulässigen  Schubanstrengtmg 


ergiebt  sich 


'        ß 


KS2J-k,, 


2) 


mUerdings  unter  der  Voraussetzung,  dass  das  Material  in  allen 
[,  Punkten  nach  allen  Richtungen  hin  gleich  beschaffen,  also  isotrop 
ist,  und  a  sowie  ß  als  unveränderlich  angesehen  werden  können. 
Wenn  die  Beziehung  2  benutzt  werden  soll,  um  von  der  zu- 
lissigen  Normalspannung  eines  Materials  auf  die  zulässige  Schub- 
spannung desselben  zu  schliessen,  so  erscheint  es  nöthig,  überdies 
m  beachten,  dass  hierfür  Gleichartigkeit  der  Beanspruchungsweise 
Vorbediogung  ist. 


2«   Beziehung  zivischen  DehnungskoeffieiefU  und 

S^uhkoetfldent. 

Auf   einen  Würfel  ABCD,    Fig.  2,    von    der   ursprünglichen 
Seitenlänge  1  wirken  in  den  Seitenflächen  AD  und  BC  die  NoiTual- 


Flg.  2. 


Spannungen  <r.  Hierdurch  werden  die  Seitenlangen  AB  und  DC 
Tun  €  gedehnt,  also  auf  die  Grösse  A^Bi  =  IKC\=  1  -h«  gebracht 
'werden,  während  sich  die  rechtwinklig  hierzu  stehenden  Kanten  .17) 
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€  i 

und  BC  um  —  verkürzen    (§  7),    demnach    die    Länge    1 

m  m 

annehmen. 

Die  beiden  Diagonalebenen  AC  und  BD  schlössen  nrspröng- 
lich  einen  rechten  Winkel  mit  einander  ein.  Unter  Einwirkung 
der  Normalspannungen  er  hat  sich  dieser  Winkel  um  y  geändert, 
entsprechend  einer  Verschiebung  z.  B.  des  Punktes  C  der  Diagonal- 
ebene AC  gegenüber  der  anderen  Diagonalebene  um 


r  = 


MC 
C% 


sofern  C\C'  ±  D,B,. 

Die  Grösse  y  folgt  unter  Berücksichtigung  des  Umstandes,  dass 

der  halbe  rechte  Winkel  sich  um  -^  geändert  hat,  aus 


1 


tg 


n 


r_ 

2 


1  - 


m 


1 


,-  (1  -+- «) 


Die  Benützung  des  Satzes 


führt  zu 


*s  (« - '»^ = r5?t^. 

1  -h  tg  a  tg  .^ 


1 


2 


1  - 


7n 


14-- 


1  4-6 


und    unter    Beachtung,    dass   y  und  e  sehr  kleine  Grössen  gegen- 
über 1  sind,  zu 

'-'='- hl)  ^' 


m  -h  1 
y=         -        s. 

VI 
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Denken  wir  uns  jetzt  den  Würfel  in  der  Diagonalebene  AC 
auseinander  geschnitten^  Fig.  3^  so  wird  die  Aufrechterhaltung  des 
Oleichgewichts  die  Anbringung  einer  Normalspannung  a^  und  einer 
Schnbspannnng  %  fordern,    derart,    dass  die  Resultante  der  Kräfte 

a^,ÄC=fS,V2  und  %,ÄC=rV2 


gleich  der  Kraft 


i.h. 


Flg.  8. 


<s  .BC=  (T.  1  =  <r, 


,r2.|/I-H.K2.|/I  = 


und  femer 


(Ti  -f-  r  =  (T 


,V-2.^\^rV2.f^ 


0 


wonut 


Nach   dem  Früheren  ist 


ß ' 


<r=  — 


sodass 


ß 


1  f 

2  cc 


und  mit 
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m-hl 

') 

1     m-Hl 
ß        m 

1 

2«' 

R       9    »»-^-1 

/y 

m 


3) 


d.  h.    der    Schubkoefficient   ist   das    2 fache     des: 


m 


Dehnungskoefficienten. 

Da  m  als  eine  zwischen  3  und  4  liegende  Zahl  betrachtet 
werden  pflegt,  so  findet  sich 


ß  = 


oder 


a 


5  8 

^  er  bis  -5-  a  =  2,5  a  bis  2,67  a 


|-  ß  bis  y  /»  =  0,375  ß  bis  0,4  /?. 


.     .4) 


Ans  Gleichung  2  wird  alsdann  wegen 


a 


m 


ß         2  (»» -t-  1) 


k 


m 


'—  OT-t-1 


und  für  m  =  3  bis  4 


k.-<~lc^   bis   y  *3  =  0,75  A,  bis 0,8  *, 


5) 


6) 


unter  den  Voraussetzungen,  welche  zur  Beziehung  2  ausgesprochen 
wurden,  und  unter  der  weiteren  Voraussetzung,  dass  m  einen 
festen  Werth  besitzt.  Treffen  dieselben  nicht  zu,  so  erscheint  die 
Gleichung  6  nicht  ohne  Weiteres  giltig.  Dann  kann  es  auf  Grund 
von  Versuchsergebnissen  und  sonstigen  Erfahrungen  nothwendig 
werden,  davon  abzuweichen. 
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T.  Drehung« 

auf  den  geraden  stabförmigen  Körper  wirkenden  äusseren 
Gräfte  ergeben  für  jeden  Querschnitt  desselben  ein  Kräftepaar, 
lessen    £bene  senkrecht  zur  Stabachse  steht. 

Ss   bezeichne 

M^  das  Moment  des  drehenden  Kräftepaares, 

9t   lind    @a    die    beiden    Hauptträgheitsmomente    des    Stabquer- 
Bchnittes  (§  21,  Ziff.  1), 

&     das  kleinere  der  beiden  Hauptträgheitsmomente, 

&  =  01  -f-  ©1  das  polare  Trägheitsmoment, 

y   den  Inhalt  des  Querschnittes, 

^  die  Schubspannung  in  einem  beliebigen  Punkte  des  Quer- 
schnittes, 

h^  die  zulässige  Anstrengung  des  Materials  gegenüber  Drehungs- 
beanspruchung, 

ß  den  als  unveränderlich  vorausgesetzten  Schubkoefficienten 
(§  29),  (reciproker  Werth  des  Schubelasticitätsmodul), 

Y  ==  ß%  die  Schiebung  oder  Qleitung  in  einem  beliebigen  Punkte 
des  Querschnittes  (§  28), 

^  den  verhältnissmässigen  Drehungswinkel,  d.  h.  den  Winkel, 
tun  welchen  sich  das  Hauptachsenkreuz  eines  Stabquer- 
schnittes gegenüber  demjenigen  des  um  1  davon  abstehenden 
Querschnittes  verdreht, 

l     die  Länge  des  Stabes. 


§  32.    Stab  von  kreisförmigem  Querschnitt. 

Durch  die  beiden  Kräftepaare  KK^  Fig.  1,  deren  Ebenen  die 
Stabachse  senkrecht  schneiden  und  welche,  das  Moment  M^  be- 
sitzend, sich  an  dem  Kreiscylinder  das  Gleichgewicht  halten,  werden 
die  einzelnen  Querschnitte  des  Stabes  gegen  einander  verdreht. 
Uni  uns  ein  Bild  über  diese  Formänderung  zu  verschaffen,  theilen 

CBaeh,  Blutldtlt.    4.  Aufl.  19 


V.  Drehung. 


r  die  Miintelfläche  des  Cyliuders,  Fig.  2,    bevor  dieser   von  den 
äsereii    Krflfteii    ergriffen  wird,   durch  n  Gerade  u  a  parallel  znr 


-^ 


— /  — ^ 


^- 


AchBe  in  n  (25)  Rechtecke,  je  von  der  Breite  n  d :  n  (40n:2& 
=  5,0  mm,  da  rf;=40ram),  und  diese  durch  Parallelkreise  _ 
Abstand  Tid:n  (5,0  tnin)    in    Quadrate,    deren    Seitenlange    nij:ii 


^  :::::i:::-^r 

a.-  m  M  ^    I   I  Nl|a  1 


(5,0raru)  beträgt.  Auf  diese  Weise  erhalten  wir  die  Fig.  2.  Wir4 
nun  der  ao  gezeichnete  Cylinder  der  Verdrehung  unterworfen,  so 
geht  er  in  Fig.  3  {Tafel  VIIJ  über.    Au3  derselben  ist  zn  entnehmen 


%  32.   Slab  von  kreisförmigem  Querschnitt. 

a)  dass  die  auf  den  anbei  asteten  Cylinder  gezeichneten  Quadrate 
in  unter  sich  gleiche  Rhomben  übergegangen  sind, 

l>)  dass  die  Ebenen  der  Parallelkreise,  d,  s.  die  Querschnitte  des 
Stabes  eben  und  senkrecht  zur  Achse  des  letzteren  geblieben 
sind, 

c)  dass  sich  je  zwei  aufeinander  folgende  Querschnitte  immer 
gleich  viel  gegen  einander  verdreht  haben,  dass  also  beispiels- 
weise der  Bogen,  um  welcheo  sich  ein  Punkt  des  Parallel- 
kreises  XX,  Fig.  2,  gegenüber  dem  ursprünglich  gleich  ge- 
legenen Punkte  im  Stabquerschnitt  AA  bewegt  hat,  propor- 
tional dem  Abstände  a:  ist. 

Sind  nun  /i  und  /,  zwei  um  1  von  einander  abstehende  Qner- 
ihnitte  des  Stabes  und  P,  ?■,  zwei  ursprünglich  gleich  gelegene 
mfangspnnkte   in    denselben,   so  wird  sich  unter  Einwirkung  der 


iQSScren  Kräfte  P.2  gegen  Pj  um  eine  Strecke  /i  verdreht  haben, 
welcbe  nach  Massgabe  des  in  §  28  Erörterten  als  die  Schiebung 
im  Punkte  P^  zu  bezeichnen  ist.  Für  die  Schiebung  j-  in  einem 
Bof  dem  Halbmesser  OP,,  Fig.  4,  im  Abstände  OP  =  q  von  der 
Achse  gelegenen  Punkt  P  erscheint  auf  Grund  der  oben  ange- 
fahrten Erffthrungen  die  Annahme  zutreffend,  dass  sie  sich  zu  der- 
jnigen   im   Umfangspunkte  P,  verhillt  wie  q  :  r,  also 
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Wird  in  Fig.  4  die  tangentiale  Linie  PiP/  =  n  ^^d  die  hierzu 


parallele  Strecke  PF  =  y  =  Yi-^  gemacht,  so  liefert  die  zeich- 
nerische Darstellung  der  Schiebungen  in  allen  Punkten  der  (Ge- 
raden OP^  die  Gerade  OP'P^, 

Nach  §  29  sind  die  entsprechenden  Schubspannungen 

im  Punkte  P^      ^i  =  ~^  > 

im  Punkte  P        t  =  -^  =  ^q, 

P        P^ 

Ti  muss  naturgemäss  tangential  zum  Kreise,  also  senkrecht  zum 
Halbmesser  OP^  gerichtet  sein.     Das  Letztere  gilt  auch  ftir  r. 

Wird  die  Schubspannung  %  durch  die  Strecke  PP",  welche 
senkrecht  zu  OP  steht,  dargestellt  und  ist  der  SchubkoefBcient  /t 
konstant,  so  ergiebt  sich  als  geometrischer  Ort  aller  Punkte  P"  eine 
durch  den  Mittelpunkt  0  gehende  Gerade.  Dies  trifft  z.  B.  mit 
grosser  Annäherung  zu  für  Schmiedeisen  und  Stahl  innerhalb  der 
Proportionalitätsgrenze.  Ist  dagegen  ß  veränderlich  und  zwar  der- 
art, dass  ß  zunimmt  mit  wachsender  Schiebung  oder  Spannung, 
wie  dies  beispielsweise  bei  Gusseisen  der  Fall,  so  liegen  die  durch 


r,  =  P.(P,")  r=P(P") 

bestimmten  Punkte  (P/')  und  (P")  auf  einer  gegen  die  Gerade  OPx 
gekrümmten  Kurve  0{P"){Pi").  Die  Spannungen  nehmen  dann 
nach  aussen  hin  langsamer  zu  als  bei  Un Veränderlichkeit  von  /t. 
Die  im  Querschnitte  durch  das  Kräftepaar  vom  Momente  M^ 
wachgerufenen  Schubspannungen  müssen  sich  mit  M^  im  Gleich- 
gewicht belinden.  Wird  das  in  P  liegende  Flächenelement  mit  df 
bezeichnet,  so  spricht  sich  diese  Forderung  aus  in 

fTdf.Q  =  M,, 


und  wenn  ß  konstant 
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Unter  Beachtang,  dass 

sofern   y  und  z  die  rechtwinkligen  Koordinaten  des  in  P  liegenden 
Flachenelementes  sind,  und  mit 

fy^df=Q,     und     fz'df=e, 
wird 

Die    beiden  Trägheitsmomente  0^  und  0a  sind  für  den  vollen 
Kreisquer  schnitt 

0.  =  0,  =  —  /7*  =  -^  r^ 

'         ^       64  4 

Demnach 

^^/<.  =  r.y^-d'  =  r.-Jr3 2) 

n  16    ^^d 

^^A  <  T^  J^A  ^      oder      i .  >  -      —^  ...     3) 

**=    16    **  ^—   n     d^  ^ 

Für  den  Kreisringquerschnitt    ergiebt    sich,    sofern  d  der 
äussere   und  do  der  innere  Durchmesser  ist, 


M,  =  r, 


n    d<-d\ 


16        d 


l  Der  Drehungswinkel  c^  folgt  unmittelbar  aus  der  gegebenen 

Begriffsbestimmung 

r        0,  -+-  0.         TT  '^    d^   ' 
beziehungsweise 


294  V.  Drehung. 


32  J^d 

»"v"^^ «' 

Hiernach  der  im  Abstände  1  von  der  Achse  gemessene  Yer- 
drehungsbogen  der  beiden'  um  l  von  einander  abstehenden  Que^ 
schnitte  des  Kreiscylinders 

32      ^j  32  ^d 

Bei  den  vorstehenden  Betrachtangen  wurden  nur  Schubspan- 
nungen im  Stabquerschnitte  ins  Auge  gefasst;  so  z.  B.  im  Punkte 
P,  Fig.  4,  nur  die  Schubspannung  t,  welche,  senkrecht  zu  OPi 
angreifend,  in  der  Bildebene  wirkt.  Nach  §  30  treten  jedoch  die 
Schubspannungen  immer  paarweise  auf,  derart,  dass  in  demselben 
Punkte  P  senkrecht  zur  Bildebene,  d.  h.  senkrecht  zum  Quer- 
schnitte, eine  der  oben  erwähnten  Spannung  t  gleiche  Schubspan- 
nung vorhanden  ist.  Das  Flächenelement,  in  dem  sie  wirkt,  liegt 
im  Punkte  P  derjenigen  Ebene,  welche  durch  den  Halbmesser  OPi 
und  die  Stabachse  bestimmt  wird.  So  findet  sich  beispielsweise  im 
Punkte  Pi  die  Schubspannung  r^  nicht  blos  im  Querschnitt  (tan- 
gential zum  Kreisurafang  gerichtet),  sondern  auch  in  der  Achsial- 
ebene  OP,  mit  der  Mantellinie  des  Cylinders  zusammenfallend. 

Der  Uebergang  der  Quadrate,  Fig.  2,  (bei  Verdrehung  des 
Cylinders)  in  die  Rhomben,  Fig.  3  (Taf.  VH),  beweist  dies  auch 
unmittelbar  aus  der  Anschauung.  Wie  wir  in  §  28  sahen,  ist  die 
Aenderung  des  ursprünglich  rechten  Winkels  gleich  der  Schiebung. 

Diese  Winkeländerung  misst  demnach   wegen    t  =  — -   die  Schub- 

P 

■ 

Spannung  unmittelbar.  Sie  betriflft  sowohl  den  wagrechten,  ^i^ 
auch  den  senkrechten  Schenkel  des  rechten  Winkels.  Die  ent- 
sprechende Schubspannung  ist  deshalb  ebensowohl  in  senkrechter, 
wie  in  wagrechter  Richtung  vorhanden.  Sie  muss,  da  alle  Rhomben 
unter  sich  gleich  sind,  für  alle  Stellen  der  Mantelfläche  des  CyÜD' 
ders  dieselbe  Grösse  besitzen,  sowohl  tangential  zur  Umfangslinie? 
als  auch  in  Richtung  der  Achse  des  Stabes.  Die  grösste  Schub- 
spannung, welche  im  Querschnitt  stattfindet,  tritt  also  auch  in 
Richtung  der  Stabachse  auf. 
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Schneiden  wir  aus  dem  Cylinder  ein  kleines  Körperelement 
CDBEFj  Fig.  5,  heraus,  mit  den  Querschnittsebenen  ACD^  BEF 
ad  den  Achsialebenen -4i?F2),  ABEC,  so  ergiebt  die  graphische 
Darstellung  der  in  den  Ebenen  CDA  und  BFDA  wirkenden  Schub- 
)annuDgen  unter  Voraussetzung  eines  unveränderlichen  Schub- 
oe£Scienten  je  ein  Dreieck.  Sie  zeigt  deutlich  das  paarweise 
uftreten  der  Schubspannungen  in  den  beiden  Ebenen,  welche  A  D 
u  DnrchBchnittslinie  haben. 


Flg.  5. 


Bei  gewalztem  Schweisseisen  oder  Draht  aus  solchem  Material 
u.  8.  w.  findet  infolge  der  ausgeprägten  Faserrichtung  die  achsiale 
Sclmbspannung  häufig  einen  verhältnissmässig  geringen  Widerstand, 
weshalb  dann  Längsrisse  eintreten,  wie  Fig.  6  (Tafel  VII)  für  ein 
der  Verdrehung  unterworfenes  Stück  Walzeisen  erkennen  lässt^). 
Die  achsial  gerichteten  Schubspannungen  sind  auch  Ursache,  dass 
W  anf  Drehung  in  Anspruch  genommenen  Körpern  nicht  selten 
schon  frühzeitig  bleibende  Verdrehung  eintritt,  wie  dies  z.  B.  bei 
gewalztem  Schweisseisen  ausgeprägt  der  Fall  zu  sein  pflegt. 

Bei  mehr  isotropem  Material  erfolgt  die  Rissbildung  nach 
Ma88gabe  der  Fussbemerkung  zu  §  31,  Ziff.  1,  S.  284  unter  45° 
6^n  die  Richtungen  der  Schubspannungen,  wie  dies  der  Verlauf 
^er  Bruchlinien  in  den  Abbildungen  auf  Tafel  XII  deutlich  er- 
kennen   lässt.     In    Fig.  3    (Tafel  VII)    müsste    die  Bruchlinie    als 


')  Wird  die  Verdrehung  weiter  fortgesetzt,  so  liegen  die  LfiDg-srisse  auf 
oelir  oder  minder  stark  geneigten  SchniubeDÜnien,  wie  z.  B.  die  betreffenden 
Abbildungen  auf  Tafel  XIV  erkennen  laSsSen.  Vergl.  hierzu  das  in  §  35,  Ziff.  3 
Gesagte. 


BhODg. 

rechtsgängige,  unter  45"  geneigte  Schraubenlinie  verlaufen,  sofern 
die  in  der  Fussberaerkung  zu  §31,  Ziff.  1,  S.  284  bezeichnete  Vor- 
aassetzung  erfätit  ist. 


§  33.     Stab  voD  elliiitiächem  Quersclmitt. 
1.    Formütirlefung. 

Nach  dem  in  §  32  gegebenen  Vorgange  wird  ein  Cylinder  mit 
elliptischem  Querschnitt  (grosse  Achse  =  2  a  ^^  50  mm,  kleine 
Achse  =  2  i  =  2Ö  mm)  hergestellt  und  seine  ManteläKcbe  in 
Quadrate  eingetheilt. 

Unter  Einwirkung  der  beiden  Kräftepaare,  welche  sich  an  ihm 
das  Gleichgewicht  halten,  geht  derselbe  in  die  Gestalt  Fig.  1 
(Tafel  VIII)  über').  Die  beicien  ursprünglich  geraden  Mantellinien, 
welche  die  Endpunkte  der  grossen  Halbachsen  aller  Querschnitte 
enthalten,  sind  durch  die  Bezeichnung  aa  hervorgehoben,  während 
diejenigen  zwei  Linien,  welche  von  den  Endpunkten  der  kleinen 
Halbachsen  sämmtlicher  Querschnitte  gebildet  werden,  die  Bezeich- 
nung b  h  tragen.  Wir  erkennen  bei  genauer  Untersnchung  dea 
verdrehten  Cylinders: 

a)  dass  die  Quadrate  in  Rhomben  übergegangen  Bind, 

b)  dass  die  Winkel  derjenigen  Rhomben,  weiche  mit  der  einen 
Seite  in  der  jetzt  schrauben fönnig  gekrümmten  Linie  bh 
liegen,  am  meisten  von  dem  ursprünglich  rechten  Winkel 
abweichen,  während  diejenigen  Rhomben,  deren  eine  Seite 
von  der  Schraubenlinie  a  a  gebildet  wird,  die  geringste  Ab- 
weichung von  ihrer  früheren  Gestalt,  dem  Quadrate,   zeigeo, 

o)  dass  die  ursprünglich  ebenen  Qaerschnitte  sich  gewölbt  habeD, 

')  Bau  Mat«ria!  des  auf  photo graphischem  Wege  durges teilten  Cvliadcrs  üt 
wie  bei  Fig.  3,  §32  (Tafel  VU)  und  bei  Fig.  1,  §31  (Tafel  IX)  sowie  Fig.  2,  §S1 
(Tafel  X)  Hartblei.  Basselbe  hehült  die  Formiliideniiig  fast  vollstämlig  bei  otii! 
giebt  dosbalb  aai:li  nach  der  Lösung  des  Stabes  aus  der  Prüfungsmasclune  ein 
gutes  Bild  dieser  Aeudei'uug,  Bei  Verwendung  Ton  st^rk  eliLstisidiem  Material, 
nie  Gummi,  ist  die  Furiuänderutig  eine  gleiciie,  nur  verschwindet  si«  mit  der 
Entlastung  des  Probokörpera  nu  einem  grosaen  Tbeile  und  entlieht  sich  so  Aa 
Darstellung.  Versuche  mit  schmiedbarem  J^.isen  frihreo  zu  einem  ganz  enb- 
«preohenden  Ergebnisse- 


(1  <  (lass  jedoch  die  beiden  Hauptachsen  eines  Quei'scfanittes  in 
der  ursprün glichen  Ebene  verblieben  sind  und  den  rechten 
Winkel  beibehalten  haben, 

e)  dass  sich  je  die  beiden  Haaptachsen  zweier  auf  einander 
folgenden  Qnerschnitte  immer  um  gleichviel  gegen  einander 
(um  die  in  ihrer  Lage  nnverandert  gebliebene  Stabachse)  ver- 
dreht haben '), 


'i.   Svhubnjinnrtiingeii, 

Fassen  wir  zunächst  einen  Umfangspunkt  F'  des  Querschnittes, 
Fig.  2,    ins  Äuge,    so    muss    die   Scbubspannung  t    in  dem  zu  P' 


Kebörigen  Querscbnittselement  nRturgem&ss  tangential  zur  Umfangs- 
inie  gerichtet  sein,    sofern   hier  äusere,    eine  andere  Richtung  der 
ächubspannung  bedingende  KrSfte  nicht  angreifen. 
Wir  zerlegen  t   in  die  beiden  Komponenten 

t'  ,  senkrecht  zur  ^-Achse  wirkend, 
t\,  -  -     z-     -  -         und 

Bzeicbnen  durch  ip  den  Winkel,  welchen  die  Tangente  im  Punkte 
-'  mit  der  (/-Achse  einscbliesst,  sowie  durch  .'/'  und  a'  die  Koordi- 
Lsten    des  Umfangspnnktes  P'.     Dann  folgt  zunächst 


Lnd   sodann   aus  der  Gleichung  der  Ellipse 

■)  Die  B«Miiiuiiuiig  (Uusea  Vpnbeljimgawiiikels  erfolgt  in  g  43- 
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durch  Diflferentiation 


^-H  — =  1 


iL 
6» 


dy 


a' 


dz'  =  0 


dz' 
dy' 


9  ' 

or   y 


Aus  Fig.  2  ergiebt  sich  unmittelbar 


tgv^  = 


dj?' 


—  dy' 


Folglich  durch  Gleichsetzen  der  beiden  für  tg  V^  erhaltenen  Werthe 


v  _  «'  y 


1) 


Hiemach  erscheint  %    proportional  y   und  t\  proportional  r'. 

Denken  wir  uns  für  den  im  Inneren  des  Querschnittes  liegen- 
den Punkt  P,  bestimmt  durch  die  Koordinaten  y  und  r,  die  ent- 
sprechende (ähnliche)  Ellipse  konstruirt^  so  wird  auch  hier  die 
Schubspannung  r,  deren  Komponenten  t  (_[_  ÖF)  und  %^  (  I  OZ) 
seien,   tangential  gerichtet  sein  müssen.     Demgemäss  erhalten  wir 


:  =  Au 


t  =  52, 


2) 


worin  A  und  /^  Konstante  bedeuten. 

Die  im  Querschnitte  wachgerufenen  Schubspannungen  müssen 
sich  nun  mit  dem  Momente  M^  im  Gleichgewicht  befinden.  Wird 
das  in  P  liegende  Flächenelement  mit  df  bezeichnet,  so  ergiebt 
sich  die  Bedingungsgleichung 

woraus    unter    Beachtung    der    Gleichungen  2    und   mit  Rucksicht 
darauf,  dass  nach  §  17,  ZifF.  6 
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nr 


fy*df=^ab 


7t 


fz'df^  '^  an 


d  4  4 


Die   Verbindung  der  Gleichungen  1  und  2  ergiebt 


raus 


6» 

y 

At 

Bz 

) 

A 
B 

6« 

oder 

A  — 

B 

a> 
6»  • 

Durch  Einführung   dieses  Werthes   in  die  Gleichung  für  M^ 
let   sich 


^<i  =  ßiff'^l>'+B^an=^-aHB, 


B  = 


2     M, 


n    0?  b  ^ 


a-         2     M^ 


.9 


-4-ß^-    ^     ^^3 


Hiermit    nach   den  Gleichungen  2    die   Schubspannungen  für 
Q  beliebigen  Querschnittspunkt  P 


'^u  =  ^y  =  —- 


2     M, 


y 


3    if  y 


n     ab 


R  2     M, 


S) 


=  Vt*  -h  X. 


9       M. 


n 


3  A3 


aH 


•^V/+6*i-.     .     .     4) 


Dieser    Ausdruck    wächst  mit  y  und  *,    erlangt   also  für  be- 
immte  ümfangspnnkte  den  grössten  Weith.    Zur  Feststellung,  in 
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welchen  Punkten  des  Umfangs  dies  der  Fall  ist,  werde  a>b 
vorausgesetzt  und  dem  Ausdruck  fbr  r,  giltig  fitLr  den  ümfjGmgs- 
punkt  y'  z'j  die  Form 


2     Af 


d 


n    ab^ 


gegeben.     Da 


y 


y_ 

b 


^)'  [^ 


z 
a 


-  =1, 


.     .    5) 


so  muss  wegen  a  >  6 


y 


^'\Mft  \3 


<1 


a 


sein.     Demnach  ergiebt  sich  der  grösste  Werth  der  Schubspannang 
für  y  =±b  und  2r'  =  0  zu 


max 


_2 .  _^ 


6) 


d.  h.   die  grösste  Schubspannung  tritt  in  den  Endpunkten 
BB  der  kleinen  Achse,   also    in    denjenigen   Punkten  auf, 
welche  der  Stabachse  am  nächsten  liegen. 
Hiermit  folgt 


h   > 


M^  n 

—,Y  oder    i/^  <  "ö"  i .  a  6'  .      . 


2     -a 


.     7) 


In  den  Endpunkten   AA  der    grossen   Achse    ist    die  Schub- 

spannung,  da  hier 


y=Q 


-'  —  dz 


a 


2   _^Lä 

TT      (J^b 


a 


max 


8) 


d.  i.  im  Verhiiltniss  der  Halbachsen    kleiner    als  die  Spannung  in 
den  Punkton  BB, 

Dieses  für  den    ersten    Augenblick    überraschende    Ergebniss 
steht    in    voller    Uebereinstimmung   mit  der  oben  unter  ZiflF.  1,  b 
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angefftluten    Beobachtong.     Die  Winkelandeningeu,  welche   nach 

S  28  die   Scliiebaiigen  r  meBBen,    die    ihrerseits  nach  §  29  za  den 
Schubspannangen  in  der  Beziehung 


■tehen,  sind  —  Fig.  1  (Taf.  VIU)  —  am  grössten  in  den  End- 
.fonkten     der     kleinen    nnd    am    kleinsten    in  den  Endpunkten  der 

grossen    Aobse  der  Ellipse. 

Hinsichtlich  des  Gesetzes,  nach  dem  sich  die  Schnbspannnngen 

BD  Innern  ändern,  ist  die  ohne  Weiteres  ans  den  Gleichungen  3 
'  and  4  folgende  Bemerkung  von  Interesse,  dass  für  alle  auf  der 
.  Geraden    O  P',    Fig.  2,    liegenden    Querschnittselemente    die  Span- 


[    ntingen  parallel  gerichtet  und  proportional  dem  Abstände  von  der 

i    Stabachse  sind.     In    Fig.  3    ist  das   Aendernngsgesetz  der  .Schub- 

'    Spannungen  dargestellt  fär  die  Pnnkte  der  grossen  und  der  kleinen, 

•owie     für  diejenigen    einer   beliebigen    Halbachse  0  P'.     Für  die 

UrnÜKOgspankte  lässt  sich    dasselbe    unmittelbar    der    Gleiclmng  6 

entnefanten. 

Handelt  es  sich  nicht  um  einen  Voll-,  sondern  um  einen 
Hohlstab,  Fig.  4,  so  gilt  unter  der  von  dem  Gange  der  obigen 
Entwicklung  bedingten  Voraussetzung,  dass  die  innere  Begrenzungs- 
ellipse  der  äusseren  ähnlich  ist,  d.  h. 

o»:  a^  An:  i  ^  »I, 
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ffdy=  ~  (a  6»  -  ao  V)  /  z^df  =^{c?b-  a^  6.) 


M^  =  A^{ab^-a,b^)  +  B~{a*b-a^b^\ 


woraus  dann  mit 


A  — 

B 

2 

M, 

B  = 

TT    (1  —  mf)  a?  b 


and  schliesslich 


2  3/,  , 

TT    (1  —  rrtr)  ar  0^        ^  ' 

Für  die  Punkte  B  des  Umfanges  erlangt  x  seinen  Grösstwertb, 
nämlich 

2  ^h  2  ^^d 

sodass 

^^.>---i3_-il^  o<ier  Af,<^Ä=, -^ .       11) 

Die  Gleichungen  7  und  10  zeigen  deutlich,  dass  die  Wide^ 
Standsfähigkeit  eines  elliptischen  Voll-  oder  Hohlstabes  gegenüber 
der  Drehungsbeanspruchung  abhängt  von  dem  kleinen  der  beidoJ 
Hauptträgheitsmomente,  also  nicht  von  der  Summe  beider,  wie  die 
ältere  Lehre  von  der  Drehungsfestigkeit  angab. 

Die  letztere  schuf  ursprünglich  ihre  Entwickelungen,  welche 
davon  ausgingen,  dass  die  Schubspannungen  proportional  mit  dem 
Abstände  des  Querschnittselementes  von  der  Stabachse  wachsea 
und  senkrecht  zu  diesem  Abstände  stehen,  allerdings  nur  für  die 
in  §  32  behandelten  Querschnitte;  hierfür  war  sie  auch  zutreffend. 
Ihre  Uebcrtragung  auf  andere  Querschnitte  war  unzulässig. 
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r  Die  Gleichung  11  enthält  die  Beziehung  3  und  4,  §  32,  je  als 

t      besonderen  Fall  in  sich.     Es  wird  für 

n       d'  —  do' 


16 '"d        d 


und   für  di,  =  0 


^.<^k,<P. 


Die  Schlussbemerkungen  zu  §  32,  betreffend  das  paarweise 
Auftreten  der  Schubspannungen  u.  s.  w.,  gelten  auch  hier,  über- 
~  Iiaiipt   sinngemäss  für  alle  auf  Drehung  beanspruchten  Körper. 

Hinsichtlich  der  Folgen,  welche  eine  Hinderung  der  oben 
r  unter  Ziff.  1  c  festgestellten  Querschnittswölbung  mit  sich  bringt, 
hsei   auf  §  34,  Ziff.  3  verwiesen. 


§  34.    Stab  von  rechteckigem  Querschnitt. 

!•  Formänderung, 

Nach  dem  Vorgange  in  den  Paragraphen  32  und  33  wird  ein 
von  rechteckigem  Querschnitt  (60  mm  breit,  20  mm  stark) 
Lheigestellt  und  jede  seiner  4  Mantelflächen  in  Quadrate  von  5  mm 
Lnge  eingetheilt.   Unter  Einwirkung  der  beiden  Kräftepaare, 
liwelehe   sich  an  dem  Stabe  das  Gleichgewicht  halten,  geht  derselbe 
in  die  Form  Fig.  1  (Taf.  IX)  über. 
V?'ir  erkennen  Folgendes: 
a)     Die    Quadrate    haben    ihre    ursprungliche    Form    mehr  oder 
minder  verloren  und  rhombenartige  Gestalt  angenommen. 
Die  Querlinien  schneiden    mit    ihren    äussersten    Elementen 
die  4  Gckkanten  des  Stabes  senkrecht,  wie  dies  ursprünglich  jede 
^der  frülier  geraden  Querlinien  in  ihrer  ganzen    Erstreckung    that; 
lag^en    ändert   sich    die    Rechtwinkligkeit    zwischen    Quer-    und 
Lftngslini^n  um  so  mehr,    je    näher  die    letzteren    der    Seitenmitte 
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liegen,  Die  Aentlerung  des  rechten  Winkels,  d.  h_  die  ScLiebnng 
(§  28),  betrügt  kiernaoh  in  den  Kanten  des  Stabes  Null,  wächst 
von  da  zoiiäcbst  ziemlich  rasch,  sofern  die  breite  Seitenfläche  ins 
Auge  gefasst  wird,  und  erreicht  für  aammtliehc  SeitenHächen  in 
deren  Mitten  ausgezeichnete  Werthc,  von  denen  derjenige  in  der 
Mitte  der  breiten  Seitenflachen  der  grössere  ist.  Die  grösste 
Schiebung  findet  hiernach  in  denjenigen  Pnnkten  des 
Stabumfanges  statt,  welche  der  Achse  am  nächsten  liegen. 

b)  Die  ursprünglich  ebenen  Querschnitte  haben  sich  gewölbt. 

c)  Die  beiden  Hauptachsen  eines  Querschnittes  sind  in  der 
ursprünglichen  Ebene  geblieben.  (Für  einen  Qoerschnitt  ist 
dessen  ursprüngliche  Ebene  gestrichelt  eingetragen.) 

d)  Je  die  beiden  Hauptachsen  zweier  auf  einander  folgenden 
Querschnitte  haben  sich  immer  um  gleichviel  gegen  einander 
verdreht'). 

Hinsichtlich  der  Wölbung  der  Querschnitte  ist  es  von  luteresde 
zu  beachten,  dasa  der  Abstand  derjenigen  Punkte  dee  gewölbten 
Querschnittes,  welche  von  den  Seitenmitten  ab-  und  nach  den 
Stabkanten  hin  gelegen  sind,  von  der  ursprünglichen  Qaerscbniti: 
ebene  (vergl,  Ziff.  3)  sich  als  ziemlich  bedeutend  erweist,  und  dass 
infolgedessen  die  Ausbildung  dieser  gewölbten  Form  eine  verhÄli- 
nissmässig  grosse  Zurückziehung  (positive  im  ersten  und  dritten, 
negative  im  zweiten  und  vierten  l^uadranten)  der  von  den  Seiten- 
mitten abgelegenen  Fasern  gegenüber  der  früheren  Querschnitts- 
ebene  zur  Folge  hat.  Wie  ersichtlich,  ist  die  Wölbung  erhaben, 
d.  h.  der  Abstand  der  einzelnen  Qu  ersehn  ittseleme  nie  von  der 
Grundebene  hat  sich  vergrössert,  in  denjenigen  diametral  zo  ein- 
ander liegenden  beiden  Querschntttsrierteln,  gegen  deren  lange 
Seiten  die  Kräfte  des  drehenden  Kraftepaares  gerichtet  sein  müBst«n, 
wenn  hierdurch  die  stattgehabte  Verdrehung  bewerkstelligt  werden 
sollte.  In  den  beiden  anderen  Querschnitts  vierteln  ist  die  Wölbung 
vertieft,  d.  h.  der  Abstand  der  einzelnen  Quersohnittselemente  von 
der  Grundebene  hat  sich  verkleinert. 

Die  Stirnflächen  des  verdrehten  Prisma  werden  hiernach  zeigen 
(vergl,  Fig.  1,  unten  rechts) 


')  Die  Bestimm img  dieses  Verdreh iing.'iviiikuli«  erfolgt  ia  g  43.    Versl.  kuoJt  I 
•rate  Fussbemerkung  zu  g  52,  Ziff.  2,  b. 


»  ^. 


p   ^ 
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im  Viertel  1  erhabene  Wölbung, 

2  vertiefte 

3  erhabene 

4  vertiefte 

Ist  für  den  rechteckigen  Stab  b  =  /«,  d.  h.  handelt  es  sich  um 
inen  quadratischen  Querschnitt,  so  nimmt  derselbe  bei  der  Ver- 
rebang    die    Form  Fig.  2  (Taf.  X)   an.     Dieselbe    bestätigt    das 
ben    unter    a)  bis  d)  Erkannte    durchaus.     Nur   hinsichtlich   der 
Völbnng    der  Querschnitte  tritt  insofern  eine  Aenderung  ein,    als 
lier  alle  Seiten  gleich  gross  sind  und  deshalb  kein  Grund  vorliegt, 
weshalb  sich  das  eine  Viertel  anders  verhalten  soll,  wie  das  andere, 
wenn  die  Kräfte,  welche  das  vorhandene  Kräftepaar  liefern,  auf  den 
durch    die  Verdrehungsrichtung  bestimmten  4  Halbseiten  wirkend 
gedacht  werden.    Thatsächlich  weist  Fig.  2  nach,  dass  für  quadra- 
tischen  Querschnitt   (vergl.   Fig.  2)    bei    der    angenommenen  Ver- 
drehungsrichtung die  Wölbung  eine  erhabene  ist  in  den  Achteln  1, 
3,  5  und  7,  dagegen  eine  vertiefte  in  den  Achteln  2,  4,  6  und  8. 
Ausser   den    beiden    Symmetrieachsen    verbleiben    noch    die    zwei 
Diagonalen    in    der    ursprünglichen    Querschnittsebene    und    damit 
weh   die   vier    Eckpunkte.     Die    hierdurch    ausgezeichneten    vier 
Linien  weisen  nach  ZiflF.  2  noch  die  weitere  Eigenschaft  auf,   dass 
die  in    ihren  Punkten   wirkenden  Schubspannungen  senkrecht  zu 
amen  gerichtet  sind. 

Die  Erkenntniss  dieser  eigenartigen  Formänderungen  der  Quer- 
schnitte ist  unter  Umständen  von  grosser  praktischer  Bedeutung, 
wie  unter  Ziff.  3  am  Schlüsse  dieses  Paragraphen  näher  erörtert 
werden  wird. 


2*  Schubspannungen. 

Da  die  Schubspannungen  in  den  Querschnittselementen  der 
Jmfangslinie  unter  der  Voraussetzung,  dass  äussere  Kräfte  hier 
licht  auf  die  Mantelfläche  des  Stabes  wirken,  nur  tangential  an 
iiese  Linie  gerichtet  sein  können,  so  müssen  sie  auf  der  Be- 
^nzungsstrecke  -4C,  Fig.  1  (Taf.  IX)  oder  Fig.  3,  in  die  Eich- 
ung AC  fallen,  ebenso  auf  der  Strecke  BC  in  die  Richtung  BC, 
!>emgemäss  ergeben  sich  im  Flächenelement  C  (Eckpunkt)  des 
Querschnittes,    da    dasselbe    sowohl  der  Linie  AC,    wie  auch   der 

C.  Baeh,  Elastidtit.    4.  Aufl.  20 


1 
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Linie  BC  angehört^  zwei  senkrecht  zu  einander  gerichtete  Schab- 
Spannungen;  welche  eine  Resultante  liefern  müssten.  Dieselbe 
hätte  jedenfalls  die  Forderung  zu  befriedigen^  dass  sie  gleichzeitig 
in  die  Richtungen  von  AC  und  BC  falle.  Dieser  Bedingung  kann 
sie  nur  entsprechen,  wenn  ihre  Grösse  Null  ist.  Infolgedessen  mnss 
die  Schubspannung  in  C  selbst  Null  sein.  Aus  diesem  Grunde 
werden  sich  die  in  den  Querschnittselementen  A  C  wirkenden  Schab- 
spannungen von  A  nach  C  hin  bis  auf  Null  vermindern  mässen; 
ebenso  werden  die  in  BC  thätigen  Schubspannungen  von  B  nach 
C  bis  auf  Null  abzunehmen  haben. 


S'L^ 


Flg.  3. 


Die  Richtigkeit  dieser  Erwägungen  wird  voll  bestätigt  durch 
die  oben  unter  Ziff.  1,  a  angegebene  Beobachtung.  Dort  war  fest- 
zustellen, dass  die  Schiebungen  in  den  Kantenpunkten,  d.  h.  in  6 
Null  waren,  nach  der  Mitte  der  Seite,  d.  h.  nach  A  bezw.  B  hin 
erst  rasch  und  dann  langsamer  wuchsen,  entsprechend  einem  Ver- 
laufe etwa  nach  der  Kurve  Ci/,  Fig.  3,  die  erhalten  wird  durch 
Ermittelung  der  Aenderungen  der  ursprünglich  rechten  Winkel; 
demgemäss  werden  sich  auch  die  Schubspannungen  von  C  nach  A 
hin  ändern. 

Zum  Zwecke  der  Bestimmung  der  Letzteren  erinnern  wir  uns, 
dass  beim  elliptischen  Querschnitt  (§  33)  die  im  beliebigen  Punkte 
P  wirkende  Spannung  r  die  beiden  Komponenten  t  und  r^  lieferte, 
für  welche  galt 

^  =  ^i/  T,=Bz. 

Hier  werden  r^  (senkrecht  zur  i/-Achse)  und  t^  (senkrecht  zur 
c-Achse)  in   entsprechender  Weise  von  y  und  z  abhängen  müssen. 
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Dort    waren  A  und  B  konstante  Grössen,    während  sie  hier  ver- 
änderlich sein  müssen,    da  ja  r    für  y  =   p    d^^^  ^  hin    bis    auf 

Null  abzunehmen  hat,  ebenso  t^  für  5  =       . 

Wird  die  Schubspannung  in  der  Mitte  der  langen  Seite,  d.  h. 
in  A  mit  x^y  diejenige  in  Punkt  P',  welcher  im  Abstände  z  von  A 
auf  der  Strecke  AC  gelegen  ist,  mit  t  bezeichnet  und  AH  =  t'^, 
P^  P"  =  %  gemacht;  wird  femer  in  Anlehnung  an  §  38,  Fig.  4,  dem 
Aendemngsgesetz  der  Schubspannungen  in  der  Linie  AC^  d.  h. 
dem  Verlaufe  der  Linie  CF'  H^  die  einfachste  Kurve,  die  gewöhn- 
liche Parabel  mit  H  als  Scheitel  und  HA  als  Hauptachse  zu 
Grunde  gelegt,  so  folgt  nach  dem  bekannten  Satz,  dass  sich  bei 
der  Parabel  die  Abscissen  verhalten  wie  die  Quadrate  der  Ordinaten 

(t'  —  O  :  t'  =  s'» : 


-m- 


Demgemäss    setzen    wir  für  den  Faktor  A  in  der  Gleichung 
Ay 


A  =  et' 


2z 
~h 


FH-hi^/ri 


und  ganz  entsprechend  ftlr  B  in  dem  Ausdruck  %.  =  Bz 


B  =  dr' 


-m\ 


n 


-m'\ 


wenn  c,  d,  m  und  n  Eonstante  sind  und  t^  die  Schubspannung  im 
Punkte  B  bezeichnet. 

Nach  dem  bei  der  Ellipse  (§  33)  gewonnenen  Ergebnisse  — 
dort  verhielten  sich  die  Schubspannungen  in  den  Endpunkten  der 
grossen  Achse  zu  denjenigen  in  den  Endpunkten  der  kleinen  Achse 
umgekehrt  wie  die  zugehörigen  Halbachsen  —  sowie  mit  Rück- 
sicht darauf,  dass  in  Fig.  1,  Tafel  IX,  die  Aenderungen  der  rechten 

Winkel    in    der  Mitte    der  langen  Seite,    sowie  diejenigen   in  der 

'20  ♦ 
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Mitte  der  kurzen  Seite  auf  das  Verhältniss  h :  b  hinweisen,  werd 
angenommen 

,  b 


'»  =  ^«T 


Es  ergiebt  sich 


x^  =  ni 


«j^=  n 


-  Pf  Fl ' 


und  in  ganz  gleicher  Weise  wie  in  §  33,  Ziff.  2 


M,  =  ^mb^h+^^nbh'-4i^ 


2y 


z^df, 


k)J^ 


'«v/. 


Wegen 


1) 


|y»2'<//=l      fdy\ 


s^d  z^ 


144 


b^h' 


wird 


1 


1 


1    Im 


n 


^^d=  12 '^*'''"^^«''**'~^'~'^"^""  •*'*'•    .     2) 


12 


36    h^    '    6« 


Nun  ist 


für  den  Punkt  A,  d.  i.  y  =  -^-  und  ^  =  0, 


womit  nach  der  ersten  der  Gleichungen  1 


t|  =  m—  -     oder     m  = 


2r: 


und 
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fiflr  den  Punkt  B,  d.  i.  y  =  0  und  z  =  —^, 


«,  =  S> 


infolgedessen  nach  der  zweiten  der  Gleichungen  1 


k        ,  ^K       26    , 

.»  =  «y     oder    n  =  — =  — T^. 


Hiermit  gehen  die  Gleichungen  1  und  2  über  in 


beziehangsweise 


=  2 


,  1 


=  2 


=  2t 


«  b 
,  1 

,  b 


1 


l 


a  £* 


^.  =  I  <*'Ä. 


3) 


4) 


Gleichung  4  führt  zu 


J/j<-Q- ÄjjJ'Ä     oder     Ä^ 


9   ^d 

^Y¥h'   •    •    •    ^) 


Die  grösste  Anstrengung  tritt  hierbei  auf  in  den- 
jenigen Punkten  der  Umfangslinie  des  Querschnittes, 
welche  der  Stabachse  am  nächsten  liegen. 

(Vergl.  das  unter  ZiflF.  3  Erörterte.) 

Um  ein  Bild  der  Spannungsvertheilung  über  den  rechteckigen 
Querschnitt  zu  erhalten,  sind  in  Fig.  4  die  Spannungen  für  einige 
Flächenstreifen  eingetragen.  Es  werden  dargestellt  die  Schub- 
spannungen 

für  die  in  der  Linie  CA  liegenden  Querschnittselemente  durch 
die  wagrechten  Ordinaten  der  Kurve  CB, 


i 


310 


V.   Drehung. 


I 


für  die  in  der  Linie  CB  liegenden  Qnerschnittselemente  dnrch 

die  senkrechten  Ordinalen  der  Kurve  CJj 
für  die  in  der  Linie  OÄ  liegenden  Querschnittselemente  durch 

die  zu  OA  senkrechten  PfeillinieU; 
für  die  in  der  Linie  OB  liegenden  Querschnittselemente  durch 

die  wagrechten  Ordinalen  der  Geraden  OÄ", 
für  die  in  der  Linie  OC  liegenden  Querschnittselemente  durch 

die  geneigten  Ordinalen  der  Kurve  OMC. 


FIff.  4. 


Die  letztere  Linie  folgt  aus  den  Gleichungen  3  unter  Beach- 
tung, dass  für  die  Punkte  der  Diagonale  OC 


y 


ist.     Hiermit  ergiebt  sich  dann  für  die  einzelnen  in  OC  gelegenen 
Flächenelemente 


T^ :  r^^  =  6  :  A, 


d.  h.  die  Schubspannungen  sind  parallel  gerichtet,  und 


=  2 


Für 


1 


-mi 


i-f- 


y  =  0,577    2 


erlangt  %  seinen  grössten  Werth. 
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Im  Falle  6  =  A,  d.  i.  für  den  quadratischen  Querschnitt,  stehen 
die  Schubspannungen  senkrecht  auf  den  Diagonalen. 

Hierbei  ist  im  Auge  zu  behalten,  dass  diese  Schubspannungen 
immer  paarweise  auftreten  und  deshalb  gleichzeitig  in  der  Ebene 
des   Querschnittes  und  in  senkrecht  dazu  stehenden  Ebenen  wirken. 

(Vergl.  Schlussbemerkung  zu  §  32.) 

Die  Beziehungen  3,  §  32  (Kreis),  4,  §  32  (Kreisring),  7,  §  33 
(Ellipse),  11,  §  33  (Ellipsenring)  und  5,  §  34  (Rechteck)  lassen  sich 
auf  die  gemeinsame  Form 


0 

~b 


M^<^if>k^-^- 6) 


bringen,  worin  bedeutet 

Af^  das  Moment  des  drehenden  Kräftepaares, 
&   das  kleinere  der  beiden  Hauptträgheitsmomente, 
b    für  den  Kreis  den  Halbmesser,    für   die    Ellipse    die    kleine 

Halbachse,  für  das  Rechteck  die  kleinere  Seite, 
k^  die  zulässige  Drehungsanstrengung, 
€p    einen  Zahlenwerth,  welcher  beträgt 

für  den  Vollkreis  und  den  Kreisring  mit  b  =  —    (f  =  2, 

für  die  Vollellipse  und  den  Ellipsenring  (f  =  2, 

g 
für  das  Rechteck  ip  =  ^  • 

Auf  dieselbe    Form,    Gleichung  6,    lässt   sich  auch  der  Aus- 
druck für  das  gleichseitige  Dreieck 

so^e  derjenige  für  das  gleichseitige  Sechseck 
worin  je  b  die  Seitenlänge  bezeichnet,  bringen. 

')  S.  u.  A.  HerrmanD,  Zeitschrift  des  österr.  Ingenieur-  und   Architokton- 
Tereines  1883,  S.  172. 


I 


* 


> 


beziehungsweise 


91  =  1,385 
(p  ==  1,694. 


Die  GIeichting6  spricbt  deatlich  ans,  dass  diäWide^BU^d^ 
fftbigkeit  gegenüber  Drehungsbeanspruchung  von  des 
kleineren  der  beiden  Haaptträgheitsmomente  bestimail 
wird,  dass  also  das  grössere  nicht  in  Betracht  kommt. 


3.    Gehindei-te  AtisMltluny  der  Quei-gchnittswölbunff. 

Unter  Ziff,  1  erkannten  wir,  daas  die  ursprünglich  ebenen 
Querschnitte  des  rechteckigen  Prisma  infolge  Einwirkung  da 
Drehungsmomentes  in  gekrümmte  Flächen  übergeben.  Für  den 
Fall,  dass  der  Querschnitt  langgestreckt  war,  wie  bei  Stab  Fig-1 
(Taf.  IX),  fand  sich,  dass  die  Strecken,  um  welche  hierbei  die 
einzelnen,  von  den  Seitenmitten  abgelegenen  Querschnittselemente 
aus  der  ursprünglichen  Quei-schniltsebene  herausgetreten  waren, 
verhiiltnissmässig  bedeutend  ausfielen.  (Vergleiche  daselbst  dia 
gestrichelte  Linie,  welche  die  uraprlingliche  Ebene  des  jetzt  g»" 
wölbten  Querschnittes  angiebt;  das  Achsenkreuz  ist  beiden  pr 
meinsam.) 

So  lange  der  auf  Drehung  in  Anspruch  genommene  Köfpff 
durchaus  prismatisch  ist,  hat  diese  Krümmung  der  QuersohmtU 
verhältnissmäsaig  geringes  Interesse  für  den  Ingenieur.  Ganz  aadefl 
gestaltet  sieh  jedoch  die  Sache,  sobald  diese  Voraussetzung  lätÜ 
mehr  erfüllt  ist. 

Handelt  es  sich  beispielsweise  mn  einen  Körper,  wie  in  §36, 
Fig.  1,  dargestellt,  der  an  seinen  Enden  Platten  trägt,  durch  weltl" 
die  beiden  Kräftepaare,  die  sich  an  ihm  das  Gleichgewicht  hthev, 
auf  den  mittleren  prismatischen  Theil  wirken,  so  bietet  sich  di, 
wo  dieser  an  die  Platte  anschliesst,  der  QnerschnittskrünimnDg  em 
Hindemiss.  Insbesondere  sind  die  nach  den  Stabkanten  zu  p" 
legenen  Fasern,  Fig.  I,  Taf.  IX,  gehindert,  um  den  Verhältnis? 
massig  bedeutenden  Betrag,  den  die  erhabene  Wölbung  verl«Dg<i 
von  der  Platte  sich  zurüetznziehen.  Infolgedessen  entstehen  i" 
allen  denjenigen  Querschnittselementen,  welche  unter  Einwirkung 
des    Drehungsmomentes    bestiebt    sind,    ihre  Entfernung   von  der 
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idebene  zu  vergrössern  (sich  erhaben  zu  wölben,  d.  s.  die  Recht- 
eiertel  1  und  3,  Fig.  1),  Zugspannungen,  während  in  allen 
migen  Querschnittspunkten,  welche  bestrebt  sind,  den  bezeich- 
1  Abstand  zu  verringern  (sich  vertieft  zu  wölben,  d.  s.  die 
itecksviertel  2  und  4,  Fig.  1),  Druckspannungen  wachgerufen 
en.  Sind  diese  Normalspannungen  genügend  gross,  so  kann 
Bruch,  obgleich  die  äusseren  Kräfte  nur  ein  auf  Drehung 
endes  Eräftepaar  ergeben,  durch  Zerreissen  der  am  stärksten 
annten  Fasern  veranlasst  werden. 

Einer  äusseren  Zug-  oder  Druckkraft  bedarf  es  nicht,  da  die 
ipannungen  in  gewissen  Querschnittstheilen  (Rechtecksviertel 
id  3,  Fig.  1)  durch  Druckspannungen  in  den  anderen  Quer- 
ittselementen  (Rechtecksviertel  2  und  4,  Fig.  1)  im  Gleich- 
cht  gehalten  werden. 

In  solchen  Fällen  der  mehr  oder  minder  vollständig  gehin- 
5n  Ausbildung  der  Querschnittswölbung  rücken  die  geßlhr- 
ten  Stellen,  welche  bei  Nichthinderung  dieser  Ausbildung  mit 
enigen  Punkten  des  Querschnittsumfanges  zusammenfallen, 
;he  der  Stabachse  am  nächsten  liegen,  von  der  letzteren  fort; 
pielsweise  in  Fig.  1  von  A  nach  C  hin.  Bei  langgestreckten 
rschnitten  werden  sie  sehr  rasch  von  A  nach  C  hin  vorwärts- 
eiten. 

Beim  quadratischen  Querschnitt,  Fig.  2  (Taf.  X),  bleibt  C 
er  ursprünglichen  Querschnittsebene;  infolgedessen  ist  es  aus- 
hlossen,  dass  bei  Gleichartigkeit  des  Materiales  die  grösste 
trengung  in  oder  nahe  bei  C  auftritt.  Sie  ist  —  allgemein  — 
m  suchen,  wo  die  Gesammtinanspruchnahme,  herrührend  von 
Schubspannungen,  welche  durch  das  Drehungsmoment  ver- 
ebt werden,  und  von  den  Normalspannungen,  die  infolge  der 
derung  der  Querschnittswölbung  in's  Dasein  treten,  den  grössten 
rth  erlangt.  Bei  dem  quadratischen  Querschnitt  wird  sie  — 
eit  dies  hier  ohne  Anstellung  besonderer  Rechnungen  beurtheilt 
den  kann  —  der  Mitte  der  Seitenflächen  viel  näher  liegen  als 
Stabkanten.  Ihre  Bestimmung,  welche  überdies  von  dem  Grade 
Vollständigkeit  der  melirfach  erwähnten  Hinderung  der  Quer- 
littßkrümmung  abhängt,  gehört  in  das  Gebiet  der  zusammen- 
tzten  Elasticität  und  Festigkeit. 

(Vergl.  auch  den  vorletzten  Absatz  von  §  32,  sowie  die  Be- 
sungen zu  Gleichung  2,  §  31,  Ziff.  1.) 
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V.   Drehang. 


Die  zur  Berechnimg  von  Stäben,  welche  durch  Drehung  bean- 
sprucht werden,  in  diesem  und  den  vorhergehenden  Paragraphen 
aufgestellten  Gleichungen  sind  unter  der  stillschweigend  gemachten 
Voraussetzung  entwickelt,  dass  die  Querschnittswölbung  sich  unge- 
hindert ausbilden  kann. 


§  35.    Drehungsversuche. 

1.  Ahhüngigkeit  der  I>rehungsf€9Ugkeit  des  Gusseisens  von  der 

Querschnittsfortn* 

Diese  Abhängigkeit  muss  bei  Gusseisen  wegen  der  Verind«^ 
lichkeit  des  Schubkoefficienten  ß  in  ziemlich    bedeutendem  Mmm  ; 
vorhanden  sein.     (Vergl.  §  32.) 

Verfasser  hat  nach  der  bezeichneten  Richtung  hin  eine  A 
von  Versuchen  angestellt.     Ueber  einen  Theil  derselben  ist  in  der 
Zeitschrift    des  Vereines  deutscher  Ingenieure  1889,  S.  140  bis  145 
und  162  bis  166  ausfuhrlich  berichtet  worden  *)• 

Die  je  unter  einer  Bezeichnung  aufgeführten  Versuchskörper 
sind  aus  dem  gleichen  Material  (bei  demselben  Gusse)  hergestellt 
worden. 


Gnsseisen  jL 

Zugstäbe  bearbeitet. 

r7     r   .•  u  ..  ^         1655+1480-4-1601 
Zugfestigkeit  Ä   = — o ^ 


=  1579  kg/qcm. 


a)  Stäbe  mit  rechteckigem  Querschnitt,  unbearbeitet. 


4 500 


Flg.  1. 


0  Siehe  auch  ^Abhandlungen  und  Berichte«  1897,  S.  80  u.  f. 


[im.: 


l 

.r<K 

r 

•  '1    i  . 

r 
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Seiten- 

DorehsehnittHche 
Abmessnofen 

Drehlings- 
festigkeit 

^d 

kg/qcm 

yerhältniss 

/ 
cm 

b 

cm 

h 

cm 

Bemerkungen 

4  Stäbe 
b:h—l  :1 

4  Stäbe 
*:Ä— 1:2,5 

4  Stäbe 
6:A  — 1:5 

3  Stäbe 
i:A— 1:9 

53 
56 

56 
54 

3,15 
3,13 

3,08 
1,66 

3,20 

7,82 

15,07 
15,13 

2228 
2529 

2366 
2508 

1,42 
1,60 

1,50 
1,59 

Bruch    erfolgt 
im     prismatischen 
Theil,      Figur    8 
(Tafel  XI). 

Bruch  erfolgt  in 
der  Nähe  der  einen 
oder  anderen  End- 
platte ,      Figur    9 
(Tafel  XI). 

Desgl. 
Desgl. 

Die  Bruchfläche,  Fig.  8  (Taf.  XI),  lässt  vermuthen,  dass  bei 
den  quadratischen  Stäben  der  Bruch,  der  plötzlich  erfolgt,  in  der 
Mitte  der  Seitenfläche  oder  wenigstens  in  deren  Nähe  begonnen 
Übe,  wie  dies  nach  §  34,  Ziff.  3,  der  Fall  sein  soll. 

Bei  den  Stäben  mit  langgestreckter  Form  des  Querschnittes 
icheint  es  dagegen,  als  ob  der  Bruch,  Fig.  9  (Taf.  XI),  welcher 
immer  in  der  Nähe  einer  der  beiden  zum  Einlegen  in  die  PrQfungs- 
Htschine  dienenden  Endplatten  erfolgte,  von  aussen,  d.  h.  von  einer 
£eke  oder  in  deren  Nähe  seinen  Anfang  genommen  habe. 

Jedenfalls  ist  hieraus  zu  schliessen,  dass  K^  für  die  Stäbe  mit 
langgestrecktem  Querschnitt  zu  klein  ermittelt  wurde.  Ferner  er- 
kennen wir,  als  durch  den  Versuch  nachgewiesen,  dass  ein  auf 
I)rehung  beanspruchter  Körper,  dessen  Querschnitt  in 
der  einen  Richtung  eine  wesentlich  grössere  Erstreckung 
besitzt  als  in  der  anderen,  da,  wo  in  Richtung  der  Stab- 
achse der  schwächere  prismatische  Theil  an  einen  stärke- 
ren anschliesst  —  wie  im  vorliegenden  Falle  das  rechteckige 
Prisma  an  die  Endplatten    —    die  Anstrengung    keine    reine 
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Drehungsbeansprachnng  mehr  ist,  dass  vielmehr  daselbst 
auch  Normalspannnngen  auftreten.     (Vergl.  §  34,  Ziff.  3.) 

b)    Stäbe  mit  kreisförmigem  Querschnitt. 


Flg.  2. 


BezeichnuDg 


Durch- 
messer 
d 

cm 


Drehlings- 
festigkeit 

^        n  d^ 
kg/qcm 


K, 


K 


Bemerkongeii 


3  Stäbe,  unbearbeitet 


1   Stab,  bearbeitet 


10,23 


9,6 


1618 


1655 


1,02 


1,05 


Bruch  erfolgt  plöti- 
lich  im  prismatischeo 
Theil. 

Desgleichen,  siebe 
Fig.  10  (Taf.  Xn). 


Von  hohem  Interesse  erscheint  die  Bruchfläche  des  linken 
Stückes  der  Fig.  10  (Taf.  XII).  Deutlich  sprechen  hier  die  kleinen, 
der  Längsfuge  anhängenden  Bruchstücke  dafür,  dass  die  Trennung 
schliesslich  —  nach  vorhergegangener  Rissbildung  unter  45^  — 
durch  Abschiebung  in  angenähert  achsialer  Richtung  erfolgt  ist 
(vergl.  Fig.  5,  §  32,  sowie  das  in  §  32  am  Schlüsse  Bemerkte). 

Ein  Einfluss  der  Entfernung  der  Gusshaut  auf  die  Drehungs- 
festigkeit kann  nicht  festgestellt  werden,  da  dieselbe  für  die  drei 
imbearbeiteten  Stäbe  zwischen  1574  und  1683  kg  schwankte. 

c)  Hohlstäbe  mit  kreisförmigem  Querschnitt,  unbearbeitet. 


Fig.  3. 


THi::  r:EW  \o\\k 


ASTOR.   l  fc^v^X     ■     •'  I 

TILDEN      -■=.     J'."   .^''-i.       J 
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Durchmesser 

DrehuDgsfestigkeit 
kg/qcm 

A'. 

szeichnung 

d 

cm 

do 
cm 

Bemerkungen 

3  Stäbe 

10,2 

6,97 

1297 

0,82 

Bruch    erfolgt    plötz- 
lich    im     prismatischen 
Theil. 

Hinsichtlich  der  Bmchfläche  vergl.  die  zn  ^Gusseisen  -B"  ge- 
\nge  Fig.  11  (Taf.  XII). 

Die  Drehungsfestigkeit  nähert  sich  dem  Werthe,  welcher  nach 
leichung  6,  §  31,  zu  erwarten  ist,  entsprechend  dem  Umstände, 
88  die  Drehangsbeanspruchung  hier  der  einfachen  Schubanstren- 
ng  ziemlich  nahe  gekommen  ist.  Für  do  =  d  würde  die  Drehungs- 
3trengung  vollständig  dieselbe  sein,  wie  die  Inanspruchnahme 
F  Schub. 


llohlstäbe  mit  quadratischem  Querschnitt,  unbearbeitet. 


-soo 


Flg.  4. 


Seitenlange 

Drehuugsfestigkeit 
Ki      4,5       \.a 

kg'qcm 

a; 

Zeichnung 

a 
cm 

«0 

cm 

Bemerkungen 

Stäbe 

6,21 

3,16 

1788 

1,13 

Bruch  erfolgt  plötzlich 
im  prismatischen  Theil, 
Fig.  12  (Taf.  XIII). 

Die  Bruchfläche,  Fig.  12  (Taf.  XIII),  berechtigt  zur  Vermuthung, 
5S  der  Bruch  in  der  Mitte  der  Seite  begonnen  habe. 

Vergleicht  man  die  Drehungsfestigkeit  bei  vollquadratischem 
erscbnitt  (a)  mit  derjenigen  bei  hohlquadratischem,  so  findet  sich 

2228:1788=1,25:1. 


318 


V.    Drehimg. 


Derselbe  Vergleich  für  Vollkreis  (b)  mit  Kreisring  (c)  ergiekt 

1618:1297  =  1,25:1, 

also  dasselbe. 

Beide  Vergleiche  lehren,  dass  das  nach  der  Stabachse  zi 
gelegene  Material  (Gnsseisen)  bei  der  Drehung  durchaus 
nicht  so  schlecht  ausgenützt  wird,  wie  man  dies  ansn- 
nehmen  pflegt. 

Nach  §  32  war,  da  für  Gusseisen  der  Schubkoefficient  ß  mit 
zunehmender  Spannung  wächst,  dieses  Ergebniss  zu  erwarten. 

Es  entspricht  dies  ganz  dem  Ergebnisse,  zu  welchem  die  & 
örterungen  in  §  20,  Ziff.  4,  sowie  die  Versuche  §  22,  Ziff.  2,  bei 
Biegungsbeanspruchung  des  Gusseisens  führten. 


e)  Stäbe  mit  [^-förmigem  Querschnitt,  unbearbeitet 


-  »HO 


^' 


Y!""":::^ 


Lftn 


Flg.  5. 


«)    Verhältniss  6  :  ä  =  oj  1  :  1,5. 


* 

A  b  m  e  s 

suDgen 

K 

Bruchmoment 

No. 

/' 

*o 

>v. 

cm 

cm 

cm 

cm 

kg.  cm 

1 

10,3 

15,1 

8,6 

11,9 

34000 

2 

10,25 

15,15 

8,6 

11,95 

33750 

3 

10,3 

15,2 

8,6 

12,0 

35500 

Der   Bruch   beginnt  damit,    dass  gleichzeitig  oder  unmittelbar 
auf  einander  folgend  die  beiden  Querrippen  von   aussen  einreissen 
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l  zwar  die  eine  bei  m,  die  andere  bei  Uj  also  diametral  gegen- 
fliegend.  Die  Drehrichtnng  des  Momentes  ist  hierbei  derart, 
s  —  von  Platte  A  nach  Platte  B  gesehen  —  ^  in  der  Rich- 
g  des  Uhrzeigers  verdreht  wird. 

Die  oben  eingetragenen  Werthe  von  M^  sind  die  Drehungs- 
mente^  welche  sich  unmittelbar  vor  diesem  Einreissen  der  Quer- 
pen ergaben.  Sobald  Letzteres  erfolgt,  sinkt  die  Schale  der 
äftwage,  entsprechend  einer  Verminderung  des  Momentes,  wel- 
)s  auf  den  Stab  wirkt.  Für  den  Stab  No.  3  wurde  diese  Ver- 
iderung  bestimmt,  weshalb  dessen  Verhalten  noch  kurz  be- 
rieben werden  soll. 

Stab  No.  3. 

Bei  A/^  =  35500  kg. cm  reissen  die  Querrippen  an  den  zwei 
iUen  m  und  n  von  aussen  ein,  das  Drehungsmoment  sinkt  auf 
250  kg. cm.  Unverletzt  ist  in  dem  Querschnitt  bei  m  be- 
hungsweise  n  noch  der  innere  Theil  der  nur  aussen  (auf  reich- 
b  die  Hälfte)  gerissenen  Querrippe,  der  Steg  und  die  andere 
lerrippe  bei  o  beziehungsweise  p.  Bei  fortgesetzter  Verdrehung 
igt  das  Moment  auf  35250  kg. cm  und  nimmt  dann  wieder  ab. 
T  Bruch  der  Querrippe  bei  n  beginnt  sich  in  den  Steg  hinein 
erstrecken,  schliesslich  bricht  dieser  und  bald  auch  die  andere 
lerrippe  bei  p. 


ß)    Verhältniss  6:  A  =  c^l  :3. 


AbmessuDgen. 

Bruchmoment 

No. 

h 

h 

*0 

/'o 

■^fä 

^y'a 

cm 

cm 

cm 

cm 

kg.  cm 

kg.  cm 

1 

5,2 

15,2 

3,5 

12,0 

27250 

2 

5,2 

15,2 

3,5 

12,0 

26750 

27750 

3 

5,2 

15,3 

3,5 

12,0 

24000 

25500 

Bruch  erfolgt  in  ähnlicher  Weise  wie  unter  a  erörtert. 

Bei  dem  Drehungsmoment  M^  reissen  die  Querrippen  an  zwei 
ander  diametral  gegenüberliegenden  Stellen  (m  und  w,  Fig.  5) 
1    aussen    ein,    das  Drehungsmoment  sinkt  ein  wenig  (z.  B.  bei 


320 
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No.  3  von  24  000  auf  23  000,  also  niii  weit  weniger  als  beim  Eis- 
reisaen  der  Stäbe  unter  «,  für  welche  die  Breite  6  rand  noch  ein- 
mal so  gi'OBS  ist).  Mit  Wiederaufnahme  der  Verdrehnng  steigt  a 
auf  ^/j  >  Af^,  den  Bruch  herbeiführend.  Der  Bruch  des  Stefö, 
welch  letzterer  noch  unterstützt  wird  durch  die  zweite  unverletite 
Querrippe  desselben  Querschnittes,  fordert  also  ein  etwas  grössjr« 
Drehungsmoment,  als  zum  Einreissen  der  einen  Querrippe  de* 
unverletzten  Stabes  nöthig  ist;  der  Stab  trägt  demnach  mit 
eingerissener  Querrippe  mehr,  wie  im  unverletzten  Zd- 
stande. 

Für  den  Versuch   No.  1    unter    a    würde    Gleichung  6,   §34, 

mit  9  ^  -5    und  bei  Ersetzung  von  kj  durch  Äj  liefern 


I 


Für  den  Versuch  No,  1  unter  ß  würde  die  Gleichung  6,  §5^1 
ergeben 


3    K 


8       70,5 


Werden  diese  beiden  für  Äj  erlangten  Werthe  mit  der  Di 
festigkeit  rechteckiger  Stäbe  verglichen  (a),  so  ergiebt  sich, 
die  Gleichung  6,  §34,  für  Körper  mit  Querschnitten 
hier  vorliegenden  Art  unbrauchbar  ist;  denn  um  auf  eine 
Spannung  zu  gelangen,  wie  sie  der  Dreliungsfestigkeit  rechteckiger 
Stäbe  entspricht,  müsstc  ip  im  ersteren  Falle  (290  kg)  8nia],  üa 
letzteren  (880  kg)  dagegen  reichlich  2'/i  mal  bo  gross  genommen 
werden. 

Würde  man  beim  Stab  No.  1  unter  a  die  Querrippen  umlegen 
und  an  den  Steg  anschliessen,  so  dass  ein  rechteckiger  Querschnitt 
erhalten  wfirde  von  der  Höhe  h -\- 2 i>o -■=  lb,\  -f- 2  .  8,G 
bei  einer  durchschnittlichen  Breite  von 


-  io)  -I-  2Ao  (A  -  4,) 
-2  60 
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10  w&re'mit  K^  =  25O0  (wie  uoter  a  für  rechteckige  Stäbe  von 
[5,1  cm  Höhe  and  1,66  cm  Stärke  gefunden)  nach  Gleichung  5^ 
)  34,  auf  ein  Drehungsmoment  von 


Af,  =  ~-  6»  Ä  if,  =  -|-  1 ,64' .  32,3  .  2500  =  c^  48  200  kg  .  cm 

zu  rechnen.     Das  würde 

48200-34000^ 
^^  34000  ~^^'^ 

mehr  sein,  als  der  rippenförmige  Querschnitt  thatsächlich  vertrug. 
Wird    die  Festigkeit    des  Stabes  No.  1   unter  ß  in  Vergleich 
gesetzt  mit  der  Widerstandsfähigkeit;  welche  sein  Steg  allein  be- 
sitzen würde,  d.  h.  mit 


2  ,. 


M^  =  -g-(o,2  —  3,5)* .  1 5,2  .  2500  =  c^  24  400  kg .  cm. 


80  findet  sich,  dass  der  Stab  No.  1  unter  ß  nicht  wesentlich  mehr 
trägt  (A/^  =  27  250  kg  .  cm),  als  der  Steg  für  sich  ohne  Querrippen. 
Wir  erkennen  hieraus,  dass  die  untersuchten  Stäbe  mit 
["förmigem  Querschnitt  gegenüber  Drehungsbean- 
spruchung verhältnissmässig  wenig  widerstandsfähig  sind. 
(Vergl.  unter  Gusseisen  ß,  d,) 


f)  Stäbe  mit  I-förmigem  Querschnitt,  unbearbeitet. 


»«»0 


b 


V — 


f\ 


■nj 


Fig.  6. 


C.  Bach)  Elaiticitit.    4.  Aufl. 


21 
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322 


V.  Drehung. 


a)  Verhältniss  6  :  A  =  cxj  1  : 1,5. 


Abmessungen 

Brochmoment 

No. 

b 

/( 

i. 

A. 

^<, 

•Vj 

cm 

cm 

cm 

cm 

kg.  cm 

kg.  cm 

1 

10,1 

15,1 

8,6 

11,9 

45  000     52  500 

2 

10,2 

15,2 

8,6 

12,0 

55  000    63  000 

3 

10,3 

15,2 

8,7 

12,0 

46500 

59000 

Brach  gesund. 

Bei    J/j    reissen    gleichzeitig    oder    unmittelbar    aufeinander 
folgend    die    Querrippen    an    4    Stellen    von    aussen    ein.    Ist  der 
Drehungssinn    des    Momentes    derart,   dass    beim    Sehen    von  der 
Platte  A  gegen  die  Platte  B  hin  Ä  in  der  Richtung  des  Uhrzeigers 
gegenüber  D  verdreht  wird,  so  reisst  die    untere    Rippe   rechts 
bei  «,    links  bei  t/,    die    obere    rechts  bei  w,    links  bei  t?  von 
aussen  ein.     Mit    diesem    Einreissen    sinkt    das    Moment  nur  sehr 
wenig.     Bei  Fortsetzung  des  Versuchs  steigt  das  Moment  auf  M\^ 
welches  wesentlich  grösser  ist  als  J/,,  fuhrt  in  dieser  Grösse  den 
Bruch  des  Steges  und  damit  des  Stabes  herbei.     Derselbe  trägt 
demnach  mit  eingerissenen   Querrippen  bedeutend  mehr, 
wie  im  unverletzten  Zustande. 


ß)  Verhliltniss  i  :  A  =  ^  1  :  3. 


A  b  in  e  s 
// 

sungen 

Bnichmoment 

No. 

// 

K 

^lä 

•l'J 

cm 

cm 

cm 

cm 

kg.  cm 

kg.  cm 

1 

5,0 

15,1 

3,4 

11,9 

32  500 

33  750 

2 

5,0 

15,2 

3,4 

12,0 

30  750 

32  250 

3 

5,0 

15,1 

3,4 

11,9 

28  750 

30  750 

Bruchfläche    bei   1    und  2  gesund,    bei  3  gesund  bis  auf  eine 
unbedeutende  Stelle. 
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Bruch  eriolgt  in  ganz  ähnlicher  Weise  wie  unter  a  erörtert. 
;i  M^  beginnt  das  Einreissen  der  Querrippen,  Jtfj  bringt  den 
eg  und  damit  den  Stab  zum  Bruche. 


y)    Verhältniss  6  :  A  =  oo  1  :  6. 


Abmessangen 

Bruchmomeot 

No. 

b 
cm 

h 
cm 

cm 

cm 

kg.  cm 

1 

2,5 

15,1 

0,9 

12,0 

25250 

Bruch  erfolgt  plötzlich.     Bruchfläche  bis  auf  eine  sehr  kleine 

eile  gesund. 

g 
Wird  K^   auf  Grund    der    Gleichung  6,    §  34,    mit    (p  =  -^ 

r   die    Stäbe  No.  3  unter  er,    No.  1    unter  ß  und  No.  1  unter  y 
rechnet,  so  findet  sich 

^        3   46  500     ^^^       .^Q, 


if.  =  |-^--5  =  1641kg, 


^^  =  \^W~'^'^^^^^^^^' 


Aus  der  Verschiedenartigkeit  und  der  absoluten  Grösse  dieser 
Tthe  erkennen  wir,  dass  auch  für  I- Querschnitte  die 
Eichung  6,  §34,  nicht  verwendbar  erscheint. 

Würde  man  die  Querrippen  umlegen  und  an  den  Steg  an- 
liessen,  so  dass  je  ein  rechteckiger  Querschnitt  von 

ier  Höhe  15,2  -4-  2  .  8,7  =  32,6  cm,  der  Breite  1,6  cm,  bezw. 

-  15,14-2.3,4  =  21,9    -       -         -       1,6    - 

-  15,14-2.0,9  =  16,9  -         -       1,6    - 

1   ergäbe,  so  wäre  mit  K^  =  2500  nach  Gleichung  5,  §  34,  auf 

Drehungsmoment  zu  rechnen  von 

21* 


.«4 
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M^=^b*hK^  =  ~    1,6»-  32,6  •  2500  =  <^ 46360  kg . cm, 


bezw. 


bezw. 


Mi  =  ^-  1'6'  ■  21,9  •  2500  =  ~  31 150  kg .  cm, 


Mi  =  ~- 1,6»  •  16,9  •  2500  =  cxj  24040  kg .  cm. 


-1 


Der  Versuch  ergab 

46500,  bezw.  32500,  bezw.  25250, 

also  nur  wenig  hiervon  verschieden,  sodass  ausgesprochen  werte 
darf,  dass  die  untersuchten  J-förmigen  Querschnitte  hin- 
sichtlich des  Widerstandes  gegen  Bruch  durch  Drehung 
nahezu  gleichwerthig  erscheinen  mit  rechteckigen  Quer- 
schnitten, deren  Breite  gleich  der  Steg-  und  gleich 
der  Rippenstärke  s  und  deren  Höhe  gleich  der  Summe 
A-f-2Jo,  d.  h. 


M,  =  -"^K,8'{h-^2K). 


1) 


g)   Stäbe  mit  kreuzförmigem  Querschnitt,  unbearbeitet. 


Fig.  7. 


No. 


Abmessungen 


Tnigheits- ;    Bruch- 


s 
cm 


// 


cm 


moment 
cm* 


moment 
kg.  cm 


BemericDDgon 


1 

2 


2,14 
2,14 


15,2 
15,1 


637 
616 


72500 
73750 


Bruch  gesund. 

Bruch  gesund  bis  auf 
eine  ganz  unbedeutende 
Stelle. 


Der  Bruch  erfolgt  in  beiden  Fällen  plötzlich. 


I 

'   *     ■ 

j    1- 1  - 


....^1  A.v  ^  j 
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Ueber   die  Bruchfläche   vergleiche  Fig.  13  (Taf.  XIII).     Wie 

sichtlich^  entstehen  je  bei  dem  Brache  6  Stücke:  die  beiden  End- 

Tper,  sowie  vier  Dreiecke,  welche  aus  den  Rippen  herausbrechen. 

g 

Die  Gleichung  6,  §  34,  würde  mit  (p  =  -^  liefern 

o 

für  No.  1  Ä,  =  |-  ^^  ■  15,2  =  719  kg, 

-      -    2  A;  =  1^^^.15,1  =  676  kg, 

Iso  einen  viel  zu  kleinen  Werth. 

Aber  auch  eine  einfache  Ueberlegung  zeigt,  dass  die  Glei- 
bng  6,  §  34,  für  Stäbe  mit  kreuzförmigem  Querschnitt  nicht 
rauchbar  sein  kann. 

Ein  kreuzförmiger  Querschnitt  mit  verhältnissmässig  geringer 
ippenstärke  s  kann  in  der  Weise  entstanden  gedacht  werden, 
ass  man  zwei  gleiche  rechteckige  Querschnitte  sich  rechtwinklig 
reuzend  auf  einander  legt.  Aus  der  Natur  der  Inanspruchnahme 
Qf  Drehung  folgt  dann  ohne  Weiteres,  dass  der  Widerstand  dieses 
reuzförmigen  Querschnittes  doppelt  so  gross  sein  muss,  wie  der- 
nige  jedes  der  beiden  Rechtecke,  sofern  zunächst  davon  abge- 
hen wird,  dass  sich  in  der  Mitte  Theile  der  beiden  Rechtecke 
tcken.    Nachdem  nun  für  rechteckigen  Querschnitt  die  Gleichung 

zutreflFend  erkannt  worden  ist,  nach  welcher  die  Breite  b  des 
erschnittes  das  Drehungsmoment  im  quadratischen  Verhältnisse 
nnflusst,  während  die  Höhe  nur  mit  der  ersten  Potenz  wirksam 

so  ergiebt  sich  auf  Grund  der  eben  angestellten  Erwägung  für 
i  kreuzförmigen  Querschnitt 


9  9 


A/,  =  -^K^s'h-+-  -f,  K, «»  (A  -  «), 


lK,8'(2h-s) 


|-ü:,,>a(2-| 


2) 
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d.  h.  wie  ftlr  einen  rechteckigen  Querschnitt^  dessen  Breite  gleidi 
der  Rippenstärke  und  dessen  Höhe  durch  Aneinandersetzen  der 
Rippen  erhalten  wird. 

Zur  Prüfung  der  so  gewonnenen  Gleichung  2  ziehen  wir  die 
Versuchsergebnisse  heran.     Dieselben  liefern 
für  No.  1 

^        ..  72  500  ^.„, 

^d  =  4,5  oi.»/o    irco ^TTTV  =  2o20  kg, 


für  No.  2 


ü^.  =  4,5 


2,14«  (2. 15,2 -2,14) 


73  750 
2,1P(2.  15,1  —  2,11) 


=  2655  kg, 


Durchschnitt      2587  kg. 

Dieses  sind  Werthe,  die  denjenigen  entsprechen,  welche  unter 
a  für  rechteckigen  Querschnitt  erhalten  worden  sind.  Die  auf 
dem  Wege  einfacher  üeberlegung  gewonnene  Gleichung-  2  liefert 
demnach  Zahlen,  welche  mit  den  Versuchsergebnissen  in  guter 
Uebereinstimmung  stehen. 


Gasseisen  B. 

a)   Stäbe  mit  quadratischem  Querschnitt. 

S.  Fig.  1,  Z  =  530. 


a)    Unbearbeitet. 


No. 

Breite 

Höhe 
h 

Bruch- 
moment 

Drehungsfestigkeit 

BemerkuDgeo 

cm 

cm 

kg .  cm 

kg/qcm 

1 

3,18 

3,32 

20  750 

2776 

Bruch  gesund. 

2 

3,19 

3,28 

19  000 

2561 

r 

3 

3,30 

3,47 

21  250 

2530 

r                  r 

4 

3,10 

3,26 

17  500 

2514 

Bruch   gesund   bis 
auf      eine      bla^iiIo 

Stelle. 

Durch- 
scimitt 

3,22 

3,34 

2598 
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Ans  den  hierbei  erhaltenen  Bruchstücken  wurden  3  Zugstäbe 
heraasgearbeitet. 


No. 

Darch- 

messer 

d 

cm 

Quer- 
schnitt 

T'" 

qcm 

Bruch- 
belastung 
Z 

kg 

Zugfestigkeit 
kg/qcm 

Bemerkungen 

1  2,38 

2  2,37 

3  2,38 

4,45 
4,41 
4,45 

7860 
7150 
7340 

1766 
1621 
1649 

Bruch  gesund. 

Durchsei 

mitt 

1679 

K^:K,  =  2598  :  1679  =  1,55  :  1. 
ß)   Bearbeitet. 


No. 

Quadrat- 
seite 

cm 

Brach- 
moment 

kg.  cm 

DrehuDgsfestigkeit 

^ä  =  4.5  -^ 
kg/qcm 

Bemerkungen 

1 

2 
3 

4 

3,00 
3,03 
3,22 
3,20 

17  250 
16  750 
21000 
19  250 

2875 
2710 
2830 
2643 

Bruch  gesund. 

Bruch  gesund   bis  auf  eine 
blasige  Stelle. 

Durchsei 

mitt 

2764 

Aus  Rohgussstäben  von  38  bis  39  mm  Seite  gehobelt. 

K^:K,  =  2764 :  1679  =  1,65  :  1. 

Hiernach    erscheint  die  Drehungsfestigkeit   der  bearbei- 
teten, also  von  der  Gusshaut  befreiten  Stäbe  um 

2764  —  2598 


100 


2598 


=  6,4  % 


grösser     als     diejenige     der     unbearbeiteten    Stäbe     von 
quadratischem    Querschnitt. 
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Die  Verdrehung;  namentlich  auch  die  bleibende, 
welche  der  bearbeitete  Stab  bis  zum  Bruche  erfährt,  ist 
wesentlich  grösser  als  diejenige  des  unbearbeiteten. 

(Vergl.  §  22,  ZiflF.  3,  das  Folgende  unter  b,  /J,  sowie  in  diesem 
Paragraphen  unter  „Gusseisen  A",  b  Schlusssatz.) 

b)   Hohlstäbe  mit  kreisförmigem  Querschnitt. 

S.  Fig.  3. 

a)   Unbearbeitet. 


Durchmesser 

Bruch- 
momeDt 

kg.  cm 

Drehungsfestigkeit 

^"-n  d*-d*, 
kg/qcm 

Ko. 

d 
cm 

cm 

Bemerkungen 

1 

2 

10,2 
10,25 

7,0 
6,9 

231  500 
243  750 

1428 
1451 

• 

Bruch  gesund. 

Bruch  bis  auf  eine 
kleine  Stelle  gesund. 

Durchsch 

nitt 

1439 

K^ :  ä;  =  1439  :  1679  =  0,86  :  1. 


ß)   Aussen  abgedreht. 
Ursprunglicher  Durchmesser  102  mm. 


Nu. 


Durchmesser 


(i 


cm 


cm 


Bruch-       Drehungsfestigkeit 
moment 

kg .  cm 


16     ^d 


BemerkuDgen 


kg/qcm 


1 


9,65 


173500 


1360 


Bruch  bis  auf  eine 
ganz  unerhebliche 
Stelle  gesund,  Kern 
um  1  mm  verlegt, 
Bruchfluche  -  siehe 
Fig.  11     (Taf.  XII) 


K^ :  K,  =--  1360  :  1679  =  0,81  :  1. 
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Hieniach  würde  der  bearbeitetete  Hohlcylinder  eine  etwas  ge- 
riDgere  DrehuDgsfestigkeit  aufweisen  als  die  unbearbeiteten;  doch 
kann  ein  Urtheil  hierüber  nicht  gefüllt  werden,  da  der  Einfluss 
ungleicher  Wandstärke  (einerseits  reichlich  12,  andererseits  reichlich 
14  mm)  das  Ergebniss  trübt  und  da  überdies  durch  Verringerung 
des  äusseren  Durchmessers  das  Verhältniss  rfo :  d  grösser  geworden 
ist.  (Vergl.  unter  Gusseisen  A,  c  letzten  Absatz,  sowie  Bemerkung  1 
am  Schlüsse  des  §  36.) 


c)    Stäbe  mit  L-förmigem  Querschnitt,  unbearbeitet. 


Flg.  14. 


a)  Seitenverhältniss  i  :  A  =  1  : 1. 


1 

i 

N'o. 

1 

Abmessungen 

ßruch- 
moment 

kg .  cm 

Drehiingsfesligkeit 
kg/<icm 

b 
cm 

cm 

8 

cm 

Bemerkungen 

1 

2 

10,2 

i 

10,2 

10,4 
10,2 

2,15 
2,15 

47  250 
47  250 

2494 
2520 

Bruch  gesund  bis 
auf  eine  ganz  un- 
erhebliche Stelle. 

DcvSglcichen. 

Durchschnitt 


2507 


Bruch    erfolgt    plötzlich,    ein    dreieckiges  Stück    in  der  Nähe 
einer  der  beiden  Endplatten  bricht  heraus. 

(Vergl.  die  Versuche  unter  Gusseisen  A,  g,  Fig.  13,  Taf.  XIII.) 
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ß)  Seitenverhältnisse  6  :A  =  0,6  : 1. 


Abmessungen 

Bruch- 
moment 

kg.  cm 

Drehungsfestigkeit 

No. 

b 
cm 

/i 

cm 

» 

cm 

BemerkuDgen 

kg/qcm 

1 

2 

6,3 
6,0 

10,4 
10,3 

2,15 
2,10 

37  750 
35  000 

2526 
2515 

Bruch  gesund. 

Desgl.  bis  auf  eine 
unerhebliche  Stelle. 

I 

)iirchscl 

mitt 

2520 

Bruch  erfolgt  plötzlich;    ein  Dreieck  bricht  aus,  wie  unter  a. 


y)  b  =  8j  Querschnitt:  Rechteck. 


Abmessungen 

Bruch- 
moment 

^« 
kg.  cm 

Drehungsfestigkeit 
kg/qcm 

No. 

b 
cm 

h 

cm 

Bemerkungen 

1 

2 
3 

2,00 

2,02 
2,02 

10,3 

10,35 
10,35 

24  500 

24  500 

25  250 

2700 

2611 
2679 

Bruch   gesund  \m 
auf   eine  sehr  kleine 
Stelle. 

Desgl. 

Durchsc 

hnitt 

2663 

Bruch  erfolgt  plötzlich   in    der  Nähe    einer    der    beiden  End- 
platten. 

ä;^  :  K^  =  2663  :  1679  =  1,59  :  1. 


Werden  die  unter  a  und  j^  auf  Grund  der  Gleichung 


K,  =  4,5  ;, 


i^/. 


«»(6-+-Ä— «) 


3) 
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erhaltenen  Drehungsfestigkeiten  verglichen  mit  den  unter  y  erzielten, 
so  ergiebt  sich  das  Mittel  aus  den  ersteren  allerdings  um 

.^  2663  -  0,5  (2507  +  2520)  _  ^  ,  ,. 

geringer.  Dieser  Unterschied  ist  aber  verhältnissmässig  so  gering, 
dass  die  Gleichung  3,  welche  auf  dieselbe  Weise  wie  Gleichung  1 
gebildet  wurde,  als  brauchbare  Ergebnisse  liefernd  bezeichnet 
irerden  muss.     Hierbei  wird  allerdings  festzuhalten  sein,    dass  die 

Bippenstärke  wenigstens  -^   der  Höhe  beträgt. 


d)   Stäbe  mit  Q-förmigem  Querschnitt,  unbearbeitet. 

Fig.  5. 

Die  untersuchten  Stäbe  unterscheiden  sich  von  den  Prismen, 
welche  aus  dem  Gusseisen  A  gefeii;igt  worden  waren  und  über 
deren  Prüfungsergebnisse  dort  unter  e)  berichtet  wurde,  dadurch, 
dass  hier  die  Rippen-  und  Stegstärke  verhältnissmässig  grösser  ist. 


a)  Höhe  Öq  der  Querrippen  gleich  der  doppelten 

Rippenstärke. 


Abmessungen 

Bruch- 
moment 

kg .  cm 

No. 

b 

cm 

h 
cm 

cm 

cm 

Bemerkungen 

1  '■ 

2  '■ 

1 
1 

6,1 
6,2 

10,2 
10,3 

4,0 
4,1 

6,1 
6,1 

38  500 

39  000 

Bruch  gesund. 

Der  Bruch  beginnt  damit,  dass  gleichzeitig  oder  unmittelbar 
auf  einander  folgend  die  beiden  Querrippen  von  aussen  einreissen 
und  zwar  die  eine  bei  w,  die  andere  bei  w,  Fig.  5,  also  diametral 
gegenüber  liegend. 

Wird  nach  dem  Einreissen  der  Rippen  der  Stab  weiter  ver- 
dreht^    so    setzt   sich    der  Riss    durch    den  Steg  hindurch  fort  bei 
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nahezu  derselben  Belastung,  welche  das  Einreissen  der  Querrippen 
herbeiführte. 


ß)  Höhe  60  der  Querrippen  gleich  der  Kippenstärke. 


/, 

Abmessungen 

Bruch- 
moment 

No. 

// 

*0 

/'« 

Bemerkungen 

cm 

cm 

cm 

cm 

kg.  cm 

1 

4,1 

10,1 

2,1 

5,9 

34750 

Bruch  gesund. 

2 

4,2 

10,0 

2,05 

5,9 

36250 

- 

Bruch  erfolgt  plötzlich  an  den  Enden. 

Die    Stäbe    unter   a    mit  Jq  =  ^^  4  cm  halten  hiemach  nicht 
viel  mehr  als  diejenigen  unter  ß  mit  bo  =  cK^2  cm. 

Die  Prüfung  der  Ergebnisse  auf  Grund  der  Gleichung 


K,  =  4,5 


M. 


»»(A4-26o)   ' 


4) 


worin 


8  die  mittlere  Steg-  und  Rippenstärke  bezeichnet, 

führt    zu    folgenden  Werthen,    wenn    hierbei    für  «   die  Stegstärke 
gesetzt  wird, 

1  a)  K,  =  4,0  -  -  _  ^-^- _----^-  =  2159  kg, 


2  a) 


1   ß) 


f<ä  -  4,5  2,P(io;3  +  2 . 4",1)"  ~  ^^^^  ^^ 

Durchschnitt  2155  kg. 

^" = '>'  -  2^(ro,r4? W  = '''' ""'' 


2  ß) 


A'  =  4,5  : 


36250 


2,15'  (10  "-h  2  .  2,05)  ~  ^^^^  ^^ 


Durchschnitt  2618  kg. 
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Der   ftlr    die  Stäbe  1  a)  und  2  a)  erhaltene  Mittelwerth  von 
1155  kg  bleibt  um 


2663  —  2155 
2663 


100 ^r^^ =  c^  197o 


anter   der    Drehungsfestigkeit    der  Stäbe    mit  rechteckigem  Quer- 

• 

schnitt  (c,  y),  während  der  Dnrchschnittswerth  für  die  Stäbe  1  ß) 
und  2  ß)  nur  am 

,^  2663-2618  _ 

^^ 2663"'-       ^  ^'^  '• 

davon  abweicht. 

Der  Widerstand,  welchen  die  Stäbe  unter  ß  dem  Bruche  durch 
Drehung  entgegensetzen,  ist  demnach  so  gross,  wie  für  einen  Stab 
mit  rechteckigem  Querschnitt,  dessen  Breite  gleich  dem  Mittel  aus 
der  Steg-  und  der  Rippenstärke  und  dessen  Höhe  gleich  h-h2  bo. 
Die  Stäbe  unter  a  dagegen  leisten  einen  wesentlich  geringeren 
Wideratand. 

Hieraus  und  in  Ei'wägung  des  bei  dem  Gusseisen  A  unter  e) 
fefiindenen  Ergebnisses  schliessen  wir:  wenn  Stäbe  mit  Q-för- 
aigem  Querschnitt  gegenüber  Drehungsbeanspruchung 
widerstandsfähig  sein  sollen,  so  müssen  der  Steg  und  die 
tippen  verhältnissmässig  kräftig  und  überdies  die  Höhe  Öq 
er  letzteren  gering  gehalten  werden.  Dann  erreicht  die 
Widerstandsfähigkeit  diejenige  eines  rechteckigen  Stabes, 
essen  Breite  gleich  der  Steg-  und  Rippenstärke  s  und 
essen  Höhe  gleich  h-\-2bo  ist. 


Znsammeiistelliui^  der  Drehungsfestigkeit  fttr  die  Qaerschnittsgrmnd- 

formen  des  Kreises  and  des  Rechteckes. 

Zugfestigkeit  des  Gusseisens  A  1579  kg 

B  1679  kg. 
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Qaerschnittsform 

Drehnngsfestigkeit 

No. 

in  kg/qcm 

in  Theilen  der 
Zugfestigkeit 

A 

B 

A        1       B 

1 

Kreis 

1618 

1 

1,02     1      - 

2 

Kreisring 

1297 

1439 

0,82        0,86 

3 

Rechteck 

1 

b:h—l  :  1 

2228 

2598 

1,42     1    1,55 

1  :2,5 

2529 

1,60     ,      - 

1  :5 

2366 

2663 

1,50         1,59 

1  :9 

2508 

1,59           - 

4 

Hohlqaadrat 

1788 



1,13          — 

2,  DrehungawifikH. 

In  dieser  Hinsicht  liegen  eine  grössere  Anzahl  von  Versuchen 
Bauschinger's  vor. 

Civilingenieur  1881,  S.  115  u.  f. 


Bauschinger    hatte    sich    die    Aufgabe    gestellt,     die    von 
de  Saint- Venant  herrührende  Gleichung 

^  =  ^M^-j^ß 5) 

zu  i)rüfen.  In  derselben  haben  d-  M^  & f  und  j^  die  unter  V,  S.  289 
angegebene  Bedeutung,  während  xp  einen  Koefficienten  bezeichnet, 
welcher  rechnungsmässig  betragen  soll^ 


>)  Comptes  rendns  1878,  t.  LXXXVll  S.  893  u.  f. 

-       1879,  t.  LXXXVIII  S.  143. 
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ftlr  den  Vollkreis,  den  Kreisring,  die 

Vollellipse,  den  Ellipsenring  i/;  =  4  ;i'  =  39,5, 

für  das  Rechteck,  wenn  A  :  i  =  1  :  1,  ?/;  =  42,68, 

-  A:  6  =  2:1,  r//  =  42,0, 

-  A  :  6  =  4  : 1,  tp  =  40,2, 

-  A:6  =  8:l,  (/;  =  38,5, 
für  das  gleichseitige  Dreieck  tp  =  45, 
für  das  regelmässige  Sechseck  V^  =  41, 
für  den  Kreisausschnitt,  wenn  der  Centriwinkel 

45^  tp  =  42,9, 

90«,  ip  =  42,4, 

180«,  ip  --=  40,8. 

Wird  das  gleichseitige  Dreieck  ausser  Acht  gelassen,  so  unter- 
scheiden sich  die  Werthe  von  ip  nicht  bedeutend,  infolgedessen 
bereits  de  Saint-Venant  für  ip  den  abgerundeten  Mittelwerth  40 
vorgeschlagen  hat. 

Bauschinger  Hess  5  Paar  Probestücke  aus  Gusseisen,  je 
von   1  m  Länge,  herstellen,  und  zwar: 

a)  2  Stäbe  von  kreisförmigem  Querschnitt, 

b)  2  -  -     elliptischem              -                  a :  6  =  «^  2 : 1, 

c)  2  -  -     quadratischem 

d)  2  -  -     rechteckigem            -                  h:  b  =  c^2 :!, 

e)  2  -  -              -                       -                   A:6  =  r^4:l. 

Die  Grösse  der  Querschnitte  betrug 

bei  den  Stäben  a)  bis  d)  /  =  50  qcm, 

-      -  -       e)  /=25     - 

Für  gleiche  Drehungsmomente  (also  bei  im  Allgemeinen  un- 
gleicher Anstrengung  des  Materials)  lässt  die  Gleichung  5  mit 
den  angegebenen  Einzelwerthen  von  ip  Drehungswinkel  ^^  ^^  ^^ 
*rf  ^«  erwarten,  welche  sich  verhalten  wie 

*a  •  ^6  •  *c  •  *d  '•  ^.  =  1  •  1^25  :  1,13  :  1,40  :  9,1. 
Gemessen  hat  Bauschinger 

^a  •  ^b'^c'^d'^.=  ^'  1^24  :  1,20  :  1,47  :  9,65. 


i 
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Der  Vergleich  beider  Verhältnissreihen  zeigt,  dass  die  für  den 
kreisförmigen  und  für  den  elliptischen  Querschnitt  auf  dem  Wege 
des  Versuches  ermittelten  Verhaltnisszahlen  mit  den  berechneten 
in  sehr  guter  Uebe  rein  Stimmung  stehen.  Bei  den  übrigen  Que^ 
schnitten  ist  dies  nicht  in  dem  gleichen  Masse  der  Fall.  Berück- 
sichtigt man  jedoch,  dass  die  Entwicklang  der  Gleichung  5  Un- 
veränderlich keit  des  Schübkoefficienten  oder  Dehnungskoefificienten 
voraussetzt,  während  diese  Koefficienten  für  Gusseiscn  thatsSchtich 
veränderliche,  mit  wachsender  Anstrengung  zunehmende  Werthe 
aufweisen,  welcher  Umstand  bedingt,  dass  die  bei  gleichem  Mo- 
mente stärker  angeslretgten  Stäbe  —  das  Paar  e)  ist  stärker  be- 
ansprucht als  d),  d)  bedentcnder  als  c)  und  c)  mehr  als  a)  — 
einen  grösseren  Ürehungswinkel  ergeben  müssen,  als  die  Rechnung 
erwarten  lässt,  so  darf  die  Uebereinstiramung  der  beiden  Ver- 
haltn issreihen  immerhin  als  eine  gute  bezeichnet  werden. 

Zur  Prüfung  der  Gleichung  5  können  auch  noch  die  Drehnngs- 
versuche  herangezogen  werden,  welche  Bauscbinger  mit  kreiv 
förmigen  und  quadratischen  Wellen  aus  verschiedenen  Rohmateriahen 
{Siemena-Martinstahl  von  6  verschiedenen  Härtegraden,  Bes- 
semerstahl von  5  verschiedenen  Härtegraden,  Feinkorneisen 
und  sehnigem  Eisen)  ausgeführt  hat. 

Nach  Gleichung  5  ergi«bt  sich,  da  der  Dnrchmesser  bezw.  die 
Qnadratseite  dieser  Wellen  je  100  mm  betrug,  dass  die  Drebungs- 
winkel  sich  verhalten  müssen  wie 


,  10' 


4-10* 


^,  :*^  =  4„' W  - 


Gleichheit  des  Schubkoefficienten  vorausgesetzt. 

Die  Messung  an  den  13  Wellenpaaren  lieferte  im  Mittel 

,>. :  5a  =  1  :  0,696 

allerdings  mit  Schwankungen  der  Einzelwerthe  zwischen  0,633  bis 
0,747.  Das  Mittel  der  heobachtetcn  Werthe  stimmt  hiemach  sehr 
gilt  mit  der  berechneten  Drehung  üherein. 

Die    Herbeiführung    des   Braches    der   oben    unter  a)  bis  e) 
erwähnten    10  unbearbeiteten    Gusaeisenkörper    durch  Verdrebung 
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ergab    nach   Banschinger   folgende    aas    Gleichung  6,  §  34,  be- 
rechnete Werthe  für  die  Drehungsfestigkeit 

a)     Kreis  if,  =  ^^^^4^^  =  1950kg, 


t\      Till-  v  co\»c-r  i.t£.\J         ne.A\ 

b)     Ellipse  Ä^  = „ =  254 1 


c)     Quadrat  K.  =  -^^^-  „ =  2453 


d)     Rechteck  A :  J  =  cv,  2 :  1         ÜT.  =  ^^^^"^-^^^  =  2740 


e)  -         A:6  =  .'N,4:1         K,  =  """" Z  "^^  =  3262 


2 

2362  ■+-  2720 
2 

2337  -f-  2569 
2 

2561  H-  2919 
2 

3390  -1-  3134 

3*  Versuche  nUt  Mundsiäben  uml  'Mit  Schrauben  aus  Schweiss^ 

uml  Flusseisen. 

Ueber  diese  vom  Verfasser  in  erster  Linie  zu  dem  Zweck 
durcbgefahrten  Untersuchungen,  den  Einfluss  der  Gewindegänge 
auf  die  Widerstandsftlhigkeit  der  Schrauben  festzustellen,  ist  aus- 
führlich in  der  Zeitschrift  des  Vereines  deutscher  Ingenieure  1895, 
S.  854  bis  860  und  S.  889  bis  894  berichtet 0-  Verfasser,  indem  er 
auf  diese  Veröffentlichung  verweist,  muss  sich  hier  auf  die  An- 
fiibrung  einiger  der  Hauptergebnisse  beschränken. 

Bechtsgängige  Schrauben  aus  Schweisseisen,  durch  ein 
linkssinniges  Moment  verdreht,  erfahren  Einreissen,  bezw.  Zerreissen 
der  Gewindegänge  von  aussen,  wie  die  Fig.  15  bis  18,  Taf.  XIV, 
deutlich  erkennen  lassen,  und  zwar  bei  einer  Beanspruchung,  durch 
Tvelche  die  Drehungsfestigkeit  des  Kernquerschnittes  noch  nicht 
erschöpft  ist,  im  Durchschnitt  bei  rund  0,8  der  Drehungsfestigkeit 
des  Kemquerschnittes. 


1)  S.  auch  «Abhandlungen  und  Bericlite-*  1897,  S.  244  u.  f. 
C.  Bach,  Elasticitif.    4.  Anfl.  22 


Fig.  15  und  17  gelten  für  Scbraaben  aus  gezogenem,  Fig.  16 
uQ(i  18  für  Schrauben  aus  gewöbnlichem  {vorher  nicht  überu* 
strengten!)  Schweisseisen. 

Linkegängige  Schrauben  au8  Scb weisse isen  zeigen  bei  Viaks- 
drehendem  Momente  diese  Rissbüduug  nicht,  ebensowenig  rechts- 
gängige Schrauben  aus  Schweisseisen  bei  rech tsdrehen dem  Momente. 

Bei  Schrauben  aus  zähem  Flusseisen  tritt  eine  Bissbildung 
überhaupt  nicht  auf.  Hierin  liegt  —  nebenbei  bemerkt  —  ein 
Beitrag  znr  WerthschStzang  des  Flusseisens  gegenüber  dem  Schweiss- 
eisen ;  einen  weiteren  liefert  der  Vergleich  des  Aussehens  der  Ober 
flächen  der  verdrehten  Schweisseisenstäbe  Fig.  19  bis  23,  Taf.  XIV, 
mit  dem  Aussehen  der  Oberflächen  der  Terdrehten  Flusseisenstibe 
Fig.  24  und  25,  Taf.  XIV '). 

Kundstabe  erfahren  durch  die  Verdiehung  eine  Zunahme 
der  Länge, 

Bei  Schrauben  hat  die  Verdrehung  durch  ein  Hnksdreheudes 
Moment  zur  Folge  eine  Verlängerung,  wenn  sie  rechtsgängig  sind, 
und  eine  Verkürzung,  wenn  sie  linksgängig  sind.  Die  GaughOhe 
wird  im  ersteren  Falle  kleiner,  im  letzteren  grösser. 

Die  Zugfestigkeit  der  Schrauben  ist  grösser  als  diejenige 
der  Rundstfibe  aus  dem  gleichen  Material  (Schweisseisen,  Floss- 
eisen),  eine  Folge  der  Hinderung  der  Querzusammenziehnng. 

Die  Drehungsfestigkeit  der  rechtsgängigen  Sohraoben 
aus  Schweisseisen  ist  bei  linksdrebendem  Momente  kleiner  als 
diejenige  der  Rundstäbe  aus  dem  gleichen  Material. 

Bei  FluBseiseu,  das  durch  ein  linkssinniges  Moment  verdreht 
wird,  ist  die  Drehungsfestigkeit  der  rechtsgüngigeu  Schranben 
nahezu  gleich  derjenigen  der  Rundstäbe,  diejenige  der  linksgängigen 
Schrauben  dagegen  kleiner. 

Während  die  Zugfestigkeit  der  Schrauben  ausgezogenem 
Schweisseisen  bedeutend  grösser  ist  als  diejenige  der  Scliraolwa 
aas  nicht  gezogenem  Schweisseisen,  erscheint  dies  bei  der  Dre- 
huDgefestigkeit  nur  in  geringem  Masse  der  Fall. 


')  DerWerth  der  Veriirehungsprobe  zur  FoatstelluQg  der  Gfite  du»  Mal«niit> 
t  heute  viel  zu  wenig  gewürdigt. 


■  r  i- 


..A'^ 
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§  36.    Zasammenfassung. 

Nach  Massgabe  der  in  den  Paragraphen  32  bis  34  enthaltenen 
Erörterungen,  sowie  auf  Grund  der  in  §  35,  Ziff.  1  und  2,  nieder- 
Belegten  Versuchsergebnisse  lassen  sich  folgende  Beziehungen  zu- 
sammenstellen. 


i  ^aerschnitttifürm 


Drehungsmoment 


Drehungswinkel 


für 
Gusseisen 


-41—. 


_4_ 


•r^Mi«-«- 


.  j*. 


l 


1 

r  _ 


•*  $    *^  $ 


5 


—  k  d? 
16   <* 


n       d*  —  d\ 
16   "       d 


~Kah^ 


2"  "     "b 


1,09^«^ 


32  M^ 

~n    d*  ^ 


32      ^V, 


n  d* — d\ 


■rß 


I       n 


a^b 


3  A3 


a_i_i9 


reichlich  1 


-  0,8') 


^  M,~~ß       Ibis  1,25») 


n 


W.-3Ä3T7"--4^/*'0,8bi8l») 

"o^o'(l — m*)    I 


.V 


0,967^^;-/? 


00* 
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No.  I    Querschnittsform 


Drehungsmoment 


Drehongswinkel 


for 
Gosse» 


8 


c 

I 


*    lz>, 


u^  J 


4  .  "V 


'H 


t  _  I 


m 


w-S-^ 


h>b 

1i^  :  h  =  bn'.  b 


f  ^-^  *'A 


20    ■* 


2        i^A-iA) 
9     ''  6 


2 


-g  X-,  *»(//      +      2  i„) 


flir  A  :  i  =  l  :  1 

für  /* :  6  =  2  : 1 
3,50  i/,^^/», 


für  A  :  Ä  =  4  : 1 
3,35  if^  -^^  ß, 


für  A  :  i  =  8  : 1 


3,21  M, 


ß 


M. 


46,2  -j~  ß 


l,4bi3l 


Ibis 


1.4b 
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Slo.      Querschnitteform 


1 


Drehungsmoment 


Drehungswinkel 
1^ 


für 
Gusseisen 


10 


I  - 


:ii 


|«=i-4,=0,5(/(-Ao) 


»2 


i. 


s 
1        ^ 


%;%;5%^ 


2 

9 


-k^s^h-hb  —  s) 


ky(h+2b,) 


k,8^{h-hb—8) 


l,4bi8l,6«) 


l,4bi8l,6^) 


1,4  bis  1,6«) 


Die  Zugfestigkeiten  K^  und  die  Drehungsfestigkeiten  K^  setzen 
Gusseisen  voraus,  wie  es  zu  zähem,  festem  Maschinenguss  Verwen- 
dung findet.     Die  Drehungsfestigkeiten  wurden  an  unbearbeiteten 
Stäben,  Fig.  1  bis  Fig.  7,  §  35,  und  Fig.  14,  §  35,  (in  getrockneten 
Formen  gegossen)  ermittelt. 

Die  Versuchsstäbe  No.  6  (sofern  h  >  J),  No.  9  bis  12  brachen 
immer  in  der  Nähe  der  Endplatten,    entsprechend  dem  Umstände, 
dass  sich  an  diesen  Stellen  der  Ausbildung  der  Querschnittswölbung 
ein  Hindemiss  bietet,  welches  trotz  der  Hohlkehle,  mit  welcher  der 
prismatische  Theil  an  die  Endplatten  anschliesst,  hier  zum  Bruche 
führt.    Der  Letztere  ist  die  Folge  einer  gleichzeitigen  Inanspruch- 
nahme durch  Schub-  und  durch  Normalspannungen,    wie  in   §  34, 
Ziff.  3,  erörtert  worden  ist.     (Vergl.  auch  §  35,    Gusseisen  A,  a.) 
Der    ermittelte  Werth  von  K^  muss    deshalb    kleiner    sein  als  die 
thatsächliche  Drehungsfestigkeit.    In  denjenigen  Fällen  der  Anwen- 
dung,    in   welchen  die  Sachlage  hinsichtlich  des  Anschlusses  eines 
auf  Drehung    in  Anspruch    genommenen   Stabes    an  einen  solchen 
mit  grösserem  Querschnitt  eine  ähnliche  ist,  wie  bei  den  Versuchs- 
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körpern,  schliessen  die  angegebenen  Werthe  von  K^  die  Berfick- 
sichtigung  der  gleichzeitigen  Inanspruchnahme  durch  Normabpan- 
nungen  in  sich.  In  Fällen  der  reinen  Drehungsnnstrengnng  fuhrt 
die  Verwendung  dieser  Werthe  zu  einer  etwas  grösseren  Sicherheil, 
WOB  im  Sinne  des  Zweckes  unserer  Featigkeitsrechnongen  zu  lieg« 
pflegt. 

Die   Gleichungen    für   No.  11   und  No.  12    bedingen    krB{Ü|« 
Rippen,  etwa  von  «  :  A  =  1  :  5  an.    Ausserdem  ist  für  No.  11  docIi 
zu  fordern,    dass  öo  nicht   wesentlich  mehr  als  s^b  —  bn  beträgt 
')  Dieser  Werth  hängt  ah  von  dem  Verhältniss  (/„ :  d.    In  dem 
Masse,    in   welchem   sich  dasselbe  der  Null  nähert,    steigl  er 
etwa   bis   reichlich  1.     Die  Zahl  ü,8  gilt  flir  dy,:d  ungefthr 
gleich  0,7. 
')  Es  sind  um  so  geringere,  der  kleineren  Zahl  näher  kommende 
Werthe    zu    wählen,    je    mehr    sich    je    beziehun^weise  di« 
Ellipse  dem  Kreise,  das  Rechteck  dem  Quadrate,  der  I-  nnil 
der  C-Querachnitt  der  Quadratform  (^0^=0,  A  ^= »),   ebenso 
der    +-     und     der  L  ■  förniige    Querschnitt     der    Letzteren 
(A=:i^«)  nähern. 
^)  Hier   sind    die   Bemerkungen   ')  und  ')    zu    berüeksichtigen- 
Je    kleiner   verhältnissmässig  Oq  und  b^  (gegenüber  a  und  «) 
beziehungsweise  bg  und  A^  (gegenüber  b  nnd  h)  sind,   um  w 
mehr    nähert    sich    unter    sonst    gleichen   Verhältnissen  d«f 
KoefEcient    der    oberen  Grenze.     Das  Gleiche  gilt,   je  laog" 
gestreckter  der  Querschnitt  ist. 
In    der    Zeitschrift    des  Vereines    dentscher  Ingenieure  19öl| 
S.  1099  n.  f.   bringt  Autenrieth    unter  Zugrundelegung   gewisser 
Annahmen  und  unter  Stützung  auf  die  Versuchsergebnisee  des  Ver- 
fassers   die   Ausdrücke    für    J/j,    bezw.  A'^   bei    denjenigen    Quer- 
schnitten, welche  einen  Mittelpunkt  besitzen  —  in  der  Zusammen- 
stellung No.  1   bis  10  —  auf  eine  geraeinsame  Form.     Er  kommt 
dabei  im  Falle  des  rechteckigen  Querschnittes  No.  ö  und   der  ihm 
verwandten  Querschnittsfomien  No.  8  bis  10  statt  des  Koefficienten 
9 
-^^4,5  auf  5,14,    eine  Folge  der  für  die   Schubspannungen  ge- 

i  des  Weiteren  muss  auf  die  Arbeit 


Y!.  SchabanstrengiiDg  unter  Voraussetzung  gleiclimussigerVertlieilungu.  s.w.  34»5 


VI.   ISchub. 

§  37.    Allgemeines. 

SchubanstreDgang  unter  der  Voraussetzung  gleichmässiger  Ver- 

theilung  der  Schabspannangen  über  den  Querschnitt. 

Der  Fall  der  Inanspruchnahme  auf  Schub  wird  dann  als  vor- 
landen  betrachtet,  wenn  sich  die  auf  den  geraden  stabförmigen 
[örper  wirkenden  äusseren  Kräfte  für  den  in  Betracht  gezogenen 
Verschnitt  ersetzen  lassen  durch  eine  Kraft  (Schubkraft),  welche  in 
Üe  Ebene  des  Letzteren  fällt  und  die  Stabachse  senkrecht  schneidet. 

Erfüllt  erscheint  diese  Voraussetzung  nur  bei  einer  Sachlage, 
rie  sie  in  Fig.  1  dargestellt  ist,  entsprechend  dem  Arbeitsvor- 
:aDge  bei  einer  Scheere  zum  Schneiden  von  Eisen.  Aber  auch 
ier  nur  in  dem  Augenblick,  in  welchem  der  Stab  von  den  Kanten 
er  beiden  Scheerblätter  A  und  B  gerade  berührt  wird;  denn  sobald 
BS  obere  Blatt  sich  weiter  vorwärts  bewegt,  dringen  beide  Blätter 
i  den  Stab  ein,  Fig.  2:  an  die  Stelle  der  Berührung  des  Letzteren 
i  zwei  Linien  durch  A  und  B  tritt  eine  solche  in  zwei  Flächen, 
amit  ruckt  die  obere  Kraft  «S  nach  rechts,  die  untere  nach  links; 
entsteht  neben  der  Schubkraft  S  ein  rechtsdrehendes  Kräftepaar, 
dches  Biegungsbeanspruchungen    wachruft,    die  in  dem   betrach- 


$ 


gf 


Flg.  1. 


% 


Fig.  2. 


»n  Beispiele  allerdings  zurückzutreten  pflegen.  Indem  dieses 
iftepaar  den  Stab  in  rechtsläufigem  Sinne  zu'  drehen  sucht, 
.ckt  dieser  in  Richtung  seiner  Achse  auf  das  obere  Schcerblatt 
ih     rechts,    auf  das  untere  nach  links  und  erfährt  infolgedessen 
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entsprechende  Gegenwirkung:    ein  zweites  linksdrehendes  Kräfte* 
paar  tritt  gegenüber  dem  Stabe  in  Thätigkeit. 

Wir  erkennen,  dass  —  streng  genommen  —  Schabinanspmeli- 
nähme  allein  niemals  vorkommen  kann,  dass  vielmehr  die  Schub- 
kraft S   immer  von  einem  biegenden  Moment  begleitet  sein  wiid. 

Die  Schubkraft  S  ruft  in  dem  betrachteten  Querschnitt  Schab- 
spannungen   wach,    die    im    Allgemeinen    von    Flächenelement  zu 
Flächenelement  veränderlich  sein  werden,    und  bezüglich  welcher 
zunächst  nur  bekannt  ist,    dass  sie,   je  multiplicirt  mit  dem  zuge- 
hörigen Flächenelement  und  zusammengefasst,  eine  Resultante  geben 
müssen,  welche  gleich  und  entgegengesetzt  S  ist.     Mit  der  Unter-    , 
Stellung,  dass  die  Schubspannungen  in  den  verschiedenen  Flächen-  ^ 
dementen  entgegengesetzt  S  gerichtet,    also  unter  sich  parallel 
sind,    und    die    gleiche    Grösse   r   über    den    ganzen    Quer- 
schnitt von  der  Grösse/  besitzen,  findet  sich 

S  =  Tf  oder  z  =  -j  , 1) 

woraus  mit 

k^  als  zulässiger  Schubanstrengung 
folgt 

S  <  kj  oder  A,  >  -- 2) 

Hinsichtlich  der  gemachten  Annahme,  betreficnd  die  Richtung 
und  die  Grösse  der  Schubspannungen,  ist  Folgendes  zu  bemerken. 

Greifen  wir  den  kreisförmigen  Querachnitt,  Fig.  3,  heraus, 
so  müsste  hiernach  beispielsweise  im  Querschnittselement  des  Um- 


A 


9 


i 


Flg.  3.  Pig.  4. 


fiingspunktes  C  bei  senkrecht  nach  unten  wirkender  Schubkraft  S 
die  Schubspannung  vertikal  aufwärts  gerichtet  sein,  während  sie 
tbatsächlich  in  die  Richtung  der  Tangente  im  Punkte  C  des  Kreises 


§  38.   Die  SchabspanDangen  im  rechteckigen  Stabe. 
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fallen  mnss,  es  sei  denn,  dass  in  diesem  Umfangspunkte  eine 
äussere  Kraft  thätig  wäre,  welche  eine  andere  Richtung  von  t  be- 
dingen wurde.  In  den  Punkten  C  bis  D  des  rechteckigen  Quer- 
schnittes, Fig.  4,  wird  die  entgegengesetzt  S  gerichtete  Schub- 
spannung in  Wirklichkeit  Null  sein  müssen  —  sofern  äussere  Kräfte 
hier  nicht  angreifen  — ,  während  sie  nach  der  obigen  Voraussetzung 
in  allen  Flächenelementen  die  gleiche  Grösse  besitzen  sollte  u.  s.  f. 
Hieraus  folgt,  dass  die  Unterstellung,  welche  zu  der  Be- 
ziehung 1  und  2  führte,  wenigstens  im  Allgemeinen  unzutreffend  ist. 


§  38.   Die  Schubspannangen  im  rechteckigen  Stabe. 

Wir  erkannten  in  der  Einleitung,  dass  die  Schubkraft  immer 
von  einem  biegenden  Moment  begleitet  sein  wird.  Davon  aus- 
gehend, stellen  wir  uns  die  Aufgabe,  flir  die  in  Fig.  1  und  2  ge- 
zeichnete Sachlage  —  Balken  einerseits  eingespannt,  am  anderen 
fi^ien  Ende  belastet  —  die  Grösse  der  Schubspannungen  im  Ab- 
stände fj  von  der  i/- Achse,  die  hinsichtlich  der  Inanspruchnahme 
auf  Biegung  als  Nullachse  erscheint,  zu  ermitteln. 


Flg.  1. 


-'s ? — f 


V 


nCi 


3ä: 


L.t-.l-J« 


Fig.  3. 


Zu  dem  Zwecke  denken  wir  uns  ein  Körperelement  AB  CD, 
Fig.  1  bis  3,  von  der  Länge  a"i  —  x,  der  Breite  b  und  der  Höhe  e  —  tj 
aus  dem  Stabe  herausgeschnitten.  Auf  die  Stirnflächen  AB  und  CD 
desselben^  Fig.  3,  wirken  Normalspannungen  rr,  welche  mit  dem 
Abstände  ^  wachsen.  Nach  §  16  darf  unter  der  Voraussetzung, 
dass    der    Dehnungskoefficient    unveränderlich  ist,    diese  Zunahme 
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proportional    der    ersten    Potenz  von  iy  gesetzt  werden,    wie  auck 
Fig.  5,  §  16,  daselbst  erkennen  lässt. 

Nach  Gleichung  11,  §  16,  ist  für  den  Querschnitt  AB,  da  hier 
Jl/^  =  P  Xj  die  Normalspannung  im  Abstände  tj 

Px 

und  die  Normalspannung  im  Abstände  e 

Px 

■ 

sofern  0  =      h  h^  das  Trägheitsmoment  des    Querschnittes  in  Be- 
zug auf  die  y-Achse. 

Die    auf  .die  Querschnittsfläche  AB  von  der  Grösse  b  {e — f) 
wirkenden  Spannungen  liefern  zusammengefasst    eine    Normalkrait 


AT        -r'^cf,/  X        P  X   e-i-fi  ,  ,  V        P  X     e*  —  1?  , 


Für    den    Querschnitt  CD    findet    sich    wegen   iT/^  =  Pxiauf 
ganz  gleichem  Wege  diese  Normalkraft  zu 

'0  2 

Da  infolge  Xi>  x  auch  iV,  >  iST  ist,  so  muss  die  Kraft 

N,  -N=   ^  (.r.  -x)  - -g -'- b 


durch  Spannungen  in  der  Fläche  CA,  deren  Grösse  gleich  (xi — x)  4, 
übertragen  werden,  sofern  an  der  Mantelfläche  BD  äussere  Kräfte 
nicht  angreifen,  was  vorausgesetzt  werden  soll.  Diese  in  der 
Richtung  CA  wirkenden  und  über  die  Stabbreite  b  als  gleich  gross 
angenommenen  Schubspannungen  seien  mit  r  bezeichnet.    Dann  gilt 
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iV,  -  iV=  r(x.  -  .r)  J  =  -^  (x.  - ..)  ^^b, 


woraus 


1  -/-,  \  1) 


"0  ~2~-^*Ä»^'^~'^-  2  6Ä 


unter  Beachtung,  dass  hier  P=  S, 

Die  Schubspannung  erlangt  ihren  grössten  Werth  für  i?  =  0, 
d.  i.  für  die  Stabmitte  (Nullachse).     Derselbe  beträgt 

3    S  3    S  ^. 

Kax  ~~2     bh~    2     f    ' ^ 

sofern  b  h  =/  gesetzt  wird. 

In  der  Nullachse  ist  hiernach  die  Schubspannung  um 
50%  grösser,  als  bei  gleichmässiger  Vertheilung  der 
Spannungen  über  den  Querschnitt. 

A  .  . 

Für  fi  =  -c^-y  d.  i.  för  die    am   weitesten    von    der    Nullachse 

abstehenden  Punkte,  wird  r  =  0. 

Werden  in  Fig.  4  die  zu  den  einzelnen  Abständen  tj  ge- 
hörigen Werthe  von  t  als  wagrechte  Ordinaten  aufgetragen,  so 
-wird  eine  Linie  EFE  erhalten,  welche  das  Aenderungsgesetz  von  r 
klar  veranschaulicht.   Diese  Linie  ist  für  das  Rechteck  eine  Parabel, 

deren  Scheitel  F  um   0F=  r  „^  =  ^   ,-t  von  0  ablieft,  wie  sich 

max  2    bh  ^ 

ohne  Weiteres  ergiebt,  wenn  die  Senkrechte  FG  als  Ordinatenachse 
gewählt  wird  und  der  Gleichung  1  die  Form 


T  T  =  T         l     h 

max  max 


oder 


'■='-2)'^- 


max 


gegeben  wird. 


1 

i 
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Die  vorstehende  Betrachtung  ermittelte  die  Scfaabspannnngen 
in  Ebenen,  welche  parallel  zur  Stabachse  laufen  und  senkrecht  zur 
Richtung  der  Schubkraft  S  stehen,  so  z.  B.  in  einem  beliebigen 
Punkt  P  der  Linie  P'  P\  Fig.  4,  immer  diejenige  Schabspannung  t, 
welche  senkrecht  zu  P'P'  wirkt  und  parallel  zur  Stabachse  (dem- 
nach   senkrecht   zur    Bildebene,    Fig.  4)  gerichtet  ist.     Nach  §  30 


Flg.  4. 


(vergl.  auch  Fig.  5,  §  32)  treten  die  Schubspannungen  immer  paar- 
weise auf,  derart,  dass  die  oben  erwähnte  Spannung  t  auch  im 
Punkte  P  der  Querschnittsebene,  also  in  der  Bildebene  liegend, 
vorhanden  ist.  Infolgedessen  ergiebt  die  Gleichung  1  gleichzeitig 
die  Schubspannungen  in  der  Querschnittsebene  und  zwar  die- 
jenigen, welche  im  Abstände  iy  in  dem  Flächenstreifen  b  dt^  wirk- 
sam sind.  Damit  ist  in  Gleichung  1  ebenfalls  das  Gesetz  gewonnen, 
nach  dem  sich  die  Schubspannungen  in  der  Ebene  des  Quer- 
schnittes vertheilen. 

Die  Forderung,  dass  diese  Spannungen  in  den  Umfangspunkten 
des  Querschnittes  immer  mit  der  Tangente  an  der  Begrenzongslinie 
zusammenfallen  müssen,  sofern  äussere,  eine  andere  Richtung  be- 
dingiuide  Kräfte  hier  nicht  angreifen,  wird  von  diesem  Ver- 
theilungsgesetz  erfüllt.  In  den  Punkten  der  Begrenzungslinie  AC, 
Fig.  4,  §  37,  fällt  die  Richtung  von  r  mit  AC  zusammen  und  in 
CHD  ist  X  =  0. 

Mit  der  Veränderlichkeit  der  Schubspannung  ist  naturgemäss 
Krümmung  der  ursprünglich  ebenen  Querschnitte  verknüpft,  bezüg- 
lich welcher  auf  §  52  verwiesen  sei. 


§  89.    Die  SchubspannuDgen  im  prismatischeD  Stabe  u.  s.  w. 
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§  39.   Die  SchabspannoDgen  im  prismatischen  Stabe  von  beliebigem, 
jedoch  hinsichtlich  der  Kraftebene  symmetrischem  Querschnitt. 

Es  bezeichne  anter  Bezugnahme  auf  Fig.  1 


5  die  Schubkraft,  welche  in  die  Richtung  derjenigen  Haupt- 
achse filllt,  von  der  vorausgesetzt  werde,  dass  sie  Symmetrie- 
ebene  des  Querschnittes  ist, 

6  das  Trägheitsmoment  des  Querschnittes  in  Bezug  auf  die- 
jenige Achse,  welche  zu  S  senkrecht  steht,  d.  i.  die  ^-Achse, 

/     die  Grösse  des  Querschnittes, 

2 ff  die  Breite  des  Querschnittes  im  Abstände  jy, 

m 

AI^  =  f  2y  ridfi    das    statische  Moment    der    zwischen    den  Ab- 

ständen  17  und  e  gelegenen  (in  der  Figur  durch  Strichlage 
hervorgehobenen)  Fläche  des  Querscbnittes  hinsichtlich  der 
y-Achse, 
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(p    den  Winkel,  welchen  die  Tangente  im  Umfangspnnkte  P  n 

der  Symmetrieachse  einschliesst, 
r'    die  Schubspannung,  welche  in    dem    um  «y  abstehenden  üi 

fangspunkte  P  durch  S  hervorgerufen  wird, 
k^   die  zulässige  Anstrengung  des  Materials  bei  Inanspruchnahi 
auf  Schub. 

Nach  dem  Vorgange  in  §  38    schneiden    wir    aus    dem  Sta 
(vergleiche  auch  Fig.  1  und  2,  §  38)  ein  Körperelement,  Fig.  2, 


% 1» 


{J'-Jt- 


Fig.  2. 


heraus.     Auf  das   im  Abstände  i/    gelegene  Flächenelement  2j 
der  Stirnfläche  A  B  wirkt  die  Normalspannung 

Px 

Hieraus    ergiebt   sich    für    die  Schnittfläche  AB    von    der    Gr( 
f2i/dfj  die  Normalkraft 


Für  die  Stirnfläche  CD  findet  sich  auf  ganz    gleichem  W 
die  Nonnalkraft 


Demnaeb  der  Ueberscbuss  iV,  über  N 

.V,  -  A-  =  ^-  (.r,  -  X)  M^. 
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Diese  Kraft  muss  durch  Schabspannungen  in  der  Fläche  CA, 
deren  Grösse  gleich  (arj — ^)  2y  ist,  übertragen  werden.  Dieselben, 
in  Richtung  der  Stabachse,  also  senkrecht  zur  y- Achse  wirkend, 
seien  als  gleich  gross  über  die  Breite    2  y  vorausgesetzt    und    mit 


T^  bezeichnet.     Dann  folgt 


Ni  —  N=  T^  .  2  (.ri  —  ^)y  =  —  (x,  —  x)  M^, 


"^y      2y'e 


1) 


Bei  der  vorstehenden  Entwicklung  wurde  angenommen,  dass 
die  Aenderung  des  biegenden  Momentes  beim  Vorwärtsschreiten 
von  dem  einen  zu  dem  anderen  der  beiden  um  Xi  —  x  von  ein- 
ander abstehenden  Querschnitte  nach  Massgabe  der  Fig.  1,  §  38, 
nur  von  der  Kraft  P  beeinflusst  werde.  Für  den  Fall,  dass  diese 
Voraussetzung  nicht  zutrifft,  dass  vielmehr  der  Stab,  Fig.  3,  ausser 


' 


-f-  X, »1 

> 


X i 


5 


Zr-"'0^ 


m 


I 


^ 


Fig.  3. 


durch  die  am  freien  Ende  angreifende  Kraft  P  auch  noch  sonst 
belastet  ist,  etwa  durch  eine  Kraft  P',  durch  die  gleichmässig  über 
ihn  vertheilte  Last  ql^  sowie  durch  eine  zwischen  den  beiden  Quer- 
schnitten angreifende  Last  P'\  so  findet  sich 


für  die  Stirnfläche  AB 


die  Stirnfläche  CD 


das  biegende  Moment: 


Par  -h  P^r  +  ? 


2' 


Px,-\-p'x;-^q''^-+F'x;\ 


i 
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die  Konnalspannang  o; : 


Px  -h  P  a;  ^  q 
0 


«* 


Px,+P'x,'-i-q^ 

0 


r      M 


F'xt 


! 


die  Normalkraft  f2tf0^d^: 


N  = 


Px-hP'x'-hq^ 
0 


*i' 


il/,,   N,= 


Px,-hP'xt'-hq^-i-P"s, 


0 


M. 


Hieraas  folgt 


Ni  —  N  = 


P  (j;,  —  *)  +  P'  (ar,'  —  x)  4- -|- (V  -  x') 


It  't 


-h  P"  or, 


0 


A/. 


Wegen 


wird 


n  n 


P^-hP'^  +  q  — -"J—  ?  -hP"ar, 


N,  —  N  = 


0 


r 


Diese  Kraft  ist  durch  die  Schabspannungen  in  der  Flftche  CA 
vom  Inhalte  2  ?/  5  zu  übertragen.  Soll  deren  Grösse  innerhalb 
dieser  Fläche  als  konstant  angenommen  werden  dürfen,  so  muss  5 
unendlich  klein  gewählt  werden.     Dann  ergiebt  sich  zunächst 


N,-N=T^2ylS 


und  die  Schubspannung: 


J 
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1.    für  den  Querschnitt   CD    im  Abstände   d?i  =  or  -f-  5   vom 
freien  Ende 


I  = 2 — M 

woraus  unter  Beachtung,  dass,  wenn  5  unendlich  klein  ist,  ~^  -  =  1 
sein  muss, 

_   P  +  P'  +  ggr^  +  P"   ,. 

2.   für  den  Querschnitt  ^B  im  Abstände  x  vom  freien  Ende 

^v= 270^ ^.- 

Im  ersteren  Falle  ist 

P-f-P'  +  ?^i4-P"  =  S 

und  im  zweiten 

P4-P'-f-?a?=S. 

Demnach  allgemein 


^       2y    0  ' 


1) 


ganz,  wie  oben  schon  gefunden^). 


Dieser  Werth,    welcher    zunächst    nur    die    wagrechte  Schub- 
gpannoog  bestimmt,  nach  §  30  aber   auch   gleich  der  senkrechten 
;   Sehabspannung    in  demselben  Punkte  des  in  wagrechter  Lage  ge- 

')  Die  Torstehende  Eotwicklung  lässt  sich  kurzen  und  allgemeiner  gestalten, 
▼on  dem  Satze  Gebrauch  gemacht  wird,  dass  der  erste  Differentialquotient 
des  biegenden  Momentes  M^  in  Bezug  auf  x  gleich  der  Schubkraft  ist,  d.  h. 


dx 

Ans  leicht  ersichtlichem  Grunde  wurde    dem    eingeschlagenen  Wege    der  Vorzug 
geg^>eiL. 

asaeb,  StasÜeltlt    4.  Anfl.  23 
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dachten  Stabes  ist,  bedarf  noch  einer  Ergänzung,  damit  die  Fo^ 
dening  befriedigt  wird,  dass  die  Schnbspannnngen  in  den  Quer- 
Schnittselementen  der  Umfangspunkte  tangential  zur  Begrenznngs- 
linie  gerichtet  sind. 

Diese  Forderung  bedingt  beispielsweise  für  das  im  Punkte  P\ 
Fig.  1,    gelegene  Flächenelement,    dass  die  Schubspannung  in  die 
Richtung    der  Tangente   T P' Q    oder    Q  P' T  fällt.     Andererseits 
fanden  wir  oben,    dass    die    senkrecht  zur  t/'Achse,    also   parallel 
zur  Richtung  der  Schubkraft  wirkenden  Schubspannungen  die  nach 
Gleichung  1    bestimmte    Grösse  t     besitzen    müssen.     Beiden  Be- 
dingungen wird  durch  die  Annahme  Befriedigung,  dass  die  Schnb- 
spannung  im  Punkte  P'  beträgt 

-'—        ^     —       ^  ^' 2) 


cos  if        2y  cos  {p'    G 
und  für  den  beliebig  zwischen  P'  P'  gelegenen  Querschnittspunkt  P 


\  s      K 


COS  (p       2  y  cos  (p   & 


3) 


Gleichung  3,  aus  welcher  sich  die  Beziehung  2  mit  fp  =  (f 
als  Sonderwerth  ergiebt,  spricht  aus,  dass  die  sämmtlichen  Schub- 
Spannungen  in  den  um  tj  von  Y  Y  abstehenden  Querschnitts- 
elementen sich  in  demselben  Punkte  Q  schneiden  und  die  gleiche 
Komponente  r    in  der  Richtung  von  S  besitzen. 

Wegen  t  <  k^  ergiebt  sich 

S         ^, 
''^^2ycos(p'~0' ^^ 

0 

S<*,^2ycosy' 5) 


oder 


Aus  der  Gleichung  2  folgt  Nachstehendes. 

a)  Rechteckiger  Querschnitt,  Fig.  2,  §  38,  da  hier 

2,j  =  b  y'  =  0, 

h 
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l(^-''i 


S 


1 


12 


bk 


3 


2     bh 


1-     ? 


i  für  11  =  0 


3     S 


3    S 


max 


2    bh        2  /  ' 


schon  im  §  38  als  Gleichung  2  ermittelt. 


)     Kreisförmiger  Querschnitt,  Fig.  4. 


'^ 


y  =  r  sin  tp  =  r  cos  (p 


0=        -T^ 

4 


f^nr'. 


IDas  statische  Moment  3/  des  Kreisabschnittes  kann  unmittel- 
•  bestimmt  werden  durch  Integration  oder  auch  durch  die  Er- 
crung,  dass  der  Abstand  des  Schwerpunktes  desselben 


12/. 


em  f    dei^  Inhalt  des  Abschnittes  bezeichnet. 
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-^       12/,  -^«3  3 


21^008^^'  4     S 


4   S 


2rco8*cp      o     ^    4 

4 


___eo8y=-- 


COS  y'    6) 


oder  auch,  da 


cos 


if!  =  Kl  — cos>=  y  1  —  (-^ 


4    5,/ 


r 


Für  9'  =  0;  d.  i.  fUr  die  NuUachse,  erlangt  %  seinen  grössten 
Werth 

*    ^       7) 


max 


3  / 


Bei  kreisförmigem  Querschnitt  ergiebt  sich  demnach 
die  Schubspannung  in  der  Nullachse  um  33Vs%  grösser, 
als  wenn  gleichmässige  Vertheilung  der  Schubkraft  über 
den  Querschnitt  unterstellt  wird. 


c)  Kreisringförmiger  Querschnitt,  Fig.  5. 


k-  -4im  - 


Flg.  5. 


Unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Wandstärke  verhältniss- 
mässig  klein  ist  und  es  sich  nur  um  die  Ermittlung  der  grössten, 
in  der  Nullachse  auftretenden  Schubspannung  handelt,    findet  sich 

mit 
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-^  (d*-do^)=  -^  (d^  +  d,')  {d  +  rfo)  (d-rfo)  =  ~  I  djs. 


mcur 


5     2"* 
8    - 


=  2 


nd^8 

tu 


=  2 


8) 


em   der  Querschnitt  des  Ringes 


n 


{d!^  —  d^)  =  nd8=f. 


Hiernach  erscheint  die  Schabspannung  in  der  Nullachse 
i  100%  grösser,  als  bei  gleichmässiger  Vertheilung  der 
annang  über  den  Querschnitt. 


l)   211' Q^®^^^^^^^*>  Fig.  6. 


r 
I 


I 


äj^zm 


I 


^^^ 


Fig.  6. 


In   der  Mitte  des  Steges  ist 

2  ^  =  1,5  cm 


y'  =  o, 


3/,  =  1,5  .  8  .  4  +  10  .  2  .  9  =  228  cm^, 
0  =  -1-  (10 .  20^  -  8,5  .  163)  ^  3765  cm*, 


S     228 


mnx 


1,5  3765 


.-  =  0,0404  S. 
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Wegen 


wird 


/=  10  .  20  -  8,5 .  16  =  64  qcm 


S 


*-«x  =  2.59  y  • 


Streng  genommen  ist  für  Querschnitte  dieser  Art^  bei  denen 
sich  die  Breite  2  y  und  der  Winkel  y'  beim  Uebergang  des  Steges 
in  die  Flanschen  plötzlich  ändern^  die  Gleichung  2  nicht  mehr 
richtig;  jedenfalls  kann  sie  für  die  Beurtheilung  der  Schab* 
Spannungen  an  dieser  Uebergangsstelle  und  in  der  Nähe 
derselben  ganz  unzutreffende  Werthe  liefern.  Da,  wo  ein  so 
plötzlicher  Wechsel  in  der  Breite  des  Querschnittes  eintritt,  moss 
die  oben  gemachte  Voraussetzung  des  Gleichbleibens  von  t  über 
die  ganze  Breite  2y  unzulässig  werden. 

Die  Gleichung  3  und  ihre  Sonderwerthe  beruhen  auf  der 
Voraussetzung  eines  unveränderlichen  Schubkoefficienten.  Bei 
Materialien,  für  welche  diese  Voraussetzung  nicht  zutrifft,  wie  z.  B. 
bei  Gusseisen,  werden  dieselben  unter  Umständen  zu  mehr  oder 
minder  bedeutenden  Unrichtigkeiten  führen  können. 


§  40.    Schabversache. 

Dieselben  pflegen  durchgeführt  zu  werden  nach  Massgabe  der 
Fig.  1,  §  37,  S.  343,   oder  insbesondere  für  Rundstäbe  mit  der  in 


Flg.  1. 


Fig.  1    dargestellten  Einrichtung,    wobei  der  Versuchsstab  in  zwei 
Querschnitten,  also  doppelschnittig,  durchgescheert  wird. 
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Bedeutet  S  die  Kraft,    welche  erforderlich  ist,    um  den  Stab 
m  Querschnitte  /  abzuscheeren,  so  wird  der  Quotient 

■j-  (Verfahren  Fig.  1,  §  37,  S.  343), 


ZW, 


S 
7  (Verfahren  Fig.  1) 


2/ 


3  Schubfestigkeit  oder  Scheerfestigkeit  des  Materials  be- 
lehnet. Der  letztere  Ausdruck  eracheint  als  der  zutreffendere. 
3  wird,  namentlich  durch  das  Verfahren,  wie  es  Fig.  1,  §  37, 
343,  andeutet,  weniger  die  Widerstandsfähigkeit  ermittelt,  welche 
ii  einem  auf  Schub  beanspruchten  Konstruktionstheil  nach  Mass- 
kbe  der  Betrachtungen  in  den  §§  38  und  39  in  Frage  steht,  als 
elmehr  diejenige  Kraft,  welche  erforderlich  ist,  um  den  Stab 
irchzuschneiden.  Aus  diesem  Grunde  hat  es  auch  Bedenken, 
in  der  so  ermittelten  Scheerfestigkeit  auf  die  zulässige  Schub- 
tstrengung  zu  schliessen.  In  dieser  Beziehung  sei  insbesondere 
^h  auf  Folgendes  hingewiesen. 

Nach  Gleichung  6,    §  31,    besteht   für  durchaas  gleichartiges 
iterial    zwischen   der  Schub-  und  Zuganstrengung  die  Beziehung 

k^  =  0,75  k^  bis  0,8  /:.. 

Weiter  ist  beispielsweise  nach  Gleichung  2,    §  38,    für  einen 
ib   von  rechteckigem  Querschnitt 

=  1A  =  ^  ^ 

Kax—   2   bh~    2     /    ' 

raus  wegen  r^^<k^ 

3    S 


k 


•  f 


'—  2   / 


I  ^  <  0,75  Ar.  bis  0,8  ^.. , 

4-  <  0,5  k.  bis  0,53  k. 

/  —  - 
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Abscheerversuche  mit  Schmiedeisen  und  Stahl,  in  einer  der 
beiden  beschriebenen  Weisen  angestellt,  liefern  die  Scheerfestig- 
keit  =  0,67  bis  0,8  der  Zugfestigkeit,  also  wesentlich  höher. 

Für  kreisförmigen  Querschnitt  ist  nach  Gleichung  7,  §39, 

4    S 
%_ 


max 


3  /  ' 

woraus 

-^-  <  0,56  k    bis  0,6  k  . 

Abscheerversuche,  nach  Fig.  1,  S.  358,  durchgeführt,  pflegen 
die  Scheerfestigkeit  des  Schmiedeisens  und  des  Stahles  zu  0,75  bis 
0,8  der  Zugfestigkeit  zu  geben,    also  ebenfalls  wesentlich  grösser. 

Die  unten  folgenden  Versuche  mit  gusseisemen  Rundstäben 
liefern  sogar 

Scheerfestigkeit :  Zugfestigkeit  =  1630  :  1595  =  1,02  : 1, 
bezw.  1967  :  1679  =  1,17  : 1. 

Dieses  abweichende  Verhalten  des  Gusseisens  gegenüber 
Schmiedeisen  und  Stahl  erklärt  sich  in  erster  Linie  aus  derVe^ 
änderlichkeit    des   Schubkoefficienten  ß  (Dehnungskoefficienten  ß). 

Für    die  Beurtheilung    der    beiden  Prüfungsverfahren  kommt 
sodann  weiter  in  Betracht  der  oben  festgestellte  Umstand,  dass  die 
wirkende  Schubkraft  von  einem  biegenden  Moment  begleitet  wird. 
Bei   dem   durch  Fig.  1,   §  37,   S.  343,    angedeuteten  Vorgang  lässt 
sich    dasselbe    allerdings    auf   einen    unerheblichen    Betrag   herab- 
drücken, dagegen  tritt  es  stark  auf  bei  dem  Verfahren  nach  Fig.  1? 
S.  358:    wir    haben    thatsächlich   einen  im  mittleren  Theile  (inner- 
halb der  Strecke  b)  belasteten  und  nach  aussen  aufliegenden  Stab. 
Eine  scharfe  Beobachtung  zeigt  auch  deutlich,  dass  der  Versuchs- 
körper durch  die  Belastung  zunächst  eine  Durchbiegung  erfthrt 
und  dann  erst  abgescbeert  wird.    Ist  das  Material  spröde,  wie  z.B. 
Gusseisen,   so  erfolgt  zunächst  Bruch  des  Stabes  durch  das 
biegende  Moment  und  zwar  innerhalb  der  Strecke  6;  erst 
später   (bei   höherer  Belastung)   tritt    das  Abscheeren  ein. 
In    dieser  Hinsicht    geben    die    nachstehenden  Versuche    des  Ver 
fassers  lehrreichen  Aufschluss. 
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Rundstäbe  von  20,0  mm  Durchmesser  (/=3,14  qcm), 
Gusseisen  gedreht,  geprüft  nach  dem  Verfahren 
l,  S.  358. 

o.  1.  Bei  der  Belastung  S  =  3000  kg  bricht  der  Stab  infolge 
Biegung,  die  Wage  der  Maschine  sinkt.  Der  Versuch 
wird  fortgesetzt,  hierbei  steigt  die  Belastung  allmählich 
bis  S  =  10200  kg,  welche  Kraft  das  Abscheeren  herbei- 

führt^. 

Fig.  2  (Taf.  XIII)  zeigt  den  an  den  Enden  auf  die 
Länge  b  abgescheerten  und  im  mittleren  Theile  durch 
Biegung  gebrochenen  Stabtheil.  Die  von  dem  biegenden 
Moment  gezogenen  Fasern  sind  gerissen,  während  die 
gedruckten  zum  Theil  noch  unangegriffen  erscheinen. 

10200 
Die  Scheerfestigkeit  beträgt  ~c^crr7~  =  1635  kg. 

»0.  2.  Bei  der  Belastung  S  =  2825  kg  bricht  der  Stab  infolge 
der  Biegung  (d.  h.  die  gezogenen  Fasern  zerreissen),  bei 
S  =  9950  kg  erfolgt  das  Abscheeren. 

Scheerfestigkeit  =  =  1593  kg. 

4ö  .  o,14 

Jo.  3.  Verhalten  ganz  wie  bei  No.  1  und  2,  S  =  3350  kg,  be- 
ziehungsweise 10370  kg. 

Scheerfestigkeit  =  -^-^^rr-  =  1662  kg. 

J  .  o,14 

abschnitt  der  Scheerfestigkeiten  = ^ =  1630  kg. 

o 

Eine  genaue  Bestimmung  der  Biegungsfestigkeit  ist  nicht  mög- 
da  die  Feststellung  des  biegenden  Moments  M^  die  Kenntniss 
Vertheilung  der  Belastung  über  die  Strecken  a,  a  und  b  vor- 
etzt,  und  überdies  neben  der  Biegungsanstrengung  auch  Schub* 
rengung  stattfindet.     Ausserdem   kommt  noch  der  Einfluss  der 

*)  Diese  ErscheinuDg  der  Aufeinanderfolge  des  Biegungsbruches  und  des 
leerens,  sowie  der  grosse  Unterschied  zwischen  den  betreffenden  Belastungen 
im  so  bemerkenswerther,  als  die  Biegungsfestigkeit  gusseisemer  Rundstube 
)oppelte  der  Zugfestigkeit  übersteigt.     (Vergl.  §  22,  ZiflP.  2.) 
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Reibungskräfte  in  Betracht,  welche  durch  die  Biegung  des  Stabes 
in  den  Auflagerflächen  wachgerufen  werden.  (Vergl.  §  46,  oder 
auch  Zeitschrift  des  Vereines  deutscher  Ingenieure  1888,  Fuss- 
bemerkung  auf  S.  224  u.  f.)  Wird  in  Uebereinstimmung  mit  Fig.  3 


irfn 


nit  tili 

Flg.  S. 

gleichmässige  Vertheilung  unterstellt  und  der  Einfluss  des  Reibnngs- 
widerstandes  vernachlässigt,  so  wäre 

^  S  la   _^   b  b\         S  I  b 

und,  da  im  vorliegenden  Falle 

a  =  2,2  cm  b  =  3,0  cm  —  =  ^  2^ 

die  Biegungsfestigkeit  K^ 

f-    M     1             ^-(2,2-4-1^        3000 . 3,7  ,,_., 

für  No.  1 =  —  -        —  =  rv>  3o30  kg, 

32 
für  No.  2  ^^^i'/'^  =  ~  3330  kg, 

für  No.  3  A^-^iU^  = 


g-j^  =  ~  3950  kg, 


im  Durchschnitt  Kj^  =       3603  kg. 

Die  Zugprobe    mit    denselben  Rundstäben  hatte   ergeben  dii 
Zugfestigkeit 
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far  No.  1 
für  No.  2 
für  No.  3 


1560  kg, 
1586  kg, 
1640  kg, 

im  Durchschnitt  K  =  1595  kg. 


Nach  §  22,  Ziff.  2,  Gusseisen  A,  S.  236,  No.  6,    wäre  hieraus 
if  eine  Biegungsfestigkeit  von 

Ä,  =  2,12  K^  =  1595  .  2,12  =  3381  kg 

i  schliessen,  welche  Grösse  nicht  sehr  bedeutend  abweicht  von 
sijenigen,  die  auf  Grund  der  Annahme  gleichmässiger  Vertheilung 
IT  Kräfte  über  die  Strecken  a,  a  und  b  erhalten  wurde.  Würde 
8r  das  biegende  Moment  vermindernde  Einfluss  der  Reibung  be- 
icksichtigt  worden  sein,  so  wäre  eine  noch  weiter  gehende  üeber- 
nstimmung  eingetreten. 

Rundstäbe  von  rund  24  mm  Durchmesser,    aus   Guss- 
isen  gedreht,  geprüft  nach  Fig.l,  S.  358. 


Durch- 
messer 
d 

cm 

Quer- 
schnitt 

qcm 

Belastung  *Si  beim 
Bruch  durch 

Scheer- 
festigkeit 

kg/qcm 

No. 

BieguDg 
kg 

Ab- 

scheeren 

1 
2 
3 

2,38 
2,37 
2,38 

4,45 
4,41 
4,45 

7600 
8250 
8450 

17650 
17060 
17750 

1973 
1934 
1994 

Durchschnitt 


1967 


Die  Zugfestigkeit  der  drei  Stäbe  war  vorher  zu 


„         1766+16214-1649        _^^  , 
Ä,= =  l6<9kg 


tmittelt  worden. 
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Wird  Schmiedeisen  der  Prüfung  nach  Fig.  1,  S.  358,  Ilnte^ 
worfen,  so  erfolgt  allerdings  vor  dem  Abscheeren  kein  Brach,  weil 
das  Material  dem  biegenden  Momente  gegentiber  eine  genagend 
weitgehende  Formänderung  zulässt.  Da  aber  bei  KonstmktioDS- 
theilen  derartige  Formänderungen  in  der  Regel  nicht  statthaft 
erscheinen^  so  erhellt,  dass  selbst  in  Fällen  der  Beanspruchnng, 
wie  sie  durch  Fig.  1,  S.  358,  dargestellt  wird,  die  Berechnung  lof 
Biegung  —  wenigstens  der  Regel  nach  —  massgebend  ist*). 


*)  In  (lieser  Hinsicht  bringt  die  Literatur  noch  häufig  irrthümliche  Angabes, 
obgleich  sie  hiermit  schon  seit  langer  Zeit  und  naturgemäss  im  Widerspruch  mit 
dem  steht^  wus  zweckmässiger  Weise  thatsächlich  ausgeführt  wird.  So  pflegt  bei- 
spielsweise in  Beziehung  auf  die  Gclenkbolzen  bei  Dachkonstruktionen  u.  dergl.,  für 
die  Keile  der  KeilverbinduDgen,  die  Bolzen  gewisser  Schraubenverbindungen,  die 
Zähne  der  Sperrräder  u.  s.  f.  angegeben  zu  werden,  dass  dieselben  auf  Schob 
oder  gegen  Abscheeren  zu  berechnen  seien.  Hinsichtlich  der  Gelenkbolzen  and 
ähnlicher  Theilc  dürfte  das  oben  Erörterte  zur  Klarstellung  ausreichen  (reigL 
auch  §  52,  Ziff.  1  a),  betreffs  der  Keile,  Gewindegänge  u.  s.  f.  sei  auf  des  Verfösen 
Maschinenelemente  1880,  S.  41  u.  f.  (Taf.  1,  Fig.  28  und  30),  bezw.  S.  50,  S.  288, 
1891/92,  S.  80  u.  f.,  S.  92  u.  s.  w.  verwiesen.  In  Bezug  auf  Sperrzähne  möge 
das  Folgende  bemerkt  werden.        " 

Die  Kraft  P,  Fig.  4,  im  imgünstigsten  Falle  aussen  im  Punkt  B  angreifend 
(vcrgl.  Schlussabsatz  dieser  Fussbemerkung),    ergiebt    in  Bezug  auf  den  zunächst 


T 

H 


Flg.  4. 

beliebig  unter  dem  Winkel  qp  angenommenen  Bruchquerschnitt  -lA'  mit  dem 
Mittelpunkt  .1/  ein  Kniftepaar  vom  Moment  Px,  welches  auf  Biegung  wiA^^ 
forner  eine  Schubkraft  S  =  P  a'in  (f  und  eine  Druckkraft  A^=Pcosy,  welch 
letztere  in  der  Kegel  ohne  Weiteres  vernachlässigt  werden  kann. 

l^ezeichnet  h  dit^  Breite  der  Sperrzrdme,  so  findet  sich  die  grosste  Biegangs- 
au>trongUDg  a  des>  Materials  nach  Gleichung  12,  §  16,  zu 

_      P.r Px 


h/r 
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Durch  VerminderuDg  von  b  und  a  kann  allerdings  das  biegende 
'oment  verringert  werden;  gleichzeitig  wächst  aber  dann  die 
ressuDg  Sibd  gegen  die  Mantelfläche  des  Rundstabes.  Hierdurch 
>er  wird  der  Verringerung  von  a  und  damit  auch  derjenigen  des 
.egenden  Momentes  eine  Grenze  gezogen. 

Da  die  Widerstandsfähigkeit  des  Stabes  vom  Durchmesser  d 
^en  Biegung  der  dritten  Potenz  von  dj  gegen  Schub  dagegen 
ir  der  zweiten  Potenz  von  d  proportional  ist,  so  muss  das 
rüfungsverfahren  nach  Fig.  1,  S.  358,  für  das  gleiche  Material  unter 
>nst  gleichen  Verhältnissen  Werthe  für  die  Schubfestigkeit  S :/ 
efem^  welche  von  d  abhängig  sind.  Durch  die  grossen  Pressungen 
egen  die  Mantelflächen  der  abzuscheerenden  Cy linder,  welche 
jräfte    ihrerseits   gegenüber    dem  Bestreben   des  Stabes,    auf   der 


Es  ist  nun  derjenige  Querschnitt  festzustellen,  für  welchen  o  den  grossten 
l^erth  erlangt,  was  bei  im  Allgemeinen  beliebiger  Gestalt  der  Begrenzungslinie 
les  Zahnes  am  einfachsten  durch  Ausproben  geschieht. 

Zur  Biegungsspannung  tritt  nun  allerdings  die  Schubanstrengung.  Wie  in 
\  52  unter  Ziff.  Ib  erörtert  werden  wird,  ergiebt  sich  jedoch  für  den  rechteckigen 
Verschnitt,  dass  die  Biegungsanstrengung  allein  massgebend  ist,  so  lange 


"^     >  0,325  Ä, 


sin  9) 
d.  h.  80  lange 

X  >  0,325  h  sin  q,. 

Diese  Bedingung  wird  fast  ausnahmslos  erfüllt  sein,  infolgedessen  Sperr- 
^be  ebenso  ausnahmslos  auf  Biegung  zu  berechnen  sind. 

Indem  der  Bruchquerschnitt  durch  A  geführt  wird,  wie  oben  geschehen,  ist 
'Vorausgesetzt,  es  habe  die  Begrenzungslinie  des  Zahnes  eine  solche  Form,  dass 
^e  Widerstandsfähigkeit  der  oberhalb  A  möglichen  ßruchquerschnitte  einen 
Süsseren  oder  mindestens  den  gleichen  Werth  besitzt.  Wird  P  als  ganz  aussen 
•J^ifend  angenommen,  wie  in  Fig.  4  gezeichnet,  so  trifft  diese  Voraussetzung 
^  den  üblichen  Zahnformen  allerdings  nicht  zu,  wohl  aber  dann,  wenn  die 
"^Ägriffslinie  von  P  —  in  Uebereinstimmung  mit  der  Wirklichkeit  —  um  eine 
Weine  Strecke  von  R  nach  innen  verlegt  wird.  Beim  Entwerfen  pflegt  man  in 
der  Weise  vorzugehen,  dass  die  Begrenzungslinie  des  Zahnes  gewählt  und  sodann 
untersucht  wird,  ob  die  Beanspruchung  die  zulässige  Anstrengung  des  Materials 
D  keinem  der  möglichen  Bruchquerschnitte  überschreitet.  Bei  Inbetrachtziehung 
on  Querschnitten,  die  oberhalb  A  gelegen  sind,  ist  sinngemäss  in  der  gleichen 
Teise  vorzugehen,  wie  oben  für  den  durch  A  gehenden  Querschnitt  dargelegt 
orde. 
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Unterlage  zu  gleiten,  Reibungskräfte  wachrufen  (vergl.  §  46),  findet 
allerdings  eine  weitere  Trübung  dieses  Verhältnisses  statt. 

Das  vorstehend  Erörterte  führt  zu  dem  Ergebniss,  dass  die  j 
Schubversuche,  wie  sie  angestellt  zu  werden  pflegen,  nicht  geeignet 
sind,  die  Richtigkeit  der  Hauptgleichxmg  (2,  §  39)  zu  prüfen,  noch 
die  Unterlagen  für  die  zulässigen  Schubanstrengongen  mit  der 
wünschenswerthen  Genauigkeit  zu  liefern.  Eine  unmittelbare  und 
genaue  Prüfung  der  Gleichung  2,  §  39,  auf  dem  Wege  des  Versuches 
begegnet  erheblichen  Schwierigkeiten.  Dieselben  erwachsen  tos 
dem  Umstände,  dass  die  Schubkraft  immer  von  einem  biegenden 
Moment  begleitet  ist,  und  dass  da,  wo  dessen  Einfluss  zurücktritt, 
so  bedeutende  Kräfte  auf  verhältnissmässig  kleine  Theile  der 
Mantelfläche  des  Stabes  zusammengedrängt  wirken  müssen,  daai 
die  den  weiteren  Entwickelungen  zu  Grunde  liegende  Voraus- 
setzung des  Nichtvorhandenseins  von  Normalspannungen  senkrecht 
zur  Stabachse  —  und  unter  Umständen  derjenigen  des  Nichtauf- 
tretens  von  senkrecht  zur  Stabachse  stehenden  Schubanstrengongeo, 
welche  in  Ebenen  wirken,  die  sich  in  Parallelen  zur  Achse  sclmet' 
den  —  unerfüllt  bleibt. 
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Fopmändepungsarbeit 
»rader  stabfopmigep  KSppep  bei  Beansppuohung  auf  Zug» 
Dpuok,  Biegung»  Dpehung  odep  Schub. 


§  41.    Arbeit  der  Längenändemng. 

Ein  prismatischer  Stab  von  der  Länge  l  und  dem  Qaer- 
'hnitt  /  sei  an  dem  einen  Ende  festgehalten,  am  anderen  freien 
nde  durch  eine  von  Null  an  stetig  wachsende  Kraft  P  belastet. 
Ir  erfährt  hierdurch  eine  Verlängerung.  Solcher  Aenderungen  der 
änge  sind  nach  Massgabe  der  Darlegungen  in  §  4  und  §  5 
reierlei  zu  unterscheiden: 

1.  die  gesammte  Längenänderung  Jl, 

2.  die  bleibende  Längenänderung  X^ 

3.  die  federnde  Längenänderung  X\ 

^Iche  mit  der  Kraft  P  in  einem  solchen  Zusammenhange  stehen, 

A  =/i  (P)    oder     P  =  F,  (i), 
X  =/,  (P)       -       P  =  F,  W, 

r  =/8  (P)       -       P  =  F,  (D. 

Handelt  es  sich  beispielsweise  um  einen  Lederriemen,  bei  dem 
^  Verlängerungen  langsamer  wachsen  als  die  Belastungen,  so 
igt  die  Linie,  welche  durch  X  =fi  (P)  oder  P  =  F^  (A)  bestimmt 
x^,  etwa  den  in  Fig.  1  skizzirten  Verlauf.  Die  mechanische 
K'beit,  welche  aufzuwenden  ist,  den  Riemen  z.  B.  um  X=:OQ^ 

verlängern,  wozu  die  von  Null  an  gewachsene  Belastung 
^=OQi=  Q^Q  gehört,  wird  dargestellt  durch  die  schraffirte 
^äche  OQQa  von  der  Grösse 
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j,  =  jpd>l  =  JF,(A)rf; 1) 


U 


0 


Davon  ist  zu  bleibender  Formändemng  verwendet  worden 


k' 


A^  =  ^PdX  =  ^F,{k')dX',     ....    2) 

0  0 


Fig.  1. 


somit  die  mechanische  Arbeit,  welche  der  Körper  infolge  seiner 
Elasticität  in  sich  aufgespeichert  hat  und  die  er  bei  der  Entlastung 
wieder  zurückzugeben  in  der  Lage  ist, 


i" 


k" 


A3  =  Ai  —  A,  =  ^PdX"  =  ^F»{X")dX:  ...   3) 


u 


Die  Elasticitätslehre,  indem  sie  sich  lediglich  mit  den  elasti- 
schen Formänderungen  beschäftigt,  pflegt  nur  die  diesen  Form- 
änderungen entsprechende  Arbeit  als  Formänderungsarbeit 
(Deforraationsarbeit)  in  Betracht  zu  ziehen  und  überdies  vor 
auszusetzen,  dass  Proportionalität  zwischen  Dehnungen  und  Span* 
nungen  besteht,  dass  also  die  Dehnungslinie  eine  Gerade  ist,  ^i^ 
z.  B.  in  Fig.  1,  §  2,  bis  zum  Punkte  A, 

Unter  dieser  Voraussetzung  findet  sich,  wenn  im  Folgenden 
die  Formänderungsarbeit,  in  dem  soeben  bezeichneten  Sinne  anf* 
gefasst,  mit  A  und  die  elastische  Längenänderung  kurz  mit  i  be- 
zeichnet wird,  die  Arbeit  der  Längenänderung 


^  =  Y  P^  =  f />^, 


§  41.   Arbeit  der  Längenanderang.  3gg 

1  da  nach  §  2,  sofern  Kräfte  senkrecht  zar  Stabachse  nicht 
ken^ 

X  =  aalj 
A  =  ^ao^fl  =  ^ao^V,      ....     4) 

h.  die  Arbeit  der  Längenanderang  ist  proportional 
m  Volumen  V=fl  des  Stabes  und  dem  Quadrate  der 
annung. 

Wird  (T  durch  die  verhältnissmässige  Dehnung  s  ersetzt  nach 
ssgabe  der  Gleichung 


folgt 


6  =  ats^ 


^=-^*v/=  gV*'^- 5) 


Handelt  es  sich  um  einen  Körper  von  veränderlichem 
aerschnitt,  wie  Fig.  1,  §  6,  so  ergiebt  sich  unter  der  Voraus- 
tznng,  dass  der  Dehnungskoefficient  a  konstant  ist  und  Kräfte 
Qkrecht  zur  Stabachse  nicht  thätig  sind,  die  Arbeit  A  mit  An- 
iherang')  durch  folgende  Erwägung. 

Damit  das  im  Abstände  x  von  der  freien  Stirnfläche  des 
^bes,  Fig.  1,  §6,  gelegene  Körperelement  /  d;c  in  der  Richtung 
>n  Ä  um  sdx  gedehnt  wird,  wobei  die  Spannung 

6 

(r  =  — 


a 


antritt,  bedarf  es  der  Aufwendung  einer  Arbeit 

dA  =—fa,sdx=-^f  8^  dx  =  -^fa^dx. 


')  Mit  Annäherung  namentlich  deshalb,  weil  die  Spannungen  in  sämmt- 
:lien  Punkten  eines  Querschnittes  nicht  die  gleiche  Richtung  haben  können. 
ie  Spannung  im  Mittelpunkte  des  Querschnitts  fällt  allerdings  in  die  Stabachse, 
»ht  also  senkrecht  zu  letzterem,  dagegen  werden  beispielsweise  die  Spannungen 
den  auf  der  Umfangslinie  des  Querschnitts  liegenden  Elementen  die  Richtung 
•  Mantellinien  des  Stabes  besitzen,  also  geneigt  gegen  die  Stabachse  sein 
ssen. 
a  Bach,  Elasticitit.   4.  Aufl.  24 
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Folglich  die  Arbeit,  welche  die  Formänderaog  des  ganzeD  iStabes 

fordert, 

i  i 


6) 


0  0 

Für  den  Fall,  dass  der  Stab  ein  Prisma,  wird  hieraas 

wie  oben  bereits  ermittelt  worden  ist. 

Bei  den  vorstehenden  Erörterungen  wurde  vorausgesetzt,  dass 
die  Belastung  stetig  von  Null  an  wächst,  sodass  in  jedem  Augen- 
blick Gleichgewicht  vorhanden  ist  zwischen  der  äusseren  belasten- 
den Kraft  und  den  hierdurch  wachgerufenen  inneren  Kräften. 
Wird  nun  der  Stab  plötzlich  der  Einwirkung  der  ganzen 
Kraft  P  überlassen,  ohne  dass  jedoch  ein  Stoss  hierbei  statt- 
findet, d.  h.  ohne  dass  der  zweite,  den  Stab  belastende  Körper 
diesen  mit  einer  gewissen  Geschwindigkeit  trifft,  so  erhebt  sich  die 
Frage  nach  der  Grösse  der  Anstrengung  (X,  welche  das  Material  in 
dem  Augenblick  der  grössten  Verlängerung  X  des  Stabes  erleidet 
Bei  der  im  Folgenden  gegebenen  Beantwortung,  wobei  ein  pris- 
matischer Stab  zu  Grunde  gelegt  wurde,  soll  von  dem  Einflüsse 
der  Zeit  auf  die  Ausbildung  der  Formänderung  abgesehen  werden. 

Unter  der  Voraussetzung  unveränderlicher  Grösse  des  Deh- 
nungskoefficienten  a  beträgt  die  Arbeit,  welche  die  Ueberwindung 
der  inneren,  durch  die  Dehnung  wachgerufenen  Kräfte  bei  der 
Verlängerung  l  fordert. 

Dieselbe  muss  gleich  sein  derjenigen  mechanischen  Arbeit, 
welche  die  äussere  Kraft  P  verrichtet,  indem  sie  in  ihrer  Richtung 
um  l  fortschreitet,  d.  i.  PX,     Also 

PX  =  -^  A/tf, 


woraus 


/ 
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d.  h.  die  den  Stab  mit  ihrer  ganzen  Grösse  plötzlich, 
jedoch  ohne  Stoss  belastende  Kraft  P  veranlasst  eine 
doppelt  so  grosse  Anstrengung  des  Materials,  als  wenn 
P  von  Null  an  stetig  gewachsen  wäre. 

Nachdem  der  Stab  sich  um  X  gedehnt  hat,  in  welchem  Augen- 
blick (f/=2  P  ist,  werden  die  inneren  Kräfte,  da  sie  um  P  grösser 
sind  als  die  äussere  Kraft  P,  eine  Wiederverktirzung  einleiten, 
welche  fclr  den  Fall  vollkommener  Elasticität  und  abgesehen  von 
Widerständen  die  Stablänge  auf  /  zurückbringt;  hieran  schliesst 
sich  neuerlich  eine  Verlängerung  u.  s.  f.:  der  Stab  wird  Schwin- 
gungen vollführen,  welche,  wegen  der  in  Wirklichkeit  vorhandenen 
Widerstände  fort  und  fort  abnehmend,  schliesslich  Null  werden. 


§  42.    Arbeit  der  Biegung. 

Der  Körper  sei  in  der  Weise  gestützt  und  belastet,  dass  der 
Fall  der  einfachen  Biegung  vorliegt  (III,  §  16).  Unter  Vernach- 
lässigung der  Schubkräfte,  sowie  der  örtlichen  Zusammendrückung, 
welche  der  Körper  da  erfahrt,  wo  die  äusseren  Kräfte  auf  die  Ober- 
fläche wirken,  und  unter  der  Voraussetzung,  dass  der  Dehnungs- 
ioefficient  a  konstant  ist,  ergiebt  sich  die  Biegungsarbeit  durch 
folgende  Betrachtung. 

Um  das  im  Abstände  fj  von  der  Nullachse  gelegene,  streifen- 
ftnnige  Körperelement  vom  Querschnitt  df  und  der  Lange  dx  (in 
fiichtung  der  Stabachse),  Fig.  4,  §  16,  so  zu  dehnen,  dass  dessen 
Länge  die  verhältnissmässige  Dehnung  s  erfährt,  wobei  die  Normal- 
spannung 


€ 

a=  — 


eintritt,  ist  eine  Arbeit 

dA  =  —~~  €  dx=  -^  o^  df  da 
2  2        -^ 

erforderlich. 

Unter  der  Annahme,  dass  die  Ebene  des  den  Stab  biegenden 

Kraftepaares  vom  Momente  M^  die  eine   der    beiden    Hauptachsen 

ies  Querschnittes,  dessen  Trägheitsmoment  in  Bezug  auf  die  andere 

24* 
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Hauptachse  mit  &  bezeichnet  sei,  in  sich  enthält,    gilt  nach  Glei- 
chung 11,  §  16, 


Infolgedessen 


rf^=-2--0r  V'd/da, 


und  hiermit  die  mechanische  Arbeit,  welche  die  Biegung  des  ganzen 
Körpers  beansprucht, 


.    1) 


wobei  die  Integration  sich  auf  die  ganze  Länge  des  Stabes  zu  er- 
strecken hat. 

Für  den  Fall  Fig.  1,  §  16,  —  der  prismatische  Stab  ist 
an  dem  einen  Ende  befestigt,  am  anderen  freien  Ende 
durch  die  Kraft  P  belastet  —  findet  sich,  sofern  man,  von  E 
nach  A  hin  schreitend,  (/ — x)  mit  J  bezeichnet  und  dement- 
sprechend M^  =  P^  einführt,  sowie  da  durch  d^  ersetzt, 

0 

Diese  Gleichung  gestattet  eine  sehr  rasche  Feststellung  der 
Durchbiegung?/'  des  freien  Stabendes  durch  die  Erwägung,  dass 
die  mechanische  Arbeit,  welche  die  stetig  von  Null  bis  auf  P  ge- 
wachsene Belastung  beim  Sinken  um  y   verrichtet,  d.  i. 


|py, 

ich  A  sein  muss. 

Demnach 

2   ^^         6     0*' 

^        3    0  '  ' 
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welches  Ergebniss  in  Uebereinstimmung  mit  Gleichung  4,  §  18, 
steht,  sofern  man  in  letzterer  die  hier  nicht  vorhandene  Belastung 
Q  gleich  Null  setzt. 

Wird  die  Anstrengung  an  der  Befestigungsstelle  im  Abstände 
f  =  fi  von  der  Nullachse  mit  A^  bezeichnet,  so  folgt 


und  damit 


^  ~  6  ^»   «i»  * 


Wenn 

0  =  ./«i' 

gesetzt   wird,    was    z.  B.  ergiebt   fax   den    rechteckigen    Qoer- 
sehnitt 

ftr  den  kreisförmigen  Querschnitt 


64  4  2 


•0  findet  sich  unter  Beachtung,  dass  fl  gleich  dem  Stabvolumen  V, 

d.h.  die  Biegungsarbeit  ist  proportional  dem  Volumen  des 
Stabes  und  dem  Quadrate  der  Materialanstrengung. 


Handelt  es  sich  um    einen  Körper    von    gleichem  Wider- 
stände gegen  Biegung  (§  19),  so  ist 

for  die  einzelnen  Querschnitte  konstant,  wobei  unter  e  der  Abstand 
der  hinsichtlich  der  grössten  Anstrengung  massgebenden  Faser  ver- 
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standen    werden    soll.     Durch  EinftÜming    des    hieraus   folgenden 
Werthes  von  M^  in  Gleichung  1  wird 

und  mit  Rücksicht  darauf,  dass  0  =  */«*, 


=  -^*VJ'/<^^  =  -^»V»'-     •     .     •    •    3) 


Hiemach,  ist    die  Biegungsarbeit  eines  Körpers  von  gleichem 
Widerstand  bei  bestimmter  Querschnittsform 

1.  unabhängig  von  der  Art  der  Unterstützung  (Befestigung)  und 
der  Belastung, 

2.  proportional    dem  Volumen    des  Körpers   und  dem  Quadrate 
der  Materialanstrengung, 

3.  verhältnissmässig  3  Mal  grösser  als    der  Werth  Gleichung  2, 
welcher  sich  für  den  prismatischen  Stab  Fig.  1,  §  16,  ergiebt. 

Für  den  Stab  Fig.  2,  §  19,  liefert  Gleichung  3  wegen 


3 


A  =  -lk,-V, 


§  43.    Arbeit  der  Drehung. 

Der  Körper  ist  in  der  Weise  beansprucht,  dass  der  Fall  der 
einfachen  Drehung  vorliegt  (V,  §  32). 

Vorausgesetzt  sei,  dass  es  sich  um  einen  prismatischen 
Stab  handle,  dass  die  örtlichen  Formänderungen  an  den  Stellen, 
wo  die  äusseren  Kräfte  auf  den  Körper  einwirken,  vernachlässigt 
werden  dürfen,  dass  sich  ein  auf  gehinderte  Ausbildung  der  Quer- 
schnittswölbung gerichteter  Einfluss  (vergl.  §  34,  unter  ZiflF.  3)  nicht 
geltend  mache  und  dass  der  Schubkoefficient  ß  (§  29)  unveränder- 
lich ist. 
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Um  das  im  beliebigen  Punkte  P  des  Querschnittes  (Fig.  4, 
32,  Fig.  2,  §  33  oder  Fig.  3,  §  34)  gelegene  Körperelement  von 
;r  Grundfläche  dy  dz  =  df  und  der  Länge  l  so  zu  verdrehen, 
ISS  es  die  verhältnissmässige  Schiebung  y  erfahrt,  wobei  die 
shubspannung 


r 

'=1 


Qtritt,  ist  eine  Arbeit 


fzn wenden;  demnach  zur  Verdrehung  des  ganzen  Stabes 


j=-^-/ft»rf/, 1) 


•bei  die  Integration  sich    über   den    ganzen  Querschnitt    zu    er- 
ecken  hat. 

Fflr    den    kreisförmigen  Querschnitt,    Fig.  4,  §  32,    folgt 
k   /^^  als  Drehungsanstrengung  im  Abstände  r 


d       y        ' 


*  *  r  R    /t  * 


^  =  -2-4-I^''^/=T^>l'^  =  -4-'""''' 


1   da  TT  r*  /  gleich  dem  Stabvolumen  V, 


ß 


^^^-rf^jy, 2) 


4 


rin   k^  bei   gegebenem  Drehnngsmoment  M^  nach  Beziehung  3, 
•2,  bestimmt  ist  durch  die  Gleichung 


•^d  =  y^  ^d  <^- 
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FQr  den  Hohlcylinder,  Fig.  5,  §  39,  findet  sich 

4    «^       cP 


A  =  ^K^^^^^^V,      3) 


wonn 


F=-J(d«-rfo>)/, 


L   -  16  ,,        d 


Vergleicht  man  die  mechanischen  Arbeiten  A^,  A^  und  A^ 
welche  ein  Kreiscylinder  vom  Volumen  V  aus  durchaus  gleicl 
artigem  Material  bei  Beanspruchung  auf  Zug,  bezw.  Biegun, 
(Fig.  1,  §  16)  und  bezw.  Drehung  fordert,  so  erhält  man  zunächs 

nach  Gleichung  4,  §  41  mit  (f=k^       A^  =  -^a  k^^  V, 

-         2,  §42    -     .  =  ^     A,  =  ^ak;V, 
2,  §43  A^=^ßk/V, 


Nach  Gleichung  3,  bezw.  5,  §  31,  ist 

^  m  +  1  ,  m       j 

'^  m  *        w  -4- 1     ' 

Wird  nun 

m  =  —  ,  i,  =  k^,  k^  =  k^ 

gesetzt,  womit 

,  10     7 

ß  =  2fia,  k^  =  —  k^, 

so  folgt 

A   .  A   ,   A    —  —-ak^'-ak^'  —  26a  1  — -  k 
^z'^b'  ^d—  2  ^  ^:  '  2A       '  •  4  "^'^  ^  13    ' 

=  1-1       10 
12  •  13 

=  1  :  0,083  :  0,769. 


s 
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Hieraus  erhellt,  dass  bei  der  Biegang  die  geringste  Form- 
finderongsarbeit  aufzuwenden  ist,  und  dass  infolgedessen  der  ge- 
bogene Cylinder  auch  nur  eine  verhältnissmässig  geringe  Form- 
änderungsarbeit  in  sich  aufnimmt. 

Ftir  den  elliptischen  Querschnitt,  Fig.  2,  §33,  mit  den 
Halbachsen  a  und  b  ergiebt  Gleichung  4,  §  33 


2     M^ 
x  = 


Folglich  nach  Gleichung  1 


ya*f-hb*z\ 


ß  ^2    r 


i^oraus  wegen 


A^^^^M^H, 4) 

2n      c?b^         ^    ^ 

und    unter   Berücksichtigung   der   Gleichung  7,    §33,    mit  k^  als 
Drehungsanstrengung 

sofern 

V=nabl 

das  Volumen  des  Stabes  ist. 


Die  Gleichung  4  ermöglicht  die  Feststellung  des  Winkels, 
nm  welchen  sich  jede  der  beiden  Hauptachsen  (das  Hauptachsen- 
kreaz)  des  einen  Endquerschnittes  des  elliptischen  Stabes  gegen- 
über der  ihr  entsprechenden  Achse  (dem  Hauptachsenkreuz)  des 
anderen  Endquerschnittes  verdreht,  in  überaus  leichter  Weise. 
Dieser  Winkel,  dividirt  durch  die  Entfernung  l  der  beiden  Quer- 
schnitte,    giebt     den     verhältnissmässigen    Drchungswinkel    ^. 
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(Vergl.  §  33,  Ziff.  1,  d  und  e.)     Seine  Grösse  sei  deshalb  &l  be- 
zeichnet. 

Das  drehende  Kräftepaar  (vergl.  auch  Fig.  1,  §  32),  dessen 
Moment  von  Null  an  stetig  bis  zu  M^  wächst,  verrichtet  bei  der 
Drehung  des  einen  Querschnittes  gegen  den  anderen,  d.  h.  des 
Achsenkreuzes  des  einen  Querschnittes  gegenüber  demjenigen  des 
anderen,  um  xh  l  eine  mechanische  Arbeit 

2      ^ 

Dieselbe  muss  gleich  sein  der  durch  Gleichung  4  bestimmten 
Arbeit,  welche  die  Ueberwindung  der  inneren  Kräfte  fordert,  d.  h. 

2     "^  2n      a?b^         ^    ' 

^  =  ^^f^M,ß, 6) 

wie  in  §  36  unter  No.  3  angegeben  ist. 

Für  den  rechteckigen  Querschnitt,  Fig.  3,  §  34,  mit  der 
Breite  b  und  der  Höhe  h  findet  sich  unter  Beachtung  der  Gleichung  1, 
§  34,  die  Spannung  im  beliebigen  Punkte  P  zu 


=)/v+.-)/-[i-(¥-)T^— 'hlWl'"^ 


infolgedessen 


j\>rf/=,««  j^'d/-Hn»  j',.d/_8  (^  -t-  ^Uif'z'df 


16  m' 


:t^,...,y+L^^^^^^,y. 


Wegen 


^fd/=   ^-P/,,  ^,*df=-^bh% 
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fy^*^/=T^*'Ä^ 
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Nach  §  34  ist 

2     ,  25   , 

Hiermit  folgt,  sofern  noch  die  Spannung  j'^  im  Punkte  A  des 
*schnittumfanges^  Fig.  3,  §  34,  durch  k^  ersetzt  wird, 


j-.«rf/=^V* 


8   .  ..    i*+^ 
'  h 


gedessen  nach  Gleichung  1 

^-llßk/{(b^  +  h^)l  =  ^J^±^kJV,    .     7) 

rn 

V=bhl 

Volumen  des  Stabes  bezeichnet. 

Wird  nach  Massgabe  der  Gleichung  5,  §  34, 

"*"■  2   6»A 
Hzt,  so  findet  sich  jetzt 

9        iM- A' 
5  ^'  PU 


A  =  l  ß-^-K^l 8) 


Diese  Beziehung  gestattet  in  ganz  gleicher  Weise,   wie  oben 

den  elliptischen  Stab  erörtert,  die  Ermittelung  des  verhältniss- 

»sigen    Drehungswinkels    ^  für    Prismen    mit    rechteckigem 
irschnitt. 


380  Dritter  Abschnitt. 

Die  Arbeit,  welche  das  drehende  Kräftepaar  bei  der  Ver 
drehnng  der  um  l  von  einander  entfernten  Querschnitte  verrichtet, 
muss  gleich  A  sein,  d.  h. 


»  =  ^fi^-S^M,ß 9) 


b^K' 


Dieses  Ergebniss  unterscheidet  sich  von  den  in  §  36  unter 
No.  6  aufgenommenen  de  Saint  Venant'schen  Werthen  durch  den 
Zahlenkoefficienten.  Es  schliesst  sich  den  Ergebnissen  der  Ver 
suche,  welche  Bauschinger  zu  dem  Zwecke  anstellte,  die  de  Saint 
Venant'sche  Gleichung  zu  prüfen,  noch  besser  an.  Wie  in  §35 
unter  Ziff.  2  berichtet,  sollten  nach  den  de  Saint  Venant'schen 
Koefficienten  sich  verhalten 

^a'^b'^c'  ^d  "•  ^«  =  1  •  1^25  : 1,13  : 1,40  :  9,1. 

Bauschinger 's  Messungen  ergaben 

'\'^b'^c''^d''^e  =  ^'  1»24  : 1,20  : 1,47  :  9,65. 

Die  Einführung  des  hier  ermittelten  Zahlenkoefficienten  3,6 
der  Gleichung  9  für  die  rechteckigen  Stäbe  (c,  d  und  e)  führt  zu 

^a'^b'^c'^d'^e  =  ^'  1,24  : 1,14  : 1,44  :  9,76. 

Dass  der  Zahlenwerth  3,6  der  Gleichung  9  an  sich  der  rich- 
tigere sei,  darf  hieraus  jedoch  nicht  geschlossen  werden,  da  die 
Versuche  mit  Gusseisen  angestellt  wurden,  dessen  -Dehnungskoef- 
ficient  veränderlich  ist  (vergl.  das  S.  336  im  ersten  Absatz  GesagteV 


§  44.   Arbeit  der  SchiebuDg.  331 


§  44.  Arbeit  der  Schiebung. 

Der  Fall  der  iDansprachnafame  auf  Schub  allein  wird  dann 
vorhanden  betrachtet^  wenn  sich  die  auf  den  geraden  stab- 
migen  Körper  wirkenden  äusseren  Kräfte  für  den  in  Betracht 
zogenen  Querschnitt  ersetzen  lassen  durch  eine  Kraft  S  (Schub- 
aft);  welche  in  die  Ebene  des  Letzteren  fkllt  und  die  Stabachse 
ikrecht  schneidet.  Wie  im  zweiten  Abschnitt  unter  VI.  erörtert, 
nn  -  streng  genommen  —  diese  Schubanstrengung  niemals 
ein  vorkommen;  die  Schubkraft  S  ist  vielmehr  inmier  von  einem 
Agenden  Moment  begleitet. 

Wird  trotzdem  nur  diese  in  Betracht  gezogen,  welche  nach 
Etösgabe  der  Gleichung  3,  §  39,  und  der  Fig.  1,  §  39,  für  den 
liebig  zwischen  P'  F  gelegenen  Punkt  P  die  Schubspannung 


S       AI 


V 


2  y  cos  (f  0 

jfert,  so  ergiebt  sich  unter  Voraussetzung  der  Unveränderlichkeit 
is  Schubkoefficienten  ß  Folgendes. 

Die  Herbeiführung  der  Schiebung  y  des  im  Punkte  P,  Fig.  1, 
39,  welcher  um  z  von  der  senkrechten  Hauptachse  abstehe,  zu 
ßnkenden  Körperelementes  von  dem  Querschnitt 

df  =  dq  dz 

ad  der  Länge  dr,  wobei  eine  Schubspannung 

r 

achgerafen  wird,  fordert  eine  mechanische  Arbeit 

dA=  -^^  y  dx  =  ^^- 1' d/ d^. 

Demnach  die  gesammte  Formänderungsarbeit  der  Schubkräfte 

A^j^dx^t^dj^f^^dx^^^T^dfidz.      .     .     1) 
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Dritter  Abschnitt 


Hieraus  findet  sich  beispielsweise  für  den  rechteckigei 
Querschnitt  von  der  Breite  b  und  der  Höhe  A,  Fig.  2,  §38,  di 
hier  (vergl.  §  39  unter  a) 


q>  =  q>  =0, 


3      S 


2    bh 


d/=bdfi, 


=i^ 


-^-  dx . 


4  b 


dn  =  -^ß 


J 


s« 


bh 


dx.    2) 


Vierter  Abschnitt. 

Zusammengesetzte  Beanspruchung  gerader  stabformiger 

Korper. 


Tu«   Beansprachang  durch  Normalspannangeii 

(Dehnungen). 
Zng,  Drack  nnd  Blegnng« 

§  45. 

Allgemeines.    Der  Stab  ist  nur  durch  Kräfte  beansprucht, 

welche  in  Richtung  seiner  Achse  wirken. 

Allgemeines. 

Die  auf  den  geraden  stabförmigen  Körper  wirkenden  äusseren 
Kräfte  ergeben  für  den  in  Betracht  gezogenen  Querschnitt  eine  in 
die  Stabachse  fallende  Kraft  P  und  ein  Kräftepaar  vom  Momente 
itf^,  dessen  Ebene  den  Querschnitt  senkrecht  schneidet. 

Für  einen  beliebigen  Punkt  des  Querschnittes  liefert  die  Kraft  P 
eine  Dehnung  und  Normalspannung.  Gleiche  Wirkung  hat  das 
biegende  Moment  3/^.  Die  Gesammtdehnung,  wie  auch  die  Ge- 
sammtspannung  ergiebt  sich  als  die  algebraische  Summe  aus  den 
l>eiden  Einzeldehnungen,  bezw.  Einzelspannungen. 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Ebene  des  Kräftepaares  die 
eine  der  beiden  Hauptachsen  des  Querschnittes  in  sich  enthält, 
findet  sich  die  durch  J/^  im  Abstände  17  von  der  anderen  Haupt- 
achse hervorgerufene  Normalspannung  nach  Gleichung  11,  §  16,  zu 


0 


TriflFt  diese  Voraussetzung  nicht  zu,  so  ist  die  Normalspannung 
^^^b  Massgabe  des  in  §  21  unter  2  Erörterten  festzustellen. 

Die  Normalspannung,    welche  von   P  herrührt,    beträgt  unter 
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der  VoranssetzuDg  gleichmässiger  Vertheilung  über  den  QuerBchnitt 
in  allen  Punkten  des  Letzteren 


/ 


Folglich  die  Oesammtspannnng  a  im  Abstände  17  von  der  be- 
zeichneten Hauptachse 


/ 


1) 


Das  obere  Vorzeichen  gilt,  wenn  P  ziehend,  das  untere,  wenn 
P  driickeud  wirkt. 

M^j  P,  O  und  /  sind  als  absolute  Grössen  zu  betrachten, 
während  17  als  positiv  oder  negativ  einzufahren  ist,  je  nachdem  die 
betreffende  Faserschicht  auf  der  erhabenen  oder  der  hohlen  Seite 
der  elastischen  Linie  liegt. 

Bei  Benutzung  der  Gleichung  1  sind  die  VoraussetzuDgen, 
welche  zu  ihr  führten,  im  Auge  zu  behalten;  insbesondere  kann 
sie  ganz  unrichtige  Werthe  ergeben,  wenn  unter  Einfluss  von  M^ 
der  Stab  sich  in  solchem  Masse  durchbiegt,  dass  P  infolge  dieser 
o  g  Durchbiegung  ebenfalls  Momente  liefert,  die 
von  Bedeutung  sind  und  nicht  mehr  vernach- 
lässigt werden  dtlrfen. 

Hinsichtlich  des  Krümmungshalbmessers  der 
elastischen  Linie  sei  unter  den  in  §  16  ge- 
machten Voraussetzungen  Folgendes  bemerkt 
Die  beiden  um  dx  von  einander  abstehen- 
den Querschnitte  CC  und  C16',,  Fig.  1,  ändern 
unter  Einwirkung  der  in  die  Stabachse  fallen- 
den Kraft  P  lediglich  ihre  Entfernung,  und 
zwar  um  0^  0/  =  fo  dx^  sofern  fo  die  durch  P 
herbeigeführte   Dehnung    ist,    entsprechend  der 

p 
Normalspannung  er  =  -^r .      C/  C/  CC  sei  diese 

neue  Lage  von  CiCi  gegenüber  CC. 

Infolge  der  Wirksamkeit  des  Momentes  M^ 
neigen  sich  die  beiden  Querschnitte  gegen  einander.  Wäre  nur 
i\/^  thätig,  so  würden  sich  die  beiden  Querschnitte  in  der  durch 
den  Punkt  M  bestimmten  Linie  schneiden,  wegen  der  Parallel' 
verrückung   um  O,  0,'  =  fo  dx  erfolgt  dieses  Schneiden  jedoch  in 


Fig.  1. 


^■^.  Der  «tn^remtE  befestig  prismatisuhe  Stab  n,  p.  w.  355 

Pnnkte  M,  darstellt,    für 


r  dnza  parallelen  Linie,    die  sich  ii 
gilt 

~MM\  ■.ÖM=eadx:dx  =  » 


:  1 


OM,- 


:OjI/H 


Jl/M  =  OA/  (1  -+-  fo)  =  e  (H-  *.), 
e  den  Krümmnngshalbmesser  bedeutet,  wie  er  aich  unter 
wirknng  des  biegenden  Momentes  allein  ergiebt.  Da  fu  eine 
t  kleine  Grösse  gegenüber  1  ist,  so  darf  mit  Annäherung 
i  ^^  -Nj  e  gesetzt,  also  mit  der  oben  bezeichneten  Annäherung 
ächtlich  des  Krümmungshalbmessers  so  verfahren  werden,  als 
Dar  das  biegende  Moment  wirksam. 


Der  einerseits  befestigte  pririmatiache  Stab  wird  durch  eine 

ir  SUbftcbsc   parallele,   jedoch    excentrisch   zu   ihr  gelegene 

Kraft  F  belastet. 

/.    Die  Kraß  P  tiHrkt  zUhemi,    Fig.  9  und  3. 
Die  durch  P   und    die  Stabachse   bestimmte  Ebene  schneidet 
nntliche  Körperquerschnitte    in    einer    der  beiden   Hauptachsen. 


Sierbei  eintretende  Biegung  des  Stabes,    Fig.  3,    ist  eine 

rtige,    dass  das  biegende  Moment,    insoweit  es  von  der  Grösse 

I  Durchbiegung   beeinflusst  wird,    von  B  nach  Ä   hin   abnimmt, 

)  seinen  grössten  Werth  Pa  im  Querschnitt  bei  B  besitzt.    Für 

,  gilt  daher  nach  Gleichung  1,    sofern  der  Werth  von  ij  für 

lam  stärksten  gespannte  Faser  gleich  e  ist, 

Pa      .    P         P  \ 


2.'i 
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Hierbei  ist  der  —  übrigens  nicht  erhebliche  —  Einfluss,  welche 
die  mit  der  Durchbiegang  verknüpfte  Neigung  des  Querschnitts 
nimmt,  vernachlässigt. 

Nach  A  hin  wird  sich  c^^  vermindern  in  dem  Mi(^e,  in  wel- 
chem die  Durchbiegung  den  Hebelarm  der  Kraft  P  verringert. 

Für  kreisförmigen  Querschnitt  vom  Durchmesser  cf  und  mit 

a  =  -^  (Kraft  geht    durch   den  Umfang    des  Querschnittes)  folgt 

beispielsweise 

d 


/  =  T^' 


^  =  ä^^ 


max  ^ 


cP 


n 


1  -4- 


4    4 


d» 


n 
64 


d* 


P  P 

y-(l-l-4)  =  5-J-, 


d.  h.  die  grösste  Anstrengung  ist  5  Mal  so  gross,  als  bei  centrischem 
AngriflF  der  Kraft  P.  Der  Einfluss  der  Excentricität  ist  demnach 
ein  ganz  bedeutender. 

Besteht  der  Stab  aus  einem  Material,  für  welches  die  zulässig« 
Anstrengung  gegenüber  Biegung,  d.  i.  X:^,  sich  wesentlich  unter 
scheidet  von  derjenigen  gegenüber  Zug,  d.  i.  X-^,  wie  dies  z.  B.  fc 
Gusseisen  zutriflFt  (vergl.  §  22,  Zusammenstellung  auf  S.  236,  Spalte 4, 
Gleichung  1,  §  22  auf  S.  237),  so  würde  es  unrichtig  sein,  ohne 
Weiteres  nach  Massgabe  der  Beziehungen 


P 

7 


Pa 


k^  oder 


J 


Pa 


zu  rechnen.     In  solchem  Falle  ergeben  sich  mit 


K  =  ßo  *. 


die  Beziehungen 


ßo 


f 


Pa 
0 


k 


k\      oder 


P 

7 


1  Pa 


^  ^6  zulässige  Biegungsanstrengang 

Po  —  ~T~  —  ~     ~  1  ~"^ ri : 


/ 


zulässige  Zuganstrengang 


.   2) 
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2.   Die  Kraft  r  wirkt  dtHickend,  Fig.  4. 

Voraussetzung  wie  unter  ZiflF.  1. 

Hier  nimmt  bei  eingetretener  Durchbiegung  das 
ment  3/^  von  B  nach  A  hin  zu,  wie  bereits  in  §  24 
Hand  der  Fig.  1  erörtert  worden  ist.  In  Bezug  auf 
I  durch  X  bestimmten  Querschnitt  fand  sich  dort 


dx^         & 


m  Ausgangspunkt  genommen  wurde, 


^=l-»o,(,/^.] 


oraus 


n 


nd  damit  die  Durchbiegung  des  freien  Endes 


I 


i  hiermit,  indem  die  Gleichung  w/M////u 


Flg.  4. 


COS       l 


4) 


Für   den    Querschnitt  bei  A  erlangt  M^  den  grössten  Werth, 
»ämlich 

max  (Af.)  =  P  (a -+- y')  =  —     ^^ 


COS      l 


r    0 


folglich   beträgt    hier    die    Gesammt Spannung    der    im   Abstände 
7  = -hfl  gelegenen  Fasern  nach  Gleichung  1 


25 
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Pa  fL—J?. 

G         f 


max  (<T,)  = ; — ,  _    ^   -^ ^  '^'^b       '     '    ^) 


cos    / 


und  die  Gesammtpressang  der  im  Abstände  17  =  —  e^  gel^;eneQ 
Fasern 

cos  il'* 


sofern  kf^  und  k  die  zulässigen  Anstrengungen  gegenüber  Biegnng 
bezw.  Druck  bezeichnen. 

Besteht  der  stabförmige  Körper  aus  einem  Material,  für 
welches  k^  erheblich  von  k  abweicht,  so  muss  streng  genommen 
in  sinngemässer  Weise  so  verfahren  werden,  wie  am  Schlüsse  von 
Ziff.  1  angegeben  worden  ist.  Da  jedoch  hier  unter  allen  Um- 
ständen eine  grössere  Sicherheit  darin  liegt,  wenn  die  Gleichung  5 
ohne  Weiteres  benutzt  wird,  während  dort  die  Ausserach tlassnng 
von  ßo  in  der  ersten  der  Beziehungen  2  zu  einer  wesentlichen 
Unterschätzung  der  Materialanstrengung  fähren  könnte,  so  dürfte 
an  dieser  Stelle  der  gegebene  Hinweis  genügen. 


a)  Der  Stab  ist  schlank  und  der  Hebelarm  a  klein. 

Diese  Sachlage  entspricht  dem  im  ersten  Abschnitt  unter  IV 
behandelten  Falle  der  Knickung.  Dort  wurde  zwar  centrische  Be- 
lastung des  Stabes  durch  die  Kraft  P  zunächst  vorausgesetzt;  wir 
erkannten  aber,  dass  es  sehr  schwer  hält,  diese  Voraussetzung  zu 
erfüllen,  infolgedessen  ein,  wenn  auch  sehr  kleiner,  Hebelarm  ab 
thatsächlich  vorhanden  angenommen  werden  musste.  Diese  An- 
nahme wurde  ausserdem  noch  dadurch  zu  einer  Nothwendigkeit, 
dass  in  Wirklichkeit  die  Achse  bei  längeren  Stäben  keine  gerade 
Linie  und  dass  thatsächlich  das  Material  nicht  vollkommen  gleich- 
artig ist.  Wir  gelangten  sodann  in  §  24  zu  dem  Ergebniss,  dass, 
wenn  die  Belastung  P  beträgt, 


§  45.   Der  einerseits  befestigte  prismatische  Stab  u.  s.  w«  3g9 

die  Darchbiegang  y  nach  Gleichung  4  selbst  ftlr  einen  sehr  kleinen 
Werth  des  Hebelarmes  a  die  Grösse  oo  annimmt.  Infolgedessen 
war  Po  als  diejenige  Belastung  zu  bezeichnen,  welche  die  Knickung, 
d.  h.  Bruch  oder  unzulässige  Biegung  des  Stabes  herbeiführen  wird, 
sofern  nur  a  >  0.  Letzteres  muss  aber  aus  den  bezeichneten 
Gründen  inmier  angenommen  werden. 

Demgemäss  wurde  in  §  25  als  zulässige  Grösse  der  den  Stab 
belastenden  Kraft;  P  nur  der  ©te  Theil  von  Pq  in  Rechnung  ge- 
stellt, also  gewählt 

71«      1     0 


P  = 


4®   a    P 


unter  Beachtung,  dass  überdies  die  Forderung  der  einfachen  Druck- 
beanspruchung 

P>kf 

befriedigt  sein  muss. 

Wird  in  Gleichung  4  für  P  der  in  der  vorletzten  Gleichung 
ttthaltene  Werth  eingeführt,  so  ergiebt  sich 


y  = 


Woraus  beispielsweise 

far  @  =  4  9  16  25 

die  Ausbiegungen  y  =  0,414a        0,155a        0,082a        0,052a 

feigen. 

Die  Bedingung 

Po 


P 

=  e) 

kommt  demnach  darauf  hinaus,  dass  man  die  Abweichung  y  von 
der  Geraden,  d.  h.  die  Ausbiegung,  innerhalb  einer  gewissen 
Orenze  hält. 

Ganz  entsprechend  wird  auch  hier  vorzugehen  sein.  Der 
einzige  Unterschied  besteht  darin,  dass  infolge  des  excentrischen 
^ngreifens  der  Kraft  P  von  vornherein  ein  Hebelarm  gegeben  ist. 
Derselbe,  mit  Ox  bezeichnet,  ist  schätzungsweise  um  einen  Betrag  a^ 


390  ^^^*  Beanspruchang  durch  NonnalspaimuDgeii  (DehDimgen). 

ZU  vergrössern,  welcher  den  oben  bezeichneten  Umständen  (Nieht- 
geradlinigkeit  der  Stabachse,  Ungleichartigkeit  des  Materials,  ein- 
schliesslich Verschiedenartigkeit  seines  Znstandes)  Rechnnng  trSgt 
Hinsichtlich  ai  wird  wesentlich  die  Genauigkeit  in  Betracht  kommen, 
mit  welcher  sich  die  Lage  der  auf  den  Stab  wirkenden  Kräfte  fest- 
stellen und  wenigstens  dahin  sichern  lässt,  dass  Ueberschreitiing 
des  in  Rechnung  genommenen  Werthes  von  Oi  in  Wirklichkeit 
nicht  stattfindet  Indem  hierbei  die  Konstruktion,  Material,  Aus- 
führung und  Aufstellung  Einfluss  nehmen  werden,  greift  die  Ortae 
Qi  in  das  Gebiet  von  a^  über. 

Liegen  die  Grössen  Oi  und  a,,  nach  Massgabe  des  VorsteheD- 
den  mit  Rücksicht  auf  die  besonderen  Verhältnisse  der  jeweiligen 
Aufgabe  ermittelt,  vor,  so  kann  unter  Beachtung,  dass  die  sa- 
lässige  Biegung  y'  für  nicht  federnde  Konstruktionstheile  sehr 
klein  sein  muss,  zunächst  gesetzt  werden 

womit  sich  ergiebt 


P(a 

i-f- 
0 

Ch) 

«1 

P 

/ 

<K, 

P(a 

«») 

«j-f- 

P 

f 

<k 

1) 


(Vergl.  die  Bemerkungen  zu  Gleichung  5  und  6.) 

Befriedigt    der    Stab    diese    Bedingungen,    so    ist    die  Durch* 
bieguHj 


'S 


\j  =  (üTi  -f-  a.) 


'  -  8. 


r    © 


cos  Ul/ — ::.- 


zu  berechnen  und  Entschliessung  hinsichtlich  ihrer  Zulässigkeit  z^ 
fassen.  Erforderlichenfalls  sind  die  Abmessungen  des  Stabes  z^ 
ändern.  * 

Die  Gleichungen  7  und  8  setzen  voraus,  dass  a,  in  die  Rich- 
tung von  «1  fällt,  was  nicht  nothwendigerweise  der  Fall  seia 
muss.  Ist  das  Trägheitsmoment  O  (bezogen  auf  die  zum  Abstände 
öl  senkrechte  Hauptachse)  das  kleinere  der  beiden  Hauptträgheits- 
momente, so  wird  diese  Annahme  allerdings  im  Sinne  des  Zweckes 
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:  ganzen  Rechnung  liegen.   Wenn  dagegen  0  das  grössere  Träg- 
itsmoment  ist,  so  verlangt  dieser  Gesichtspunkt,  dass  a^  senkrecht 

Ol,  sofern  nicht  besondere  Grunde  für  eine  andere  Richtung 
-echen,  angenommen  und  nach  Massgabe  des  in  §  21  unter  2 
örterten  verfahren  wird. 

Um  die  unmittelbare  Wahl  von  a^  zu  umgehen,  kann  z.  B.  für 
ukonstruktionen  in  derselben  oder  in  ähnlicher  Weise  vorge- 
Qgen  werden,  wie  dies  in  §  26  für  den  Fall  einfacher  Knickung 
sprochen  worden  ist*).  Näheres  Eingehen  hierauf  würde  den 
hmen  dieser  Arbeit  weit  überschreiten,  ganz  abgesehen  davon, 
38  die  besonderen  Einflüsse,  welche  bei  den  einzelnen  Aufgaben 

berücksichtigen  sind,  die  Berechnung  des  betreflfenden  Kon- 
uktionstheiles  dahin  verweisen,  wo  derselbe  seiner  Wesenheit 
eh,  sowie  in  seinem  Zusammenhange  mit  den  an  ihn  anschliessen- 
n  Theilen  zu  behandeln  ist. 

Der  Stab  ist  schlank  und  der  Hebelarm  a  im  Verhältniss 
zu  den  Abmessungen  des  Querschnittes  gross. 

In  diesem  Falle  wird  zunächst  die  erste  der  Beziehungen  7 
it  Ol  -f-  flj  =  a,  d.  h. 

0     '''  /  -*» 

massgebend;  der  Einflass  des  Gliedes 


/ 

•itt  hierbei  zurück.  Sodann  ist  für  den  Fall,  dass  der  Stab  dieser 
•eziehung  genügt,  die  nach  Gleichung  8  eintretende  Durchbiegung 
a  ermitteln  und  über  deren  Zulässigkeit  Entscheidung  zu  treflfen. 

*)  S.  z.  B.  V.  Tetmajer,  Die  aDgewandte  Elasticitäts-  und  Festigkeits- 
lire,  Zürich  1889,  S.  162  u.  f.,  und  aus  neuester  Zeit:  „Die  Gesetze  der  Knickungs- 
1(1  der  zusammengesetzten  Druckfestigkeit  der  technisch  wichtigen  Baustoffe, 
irich  1901.  V.  Tetmajer  steht  hinsichtlich  der  Behandlung  der  Knickungs- 
/gabe  auf  einem  anderen  Standpunkt  als  Verfasser,  weshalb  auf  dessen  Arbeiten 
sonders  aufmerksam  gemacht  sei.  (Vergl.  auch  des  Verfassers  Besprechung 
i  zuerst  genannten  v.  Tetmajer'schen  Buches  in  der  Zeitschrift  des  Vereines 
itscher  Ingenicure  1889,  S.  474  u.  f.) 
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c)  Die  QnerschDittsabmessungen  des  Körpers  sind  im 
Vergleich  znr  Länge  desselben  und  zur  Grösse  des  Hebel- 
armes so  bedeutend,  dass  eine  Biegung  von  Erheblichkeit 

nicht  eintritt. 


Dann  sind    einfach    die  Gleichungen  7    zu    beachten   und  in 


ihnen 


eil  -h  a^  =  a 


zu  setzen ;  Gleichung  8  kommt  nicht  mehr  in  Betracht. 

Hierher  gehören  auch  Beispiele,  wie  das  folgende.    Der  senk- 
rechte Mauerpfeiler   vom    Gewichte  G   und    der    Länge  /,  Fig.  5, 

empfangt  durch  ein  Lager  den  abwärts  ge- 
richteten Druck  P.  Das  im  Schwerpunkte 
angreifende  Gewicht  ergiebt  für  die  Grund- 
fläche la  des  Bodens,  auf  welchem  der  Pfeiler 
steht,  unter  Voraussetzung  gleichmässiger 
Druckvertheilung  die  Pressung 


Flg.  5. 


G^ 


nnnf. 

nimf 


T 


^..^k^ 


i> 


K 


Flg.  6. 


Der  Di-uck  P,    in    die  Mittelebene 


8 


Pfeilers,  d.h.  um  -^ — z  verlegt,  liefert  eine 
Kraft  P   und    ein  Kräftepaar  vom  Momente 


pi-^-.i- 


Die  Erstere  führt  zu  einer  gleich  massig  über  die  Bodenfläche  ver 
theilten  Pressung 


Is 


das  Letztere  dagegen  ergiebt  für  die  linke  Mauerkante  eine  Pressung 
<;,  welche  sich  bestimmt  aus 
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lit  der  Genauigkeit,  mit  welcher  die  Hauptgleichung  der  Biegungs- 
lasticität  auf  den  vorliegenden  Fall  angewendet  werden  darf. 

Damit  beträgt  die  gesammte  Pressung    an    der  linken  Mauer- 
ante 


l8  La' 


n  der  rechten  dagegen 


Is 


Die  Erstere  soll  die  für  den  Boden  höchstens  noch  als  zu- 
lässig erachtete  Grösse  nicht  überschreiten. 

Fig.  6  giebt  ein  Bild  der  Pressungsvertheilung  über  die 
Bodenfläche. 

Diese  Rechnungsweise  gilt  für  das  gewählte  Beispiel  natur- 
gemäss  nur  so  lange,  als  *2>0  ausßlllt.  Würde  sich  fc,  negativ 
ergeben,  so  wären  an  der  rechten  Kante  des  Mauerpfeilers  von 
dem  Boden  Zugspannungen  auf  diesen  auszuüben,  was  in  Wirk- 
lichkeit nicht  geschehen  kann.  In  solchem  Falle  würde  in  allen 
denjenigen  Flächenelementen,  für  welche  sich  Zugspannungen  er- 
geben, die  Berührung  zwischen  Pfeiler  und  Boden  aufhören  müssen 
^d  damit  dieser  Theil  des  Querschnittes  für  die  Druckvertheilung 
^icht  mehr  in  Betracht  kommen  können.  Die  Rechnung  ist  dann 
derart  durchzuführen,  dass  nur  derjenige  Theil  des  Querschnittes 
berücksichtigt  wird,  welcher  thatsächlich  in  Wirksamkeit  tritt, 
nird  unter  Bezugnahme  auf  Fig.  7  mit  x  die  Breite  dieses  Quer- 
^bnittstheils  bezeichnet,  so  folgt 
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und  da 


k,= 


G 


Ix 


'    »l-ei;— 4 


=  -^alx', 


k,= 


G^P    6P1I-. -6G -;-| 


Ix 


Ix» 


Die  Unbekannte  x  ergiebt  sich  ans  der  Erwägung,  dass  die 
Pressung  im  Abstände  x  von  der  linken  Pfeilerkante  gleich  Null 
sein  muss,  d.  h. 


0 


G 


ePi^-A-eaU 


X 

2 


Ix 


la? 


woraus 


G 


8 


»r  =  3 


2 
G 


Pz 


Denken  wir  uns  P  und  G  durch  ihre  Re- 
sultante P  -{-  G  ersetzt,  so  müsste  diese  im  Ab- 
stände 


8 


G^^P^ 
G 


y  = 


von  der  linken  Pfeilerkante  angreifen.     Demnach 

x  =  3i/y 

d.  h.    die    Breite    x    der    für    die    Druckvertheilung    in    Betracht 
kommenden    Fläche    ist    gleich    dem    3  fachen    Werthe    des  Ab- 

standes  jj. 


§  45.    Der  einerseits  befestigte  prismatische  Stab  u.  s.  w.  395 

Die  Einführung  von  y  in  den  Ausdruck  für  ki  liefert 

=:  _G-h  P^       6(g-^-P)[y-y)  ^  G  +  P       6(g  +  i>)0,5y 
Ix      "^  Ix"  3ly     "^  9/y» 

^  2     G-hP  ^^  g  +  P 
3         /y  ''Ix 

i.  doppelt  soviel  als  bei  gleichmässiger  Vertheilung  des  Druckes 
Der  den  Querschnitt  Ix. 

Galt  der  oben  für  ^i  gefundene  Ausdruck    nur  für  das  durch 

nschlossene  Gebiet^  so  ist  das  Geltungsbereich  der  zuletzt  für  ki 
'mittelten  Gleichung  durch 

ier  durch 

G-l—hPz 

• 

^grenzt.  Für  den  Grenzfall  kj  =  0  oder  x  =  8  müssen  beide 
usdrücke  zu  dem  gleichen  Werthe  führen.  Die  Beurtheilung  kann 
n  raschesten  in  der  Weise  geschehen,    dass  man  y  ermittelt  und 

isieht,    ob   y-    -ö~  ist.    Im  ersten  und  im  zweiten  Falle  gilt  der 

erst  für  X-j  bestimmte  Werth,  im  zweiten  und  dritten  Falle  da- 
2^en  der  zuletzt  ermittelte. 
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^  4ß.   Einflu!«»  von  Kräften,  welche  in  Kiehtnng  der  Slabi 
oder  iiarallel  zu  ihr  wirken,  während  der  Stab  dnrcli  Querkrilll 
durchgebogen  wird. 

1,    Ein/tuae  des   iVldergtandcs  beim  CHeitcti  der  Oberfläche 

ilet>  beiderseiUi  t/etagerten  und  in  der  MUte  duit-h  F  belaiiHe» 

Stabes  yegenilber  den  Stützen  infolffe  der  Tturchbiegung, 

Der  zunächst  als  gewichtlos  gedachte  Stab,  im  orsprönglidieii, 
unbelasteten  Zustande,  berlLlirt  die  beiden  Auflager  mit  bestimmlan 
Theilen  seiner  Mantelfläche.  Wenn  er  sich  zu  biegen  beginnt,  so 
muss  derjenige  Punkt  der  Stabachse,  welcher  arsprünglioh  über 
dem  einen,  etwa  dem  linken,  Auflager  sich  bctaad,  nach  der  MiUe 
rücken  —  vergl.  Fig.  1  — ,  da  die  Achse,  d.  h.  die  elastische  Linie, 


ihre  Länge  beibehält.     Diese  VeiTückung  A    nach  der   Stab) 
hin    lässt    sich    auffassen    als  Differenz   zwischen   der  halben  ' 
länge  /,  =^  0,5  1  und  der  halben  Sehne  des  Bogeus  der  elastischen    , 
Linie,  dessen  Länge  unveränderlich,  nämlich  gleich  /,,  nnd  dessen 
Pfeilhöhe  gleich  der  Durchbiegung  y   in  der  Mitte  ist. 

Wird,  was  fdr  unseren  Zweck  zulässig,  die  elastische  Linie 
als  äacher  Parabelbogen  aafgefasst,  so  erhält  mau,  da  für  diesen, 
sofern  dessen  halbe  Sehne  a,  dessen  halbe  Länge  s  nnd  dessen 
Pfeilhöhe  6  beträgt,  bekanntlich  gesetzt  werden  dari' 


.  =  .  1 


2    d" 


entsprecliend  einem  Unterschied  ■ 
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zwischen  s  und  a^ 

Gleichzeitig  mit  dieser  Verrückung  des  Endpunktes  der  elasti- 
schen Linie  nach  einwärts  neigt  sieh  derjenige  Stabquerschnitt, 
welcher  über  dem  Auflager  stand,  unter  dem  kleinen  Winkel  ß. 
Hiermit  ist  eine  Auswärtsbewegung  der  Linie  (oder  des  Punktes), 
in  welcher,  bezw.  in  welchem  der  Stab  vor  der  Biegung  das  Auf- 
lager   berührte,    um  eß  verknöpft.     Da  nach  Gleichung  13,  §  18, 

so  beträgt  diese  Auswärtsbewegung 

a  PP 


16   0 


e. 


Demnach  rücken  diejenigen  Theile  der  Mantelfläche  des  Stabes, 
mit  welchen  derselbe  im  unbelasteten  Zustande,  d.  h.  bei  gerader 
Achse,  die  Auflager  berührte,  nach  auswärts  um  die  Strecke 

Gleichung  14,  §  18,  ergiebt 

,_  a  PP 

•^  ""48   0   ' 

folg-lich 

"^"16   0    r       108  0] 
So  lange  a  positiv  ist,  d.  h.  wenn 
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aPP 
e 


108  0' 


oder  nach  Einführung  von 


PI  0 


=  <;--, 


4  e 


worin  a  die  grösste  Biegangsanstrengang  in  der  Mitte  des  Stabes 
bezeichnet, 


f^/gf«*^ 


1) 


80  lange  wird  die  in  Frage  stehende  Bewegung  nach  auswärts 
erfolgen  und  damit  während  des  Vorsichgehens  der  Durch- 
biegung eine  auf  den  Stab  wirkende,  einwärts  gerichtete 
Kraft  R  (vergl.  Fig.  1)  wachgerufen  werden.  Setzen  wir, 
um  zu  erkennen,  ob  diese  Voraussetzung  für  gewöhnlich  zutrifft, 
für  Stahl 

so  findet  sich 

^        r  27.2150000  190    ' 

was  ausnahmslos  der  Fall  sein  wird.  Es  wirkt  also  —  unter  der 
Voraussetzung  kleiner  Durchbiegungen  —  R  thatsächlich  in  dw  be- 
zeichneten Richtung.  Diese  Kraft  ist  für  unbewegliche  Auflager, 
welche  sich  nicht  in  den  Stab  eindrücken,  gleich  der  Reibung,  d.  b. 

sofern  fi  den  Koefficienten  der  gleitenden  Reibung  zwischen  Stab- 
oberfläche und  festem  Auflager  bezeichnet. 
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Drücken  sich  die  Auflager  in  den  Stab  ein,  so  tritt  R  nicht 
hr  als  einfache  Reibung;  sondern  als  weit  grösserer  Wider- 
nd  auf. 

Werden  die  Stützen  von  Rollen  gebildet,  welche  sich  um  feste 
pfen  drehen  können  (Rollenauflager),  so  wird  R  kleiner  als 
}  P  f*  ausfallen. 

Die  Kraft  R  wirkt  nun,  abgesehen  von  ihrem  Einflüsse  auf 
i  Länge  der  Stabachse,  mit  dem  Momente 

Re  =  q,bPiie 2) 

f  den  Stab,  sofern  der  Einfluss  der  Durchbiegung  auf  das  Mo- 
jnt  vernachlässigt  wird.  Für  den  mittleren  Stabquerschnitt  er- 
3bt  sich  alsdann  nicht  das  Moment 

PI 
4  ' 
Qdem 

PZ     •  PI        Pf,e        PI  L       „      e\  ^. 

Beispielsweise  beträgt  für  ^  =  50  mm  und  Z=  1000  mm  die 
3rminderung  des  Momentes 


bei 


/*  =  0,1  /i  =  0,5 

10/  Fv  0/ 

e  =  200  mm     und     /  =  1000  mm, 


bei 


/A  =  0,1  /A  =  0,5 

4  X  20  %. 

Deutlich  zeigt  sich  der  Einfluss  der  verhältnissmässigen  Höhe 
8  Stabes  und  des  Koefficienten  f». 

Werden  feste  Auflager  verwendet,  welche  die  Form  einer 
hneide  haben  und  sich  vielleicht  gar  in  den  Stab  eindrücken, 
►durch  II  einen  verhältnissmässig  hohen  Werth  erlangen  muss,  so 
nn  die  Kraft  R  selbst  bei  nicht  hohen  Körpern  in  erheblicher 
össe  auftreten^). 


')  Aus  diesem  Grande  sollen  der  Biegimgsprobe    zu    unterwerfende    Stube, 
en  Querschnittsabmessungen    nicht    klein    sind    im    Vergleich    zur   Stützweite, 
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n 


Handelt  es  eich  z.  B.  um  die  Ermittlung  der  Anstrengung^ 
eine  Schwelle,  Fig.  2,   beim   Eindrücken    in    die    Bettung    erfUift, 
so  wird  der  Einfluss  der  Reibung,  welche  infolge  der  Durehbiegnug 
zwischen  Bettung  und  Unterfl.lche  der  Schwelle  auftritt,  nicht  obne 
Weiteres  ausser  Acht  gelassen  werden  dürfen.    Auch  bei  gebogeoeD 


Federn,  welche  an  beiden  Enden  aufliegen  und  in  der  Mitte  be- 
lastet sind,  können  infolge  des  mit  der  Pfeilhöhe  der  gebogenen 
Mittellinie  wachsenden  Hebelarmes  der  ßeibnngskräfte  diese  von 
erheblicher  Bedeutung  werden  u,  s.  w. 

Immerhin  aber  werden  es  nur  Ausnahmefillle  sein,  in  denen 
auf  die  im  Vorstehenden  erörterte  Wirkung  der  Reibung  zwischen 
gebogenem  Stab  und  Auflager  Rücksicht  zu  nehmen  ist. 

Schliesslich  sei  noch  daranf  hingewiesen,  dass  bei  —  ancb 
theilweiser  —  Entlastung  des  Stabes  sich  die  Durchbiegung  ve^ 
mindert;  damit  kehrt  die  Kraft  U  ihre  Richtung  und  das  Moment 
Re  seinen  Sinn  um,  die  Biegungabeansprochung  nicht  mehr  ver- 
mindernd, sondern  vermehrend. 


2.   Jiei'  an  den  Enden  drehbar  befestigte  und  hier  durch  Zv^ 

kfüfte   ffcsimnnte  prismtitlsrhe  Stab  wird  durch  die  fftelchmätiig 

über  ihn  rertheilte  Qiterkrnfl.  Q=l>l  bvlastet. 


f'^^^^'^^xxilllaJJ^ 


Wir  denken  uns  den  nach  einem  flachen  Bogen  durchb&Dgen- 
den  Stab  in  der  Mitte    durchschnitten    und    daselbst    eingespannt, 


RoIleDBuflager  erhallen, 
Schrift    dos    Vereines    dei: 
(liigelbsl.) 


3  pBegt.     (Vergl. 
,   S.  244  II.  f..    F 


enilwr  Zeil- 
it^beiucrkDog 


S  46.    Einfloss  von  Kräften,  welche  in  Richtung  der  Stabachse  u.  s.  w.     401 

de  in  Fig.  4  gezeichnet.  Dann  ergiebt  sich  für  den  beliebigen 
m  X  von  der  Mitte  abstehenden  Querschnitt  bei  P  das  biegende 
[oment 


9 

t 

i""' 

^ 

—  J 

«L 

4t 

i 

_i 

1 

y^ 

Uu, 

\ 
1 

K- 

_____ 

_  X ». 

'/.'/ 

H 

-k-- 

^ 

■M 

Fl(.  4. 


/ 


^*=¥t"^~p  *^ 


o; 


-''(ji.-y) 


=if-^^-P<,.-,) 


md  hiermit  unter  Beachtung  von  Gleichung  10,  §  16, 


0   ^y  _pl^        pa?  , 


0  <Py 


px^        pl 


^#-^^+^ -Y+^^^»=^- 


Die  Integration    dieser    DiflFerentialgleichung  liefert  unter  der 
Voraussetzung,  detss  @  und  a  konstant  sind, 


y  =  C\e 


pfr- ^H-^) 


Da  für  X  =  0 


y-  =  f-  =  0, 

dx 


K>    folgt 

C.  B  a  e  b ,  ElMtieitit.    4.  A  ufl. 
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yx=o 


c,^:n_cfErr^ 


X 


«  =  0 


=  0, 


d.h. 


Cj  —  Cj  —  c 
Für  x  =  -x-  ist  il/j  =  0,  somit  q  =  oo,  also 


1  n  '    dPy       n 


demnach 


ff 


y     1= 
'=1 


c 


ttP  * 


=  0, 


*  =  T 


woraus 


6'=  — 


p0 

«p» 

Ferner    muss    für  x  =  0  y  =  0  sein,  womit  aus  Gleichung  i 
unter  Berücksichtigung  der  Werthe  der  Konstanten  folgt 


yQ  = 


_  1  rpP     p& 


P       8 


a 


2p@ 1 


Hiermit    findet    sich    das    biegende  Moment  in  der  Mitte  dei 
Stange,  d.  i.  für  ^  =  ^  ? 


max  (A/J  =^ P  I/o  = 


l       iat 


l       /a  P 


5) 


-  V  r/ 


V 


und  infolgedessen  die  Biegungsanstrengung 
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max  (Mf) 

""  =  — © —  =  ^' 


6) 


Diese  Gleichung  liefert  beispielsweise  für  eine  6  m  lange  Stange 
n  25  mm  Durchmesser,  die  durch  P  =  3000  kg  gespannt  ist,  bei 
nfahrung  von 


.=  ¥,     p=J.  2,5«.  0,0078  =  .^0,04  kg,      a=^^^, 


0=^.2,5*  =  1,914. 
64 


2,5  0,04 


2  l  ^^^^1  .^l/  *««>  .««l/  8000 


3000  »«of^^oooor.i^u  -»•»/ 


2000000  ^^"^  I  f   «000  000.1,914  jr   2000000,1,914 


200 
3 


/"'"2yö;5")=^^'^^s/*i*^"- 


Wie  ersichtlich,  tritt  der  Einfluss  des  zweiten  Gliedes  der 
lammer  ganz  zurück,  so  dass  es  für  den  Fall  grösserer  Länge 
r  Zugstange  und  grosser  Zugkraft  bei  massigem  Trägheitsmoment 
llständig  genagt,  die  Biegungsanstrengung  zu  berechnen  aus 

^6  =  ^1  VTT' '^^ 

i.  die  bereits  in  §  6,  Gleichung  12,  für  den  frei  aufgehängten 
raht  gefundene  Biegungsinanspruchnahme,  wenn  dort  e  durch  e^ 
id  H  durch  P  ersetzt  wird. 

Unter  den  bezeichneten  Verhältnissen  erscheint  hier- 
ch  die  Biegungsbeanspruchung  einer  Zugstange  so  gut 
e  unabhängig  von  der  Spannweite*). 

')  Die  Berechnung  der  Biegangsbeanspruchung,  z.  B.  der  oben  behandelten 
nge  in  der  Weise,  dass  gesetzt  wird 
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In  ähnlicher  Weise  ist  vorzugehen,    wenn  es  sich  nm  an  den 
Enden  eingespannte^  oder  auch  um  schräge  Zugstangen  handelt 


3.   Ein  dünner  Stab  igt  um  eine  RoUe  geschlungen  und  durdk 

Zugkräfte  hetastetf  Fig.  5. 

Die  Beanspruchung  des  Bandes  von  der  Stärke  8^  der  Breite  i, 
also    dem    Querschnitt  f=^b  8^    setzt   sich  zusammen  aus  der  An- 


Flg.  5. 

strengung,  herrührend  von  der  Zugkraft  P,  und  aus  der  Anstreogung, 
welche  dadurch  hinzutritt,  dass  das  Band  um  die  Scheibe  ge- 
schlungen, also  gebogen  werden  muss. 

Die  erstere  Inanspruchnahme  giebt  mit  der  Genauigkeit,  mit 
welcher  gleichmässige  Vertheilung  über  den  Querschnitt  des  Bandes 
angenommen  werden  kann,  die  Zugspannung 

*  08 


pP      0,04.6003  e  TT  ^., 

woraus  folgen  würde 

a^  =^  ^^  1150  kg/qcm, 

ergiebt  somit  eine  durchaus  irrthümliche  Beurtheilung  der  Biegungsanstrengung- 
Sie  vernachlässigt  eben  den  starken,  das  biegende  Moment  vermindernden  Bß- 
fluss  der  Zugkraft  P  (vergl.  Fig.  4)  infolge  der  Durchbiegung. 

Die  erste  dahingehende  Veröffentlichung,  welche  dem  Verfasser  bekioat 
geworden  ist,  rührt  von  J.  Schmidt  her  und  findet  sich  im  Civilingenieur  18^4, 
S.  215  u.  f.  In  neuerer  Zeit  hat  Tolle  den  Gegenstand  eingehend  behandeh: 
Zeitschrift  des  Vereines  deutscher  Ingenieure  1897,  S.  885  u.  f. 
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Die  letztere  Anstrengung  pflegt  in  folgender  Weise  berechnet 
a  werden. 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Querschnitte  des  um  die 
cbeibe  gebogenen  Stabes  senkrecht  zur  gekrümmten  Mittellinie 
^ehen,    erlangen    die    äussersten    Fasern    eine    Länge    «0   (Ä  +  «), 

'ährend  sie  vor  der  Biegung  die  Länge  «0  JÄ  -f-  ^  1  besassen;  sie 

rfahren  also  eine  Verlängerung  um 


«(/?  +  «)  — «lÄ+yj  =(0  *  , 


utsprechend  der  Dehnung 

1 


-TZ-  (O  8 

2  8 


OJ 


R 


8 

'an 


2R' 


omit  der  Spannung 


«  —  ^      *    —  ^  -i-  Q^ 


Bofem  a  den  innerhalb  der  eintretenden  Beanspruchung  als  kon- 
stant vorausgesetzten  DehnungskoefBcienten  bezeichnet. 

Nach  dieser  Rechnung  zeigt  sich  in  den  Querschnitten,  welche 
dem  gekrümmten  Theile  des  Stabes  angehören,  die  in  Fig.  6  — 
mit  übertrieben  gross  gezeichneter  Bandstärke  —  nach  der  Linie 
a6c  dargestellte  Spannungsvertheilung.  Zu  diesen  Biegungs- 
spannungen  tritt  die  von  P  herrührende  Normalspannung  cr^,  wo- 
niit  sich  als  Begrenzungslinio  der  Gesammtspannungen  die  Gerade 
o,  Ä,  c,  und  infolgedessen  a^  -f-  c;^  als  Grösstwerth  der  Inanspruch- 
iiahme  ergiebt. 

Diese  Rechnungsweise  liefert  jedenfalls  für  den  durch  A  B 
gegebenen  Querschnitt  des  Bandes  eine  zu  grosse  Beanspruchung^ 
Xn'e  sofort  aus  folgender  Erwägung  erhellt.  In  dem  durch  den  Um- 
schlingungswinkel  a>  bestimmten  Endquerschnitt  A  B  des  gebogenen 
Stabes  soll  die  Spannungsvertheilung  nach  der  Linie  a^  b^  Ci  herr- 
schen, also  in  der  äussersten  Faser  die  Zugspannung  er.  -H  c;^,  in 


406 


VII.  Beanspruchung  durch  Normalspannusgen  (Dehnungen). 


der  innersten  dagegen  die  Druckspannung  <y^  —  c^,  sofern  (r^<ff| 
ist.  Im  unmittelbar  danebenliegenden  Querschnitt  EF  dagegen 
soll  die  konstante  Zugspannung  (r^  =  bbi  vorhanden  sein.  In 
Wirklichkeit  wird  sich  ein  gewisser  Ausgleich  vollziehen,  derart, 
dass  im  Querschnitt  A  B  die  von  der  Biegung  herrührende  Span- 
nung aussen  und  innen  kleiner  ist,  als  Gleichung  9  angiebt,  d.  h. 
der  Querschnitt  des  Stabes  nimmt  nicht  die  radiale  Lage  ein, 
welche  die  Rechnung  voraussetzt,  bleibt  vielleicht  auch  nicht  ganz 
eben.     Die    Biegungsanstrengung    ist    also    thatsächlich    im   Quer 


Flg.  6. 


schnitt  AB  kleiner,  als  Gleichung  9  angiebt.      Dagegen   wird  sie 


O) 


jedenfalls   in  dem  durch  den  Umschlingungswinkel  ---  bestimmten 

Stabquerschnitt  diese  Grösse  erreichen. 

Für  den  Fall,  dass  die  eine  der  beiden  Zugkräfte  P  grösser 
ist  als  die  andere,  infolgedessen  sich  Reibungskräfte  zwischen 
Band  und  Scheibe  geltend  machen,  kann  durch  diese  eine  mehr 
oder  minder  grosse  Abänderung  der  Spannungsvertheilung  über  die 
Querschnitte  veranlasst  werden  *). 

*)  Es  ist  hier  der  Ort,  auf  eine  häufig  anzutreffende  irrthümliche  Beurthei- 
hing  der  Beansi)ruchung  vou  Bündorn,  Drähten  u.  s.  w.  aufmerksam  zu  machen, 
welche  über  eine  Rolle  oder  Stütze  gebogen  sind. 

Fig.  7  zeigt  die  Einrichtung  einer  ziemlich  verbreiteten  Drahtzerrei»»- 
maschine.     Das  eine  Endo  des  Drahtes  wird  um  einen  Cylinder  geschlungen  und 
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!•  Beanspraehimg  dareh  Sehabspannangen 

(Sehiebangen). 

§  47.    Schab  und  Drehung. 

I  auf  den  geraden  stabförmigen  Körper  wirkenden  äusseren 
ergeben  für  den  in  Betracht  gezogenen  Querschnitt  eine  in 
jn  fallende  Kraft  S  und  ein  Kräftepaar  vom  Momente  M^, 
Sbene  die  Stabachse  senkrecht  schneidet, 
einem  beliebigen  Element  des  Querschnittes  erzeugt  die 
•aft  S  eine  Schubspannung  t^  und  das  auf  Drehung  wir- 
[oment  M^  eine  Schubspannung  r^;  die  Resultante  aus  z^  und 

ines  Backens  gegen  denselben  gepresst.    Das  andere,  durch  Backen  ge- 

)nde    wird    durch    eine   Schraubenspindel  wagrecht  gezogen,    wobei   die 

des  Drahtes  in  dem  Masse  stetig  steigt,  wie  der  Ilebelami  wächst,  an 

das    Gewicht    wirkt.      Nach    üblicher    Auffassung    musste    der 


Fig.  7. 


i  reissen,  wo  er  um  den  Cylindcr  gebogen  ist.      In  der  Kegel 
t  er  jedoch  in  der  geradc-n  Strecke. 

es  Verhalten,  auf  dem  die  Verwendbarkeit  der  Umschlingung  des  Drahtes 
Innung  beruht,  lässt  sich  auf  folgende  Weise  erklären.    Bei  dem  Biegen 
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T^  liefert  die  Inanspruchnahme    in   dem  betreffenden  Querschnitts- 
demente. 

Bei  Beurtheilung  derselben,  sowie  bei  Wahl  der  zulässigen 
Anstrengung  ist  es  von  Bedeutung,  zu  beachten,  dass  sie  nicht  blos 
in  dem  Querschnitt,  sondern  auch  senkrecht  dazu  auftritt  (§30, 
s.  auch  Fig.  5,  §  32,  und  Fig.  6,  Taf.  VII,  bezw.  die  ErörteruDg, 
welche  in  §  45,  Ziff.  1  zur  Einführung  von  ßo  und  in  §  48,  Ziff.  2 
zur  Einführung  von  a^  Veranlassung  giebt). 


1.  KreiaquerschnUt. 

Nach  §  39,  b  ist  die  von  S  herrührende  Schubspannung  am 
grössten  für  die  Umfangspunkte  des  zu  S  senkrechten  Dorcb- 
messers,  und  zwar  beträgt  sie  daselbst 

^  4    S  ^  16    S 
^•~  3    f  ~  371  d"' 

sofern 

die  Grösse  des  Querschnittes  und  d  dessen  Durchmesser  bezeichnet. 


lies  Dnihtes  um  den  verhältnissmässig  kleinen  Cylinder  erfahrt  er  eine  starke 
I »leibende  Krümmung;  die  Beanspruchung  entspricht  auch  entfernt  nicht  lom 
tler  durch  Gleichung  9  bestimmten  Grösse.  Dabei  wird  das  Material  überanstrengt, 
die  Festigkeit  desselben  nimmt  zu,  die  Zähigkeit  dagegen  ab.  Somit  besitzt  ow 
gekrümmte  Strecke  eine  grössere  Festigkeit.  Bei  der  Durchführung  der  Zerreiss* 
probe  selbst  vermindert  sich  die  Zugbelastung  des  auf  dem  Cylinder  liegenden 
Druhtstabes  um  so  mehr,  je  weiter  die  Querschnitte  von  der  Ablaufstelle  entfernt 
liegen.  Das  Reissen  erfolgt  alsdann,  wenigstens  der  Regel  nach,  in  der  geraden 
Strecke. 

Aehnlich  verhält  es  sich  mit  einem  Bremsband,  das  um  die  Bremsscheibe 
gt}schlungen  wird,  oder  mit  dem  Bleche  eines  Kessels,  das  kalt  gerollt  wird,  und 
—  wenn  iiuch  etwas  verschieden  davon  —  mit  dem  Kabel  einer  Kabelbrücke  d», 
wo  dasselbe  auf  den  gewölbten  Lagern  ruht  u.  s.  w. 

Eine   solche   Ueberschreitung   der  zulässigen  Anstrengung  des  Materials  er- 
scheint, bei  ausreichender  Zähigkeit  des  letzteren,  in  den  meisten  Fällen  ebenso, 
wie  z.  B.  das   kalte  Richten    eines   Stabes    aus    zähem    Eisen    unbedenklich;   not 
darf  es  sich  nicht  oft  wiederholen,  jedenfalls  nicht  öfter,  als  es  die  Zähigkeit  des 
Materials  und  dessen  nachherige  Verwendung  gestattet. 


§47.    Schub  uDd  Drehung.  409 

Nach  §  32  ist  fttr   alle  Umfangspunkte    die    durch  M^  wach- 
^mfene  Schnhspannang 

_  16  Mj 

iie  grösste.   Demnach  beträgt  die  resultirende  Anstrengung,  welche 
in  jenen  beiden  Umfangspunkten  den  grössten  Werth  erreicht, 


16  S        16  M^  16     /  S        M^ 


^•"^^^       ^n(P    '     n     (P  n(P    \'i 


2,  KreisringquerschnM  wnv  geringer  WamUtärkef  Fig.  5,  §  39. 
Nach  §  39,  c  ist 


'•=^7' 


nach  §  32 


16  d  M^ 


m< 


^        n^^^d^  —  do'        ^'df 


sofern 


Folglich 


d„=^  /=  J-(d«-rfo'). 


3.  Mechteckiger  Querschnittf  Fig.  2,  §  38. 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  S  senkrecht  zur  Breite  b  wirkt, 
werden  beide  Schubspannungen    am    grössten    in    den  Mitten    der 
langen  Seiten. 
Nach  §  38  beträgt  hier 

_  3    S 
^^~  2   bh  ' 

und  nach  §  34 


410         T^-  Beanspruchung  diireh  Korma! Spannungen  und  Srhobspannmigsu 


9 
2 

Wh 

3     1 
2    th 

1         K 

S  +  3^ 

IX.   Beanspmchnng  dnrch  NormalHpannnngen 
(Delinnngen)  und  Scbabspaiinnngen  (Schiebangen). 

§  4S.    GniSi^te  An^^trengnng    hei  gleichzeitig  vorhaDdener  Drlunif 
(Noniinlspannung)  and  St^biebnng  (Scbubnpaiiniuigl. 

-2.   Begriff  iler  sidtisaiyen  Anntrcngiinff  <les  MaleiHah, 

Bei  den  biaherigen  Betrachtuugen  haben  wir  stillschweigend 
Toransgesetzt,  dasB  hinsichtlicli  des  Begriffs  der  znlttssigen  An- 
strengung ein  Zweifel  nicht  bestehe.  So  lange  nur  Nomialspui- 
nüngen  in  Richtung  der  Stabachse  (Zog,  Druck,  Biegung)  oder 
lediglich  Schubspannungen  (Drehung,  Schub)  vorhanden  sind,  pflegt 
ein  solcher  auch  thatsächlich  uicht  in  die  Erscheinung  zu  treten; 
anders  gestaltet  sich  jedoch  die  Sachlage,  sobald  NormalspanDimgen 
und  Sc  hubspann  im  gen  gleichzeitig  thätig,  oder  senkrecht  20  eis* 
ander  wirkende  Noiinalspannungen  vorhanden  sind.  Dann  kuno  in 
der  That  eine  Unsicherheit  entstehen.  Aus  diesem  Grunde  ist  hier, 
wo  uns  erstmals  gleichzeitig  Normalspannungen  und  Sehubspannnrgen 
entgegentreten,  der  Begriff  der  zulässigen  Anstrengung  zu  erörtern- 

Bei  der  Herleitung  der  Abmessungen  von  Maschinen-  oder 
Eaulheilen,  sowie  von  ganzen  Konstruktionen  aus  den  beanspruchen- 
den Kräften,  sind  drei  Gesichtspunkte  festzuhalten,  sofern  abge- 
sehen wird  von  den  Fällen,  in  denen  Rüclisichten  auf  Herstelluni;. 
Fortschaffung,  Abnützung  u.  s.  w.  massgebend  erscheinen. 

Der  erste  Gesichtspunkt,  welcher  das  bestimmt,  was  der  Regel 
nach  als  znlässige  Änstrcngnng  gilt,  liefert  die  Forderung,  dass 
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a)  (nach  der  Ansicht  der  Einen)  die  Spannung, 
oder 

b)  (nach     der    Ansicht     der    Anderen)     die     verhältnissmässige 
Dehnung 

in  keinem  Punkte  des  Köq)er8  die  höchstens  ftlr  zulässig  erachtete 
Grösse  überschreite. 

Bei  einfacher  Zug-,  Druck-  und  Biegungselasticität,  sowie  bei 
Verbindung  derselben  besteht  —  streng  genommen  allerdings  nur 
im  Falle  der  ünveränderlichkeit  des  Dehnungskoefficienten  —  Pro- 
portionalität zwischen  Dehnungen  und  den  ihnen  entsprechenden 
Kormalspannungen.  In  diesen  Fällen  kommt  deshalb  die  Forderung 
a)  auf  dasselbe  hinaus,  wie  diejenige  unter  b);  denn  multiplicirt 
man  die  höchstens  für  zulässig  erachtete  Normalspannung  mit  dem 
Dehnungskoefficienten,  so  tritt  an  ihre  Stelle  die  höchstens  noch 
für  zulässig  gehaltene  Dehnung. 

Da  bei  einfacher  Drehungs-  und  Schubelasticität,  sowie  bei 
Verbindung  beider  ebenfalls  Proportionalität  zwischen  Schubspan- 
nungen und  den  zugehörigen  Dehnungen  vorhanden  ist  (§  31),  so 
dürfen  auch  in  diesen  Fällen  —  ünveränderlichkeit  des  Dehnungs- 
koefficienten  vorausgesetzt  —  die  Bedingungen  unter  a)  und  b)  als 
zusammenfallend  betrachtet  werden. 

Wirken  dagegen  senkrecht  zu  einander  stehende  Normalspan- 
nungen gleichzeitig,  so  hört  die  sonst  vorhandene  Proportionalität 
zwischen  Dehnungen  und  Spannungen  auf,  wie  in  §7  und  §14  erörtert 
worden  ist,  und  die  Auffassung  nach  a)  fordert  etwas  anderes  als 
diejenige  nach  b).  Die  Erstere  räumt  den  senkrecht  zum  gezogenen 
oder  gedrückten  Stab  wirkenden  Kräften  keinen  Einfluss  auf  die 
zulässige  Anstrengung  ein,  sie  lässt  die  in  §  9,  Ziff.  1,  erörterten 
Versuchsergebnisse  unbeachtet,  sie  belastet  einen  in  Richtung  der 
Achse  gezogenen  und  senkrecht  zu  seiner  Achse  gedrückten  Stab 
ebenso  stark,  als  wenn  diese  Druckkräfte  nicht  vorhanden  wären, 
sie  wählt  die  zulässige  Anstrengung  der  Bleischeibe  Fig.  1,  §  14, 
ebenso  gross  wie  diejenige  der  Fig.  2,  §  14,  obgleich  dieselbe  im 
letzteren  Falle  erfahrungsgeraäss  weit  grösser  genommen  werden 
darf;  für  sie  ist  die  zulässige  Anstrengung  im  Falle  der  Fig.  5, 
§13  (Fig.  3,  §  13),  dieselbe,  gleichgiltig,  ob  r  =  60  mm  oder 
s  =  &  mm,  und  zwar  auch  dann,  wenn  etwa  an  Stelle  des  Stein- 
würfels ein  solcher  aus  Schmiedeisen  träte;    sie    kann    folgerichtig 
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den  in  §  20,  Ziff.  2  besproc}teiieii  EinSass  der  Fasern  auf  einuider 
nicht  anerkennen  u.  s.  f. 

Treten  gleiclizeitig  Normal-  und  Sc  habspann  an  gen  anf,  so  er 
geben  sich  für  den  betreffenden  Punkt  des  Körpera  eine  grönte 
Spannung  und  eine  grüsste  Dehnung;  beide  stehen  jedoch  nicht  in 
dem  Verhältnisse,  wie  einfache  Normalspannnng  und  Debnnng  nach 
Massgabe  der  Gleichung  3  oder  4,  §  2.  Die  Bedingung  unter  a) 
verlangt  deshalb  in  solchem  Falle  auch  nicht  das  Gleiche,  wie  die 
Forderung  unter  b). 

Die  Auffassung  unter  a)  ist  die  ältere  und  erfreut  sich  aDch 
heute  noch  einer  grossen  Verbreitung.  Mariotte  durfte  wohl  der 
Erste  gewesen  sein,  welcher  darauf  hingewiesen  hat,  dass  die 
Dehnung  eine  gewisse  Grenze  nicht  tiberschreiten  soll;  dagegen 
scheint  es,  dass  erst  Poncelet  (vor  sechs  Jahrzehnten)  die 
Forderung  unter  b)  mit  Entschiedenheit  vertreten  und  durch- 
geführt hat. 

Dass  die  Bedingung  unter  a)  in  verschiedenen  Fällen  nicbt 
zutreffend  ist,  erhellt  aus  dem  Krörterten.  Unter  diesen  Umständen 
erachtet  Verfasser  die  Feststellung  des  Begriffs  der  zulässigen  An- 
strengung nach  Massgabe  der  Forderung  unter  b)  für  die  zweei- 
mässigere.  Welcher  Grad  der  Zuverlässigkeit  ihr  innewohnt,  welol» 
Mängel  ihr  anhaften,  wird  durch  ausgedehnte  —  übrigens  erlreb- 
liehen  Schwierigkeiten  begegnende  ^  Versuche  noch  zu  ent- 
scheiden sein. 

Folgerichtig  wäre  hiemach,  mit  zulässigen  Dehnungen  statt 
mit  zulässigen  Spannungen  zu  rechnen.  Da  sich  jedoch  der  Begriff 
der  zulässigen  Anstrengung  als  einer  auf  die  Flächeneinheit  be- 
zogenen Kraft  eingebürgert  hat,  es  auch  keine  Schwierigkeit  bietet, 
zu  jeder  zulässigen  Spannung  eine  entsprechende  Dehnung  za  be- 
stimmen'), so  erscheint  die  Beibehaltung  der  auf  die  Flächeneinbeit 
bezogenen  Kraft  als  Mass  der  zulässigen  Anstrengung  ausführbar 
und  berechtigt.  Nur  ist  hierbei  festzuhalten,  dass  dann  in  den 
Fällen  gleichzeitigen  Vorhandenseins  von  senkrecht  zu  einander 
stehenden  Normalspannungen  oder  von  Normal-  und  Schubspan- 
nungen   an    die   Stelle    der    höchstens    zulässigen    Dehnung   kebe 
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wirkliche,  sondeiii  nur  eine  gedachte  Spannung  tritt,  nämlich 
der  Quotient:  zulassige  Dehnung  dividirt  durch  den  Dehnungs- 
koefficienten.     (S.  Gleichung  3,  7.) 

Der  zweite  Gesichtspunkt  ergiebt  sich  in  der  Forderung,  dass 
die  Gesammtformänderung  des  belasteten  Körpers  innerhalb 
der  Grenzen  bleibe,  welche  durch  den  besonderen  Zweck  desselben 
oder  durch  den  Zusammenhang  mit  anderen  Eonstruktionstheilen 
gesteckt  sind.  Da,  wo  eine  höchstens  zulässige  Durchbiegung, Ver- 
drehung u.  s.  w.  die  Abmessungen  bestimmt,  ist  im  Allgemeinen 
eine  Rechnung  mit  zulässiger  Anstrengung  im  soeben  erörterten 
Sinne  des  Wortes  nicht  mehr  richtig.  Dieselbe  ist  dann  eine 
Funktion  der  Form  und  Grösse  des  in  Frage  stehenden  Körpers. 
(S.  auch  die  erste  Fussbemerkung  zu  §  26,  vierten  Absatz.) 

Der  dritte  Gesichtspunkt  ftlhrt  zu  der  Bedingung,  dass  der 
Körper  gegen  die  etwaige  Wirkung  lebendiger  Kräfte  genügend 
widerstandsfähig  zu  machen  ist.  Hier  wird  besondere  Rechnung 
anzustellen  oder  die  eigenthümliche  Beanspruchung  durch  Vermin- 
derung der  für  die  zulässige  Anstrengung  sonst  üblichen  Werthe 
schätzungsweise  zu  berücksichtigen  sein,  sofern  die  strenge  Rech- 
nung überhaupt  nicht  oder  nur  mit  einem  verhältnissmässig  grossen 
Aufwand  an  Zeit  durchführbar  ist.  —  Jedenfalls  wird  der  zweite 
Weg  da  einzuschlagen  sein,  wo  sich  die  plötzlichen  Kraftäusserungen, 
die  Stösse,  der  rechnungsmässigen  Feststellung  entziehen. 

Die  Anführung  des  zweiten  und  dritten  Gesichtspunktes  an 
dieser  Stelle  bezweckt,  den  Begriff  der  eigentlichen  zulässigen  An- 
strengung des  Materials  nach  Möglichkeit  klar-  und  vor  missver- 
ständlicher Auffassung  sicherzustellen. 


2.   ErtnitUung  der  grössteti  Anstrengung. 

Wir  denken  uns  in  dem  Stabe,  Fig.  1,  ein  Körperelement, 
eine  Faser  AB  CD  von  der  Länge  ÄB  =  CD  abgegrenzt  derart, 
dass  die  in  AD  sich  projicirende  Stirnfläche  mit  dem  in  Betracht 
gezogenen  Stabquerschnitt  zusammenfällt,  während  die  Richtungen 
AB  und  DC  mit    der   Stabachse    parallel    laufen.     In   Fig.  2  sei 
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dieses  Faserstück;  entsprechend  dem  ursprünglichen  Zustande,  d.  I 
vor  der  Inanspruchnahme  des  Stabes^  in  grösserem  Massstabe  darc 
die  ausgezogenen  Linien  dargestellt. 


[ 


M 


Flg.  1. 


Unter  Einwirkung  der  äusseren  Kräfte  dehne  sich  die  Fase 
in  der  Richtung  AB  um 


sofern 


BE  =  KF  =  6.AB, 


BE 
AB 


ÖL 


^^^F^ 


* ^ 


^-:>. 


■-«^     I. 


-^ 


N.  I 


^.^>.s 


Fig.  2. 


die  verhältnissmässige  Dehnung  bezeichnet.  Nach  §  1  muss  siel 
die  Faser  gleichzeitig  senkrecht  zu  ihrer  Achse  zusammenziehen 
Diese  Zusammenziehung  betrage 


wenn 


CK=DG=6,BC, 


CK 
BC 


(vergl.  §  7). 
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Zu  dieser  mit  der  Normalspannung  verknüpften  Formändemng 
tt  nun  die  der  Schabspannung  entsprechende.  Es  verschiebe 
h  der  Querschnitt  EF  (ursprünglich  BC)  um 


EE  =  FJ  =  y.AB 

gen  den  Querschnitt -4 GZ),  sofern  y  die  Schiebung  (vergl.  §28) 
deutet. 

Hierbei  dehnt  sich  die  ursprünglich  AC  lange  Strecke  bis 
r  Grösse  AJ.  Fällt  man  von  J  ein  Loth  JL  auf  die  über  C 
laus  verlängerte  Linie  AC^  so  dass  also  A.  JLA  =  90®  ist,  so 
>iebt  sich  die  Verlängerung,  welche  AC  beim  Uebergang  m  AJ 
fahren  hat,  mit  Rücksicht  darauf,  dass  die  Formänderungen  tiber- 
upt  klein  sind,  angenähert  zu  GL.  Hiermit  wird  dann  die  ver- 
Itnissmässige  Dehnung  fi  der  Strecke  AC 

GL 


AC 


Dieser  Werth  ist  aber  auch  gleich  LMiAB,  sofern  LM\\BA 
irch  L  gezogen  wird;  folglich 


LM 
AB 


-   -  -      • 


f,  erlangt  seinen  grössten  Werth,  wenn  dies  bei  LM  eintritt, 
t  die  ursprüngliche  Faserlänge  AB  als  Eonstante  gilt. 

Zur  Feststellung  von  max  (LM)  führt  nachstehende  Be- 
achtung. 

Mit  N  als  Schnittpunkt   der  Linien  GF  und  AC  findet  sich 


jR  

FN  =  FK+  KN=€.AB  +  KC-^^^^-  ={b  +  €)AB, 


BC 
Ausserdem  ist 


FJ=r    AB. 

Ueber  der  Hypotenuse  NJ  des  durch  FN  und  FJ  bestimmten 
chtwinkeligen  Dreiecks  NFJ  beschreiben  wir  mit  NJ  als  Durch- 
esser und  0  als  Mittelpunkt  einen  Kreis,  welcher  die  Punkte  L 
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und  F  in  sich  enthalten  muss  (wegen  A.  JLN'=  90^  xmi  aJFS 
=  90^).  Man  erkennt  nun  leicht,  dass  LM  seinen  grössten  Wei& 
erreicht;  wenn  L,  auf  dem  Kreisbogen  sich  bewegend,  in  die  doitk 
den  Kreismittelpunkt  0  gehende  Horizontale,  d.  h.  nach  P  gelangt 
Ist  Ol  die  Projektion  von  0  auf  GF^  so  ergiebt  sich 


1 


max  (LM)  =  if 0,  -h  -^ NX 


Wegen 


NF 


KOy  =  NOi  —  NK=  ^ NK 


unter  Beachtung,  dass 


NF=(s-hs)AB, 


AB 
BC 


NK  =  CK4=:^  =  t  .AB, 


infolgedessen 


KO,  =  -^-ie-hs^)AB-s,^AB  =  -^-{s-e^)An: 


und  da 


AV 


=  |/  NF'  ■+-  JF*  =  y(e  -+-  f/  ^ß»  H-  y» .  AB' 


=  AB\/ 


|/  (e  -+-  */  -h  y». 


SO  findet  sich 


max  (LM)  =  ,^  AB  («  -  «^)  -|- -i-^ ß  r(«  +  «^)»  +  y«, 


und  hieraus 


max  -==  max  (f.)  =  -„ 

AB]  2 


-*„-+- ^^  (« -H  O* -H 


.     1) 
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Unter  der  Voraussetzung,  dass  innerhalb  der  in  Betracht  ge- 
^nen  Stabstrecke  senkrecht  zur  Stabachse  Kräfte  von  Bedeutung 
srhaupt  nicht  einwirken,  so  dass  die  verhältnissmässige  Quer- 
sammenziehung 

€    = 

^         m 
jetzt  werden  darf  (§  1  und  §  7),  folgt  zunächst 


max(fi)=— s «H ö V*  -^    — ^-1-     r     •     2) 

i  sodann  (nach  §  2,  Gleichung  2,  bezw.  §  31,  Gleichung  3)  mit 


€  =  a  Cj 


y  =  a  r  =  z  a x 

m 

max  (fi)  =  a    — ■ a  H J^-f-  4  %A  . 

\     2m  2  m  / 

Hierdurch  ist  die  Grösse  von  max  (fj  und  damit  nach  Ziff.  1 
c^fa  die  grösste  Anstrengung 

3  Materials  festgestellt. 

Der  im  Vorstehenden  zur  Bestimmung  der  Letzteren  be- 
^rittene  Weg  wurde  nach  Wissen  des  Verfassers  zuerst  von 
>ticelet  eingeschlagen*). 

Wie  aus  dem  Gange  der  Entwicklung  folgt,  setzt  die  Glei- 
Ung  3  voraus,  dass  die  Fasern,  aus  denen  der  Stab  bestehend 
•dacht    werden    kann,    auf    die    ganze  Erstreckung    weder  einen 


')  Die  Ableitung  aus  den  allgemeinen  Glüichiingen  der  Elasticitätslehre  findet 
:h  im  §  69. 
C.Baeb,  Elantlettät.    4.  Aufl.  27 
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Zug,    noch    einen  Druck,    noch  einen  Querschub  aufeinander  aus- 
üben, also  auch  nicht  von  aussen  empfangen. 

Was  die  Richtung  anbetriflFt,  in  welcher  die  grösste  Anstren- 
gung stattfindet;  so  erkennt  man^  dass  diese  mit  der  Verbindungs- 
linie der  Punkte  N  und  P,  d.  h.  mit  NP  zusammenßlllt.  Wird 
nun  berücksichtigt,  dass  A.  FNP  =  ip  wegen  FP  =  PJ  die  Hälfte 
von  A.  FNJ  ist  und  dass 


ig  A.  FNJ=  --=-  = =-z.- , 

NF  {s'^e^)AB 

so  findet  sich 

tg2y=— £ =  -:j-— '-  .      ...     4) 

Hiermit  erscheint  die  durch  (p  gegenüber  der  Stabachse  (Rich- 
tung der  Normalspannung)  festgelegte  Richtung  ACy  in  welcher 
die  Dehnung  ihren  grössten  Werth  erlangt,  bestimmt. 

Mit 

€  =  a  <f,       y  =  ^  a r 

m 


wird 


tg2a)=---V- =2-""- 5) 


Für  T  =  0  ergiebt  sich  <f  =  0,  d.  h.  die  grösste  Dehnung  findet 
dann  in  Richtung  der  Stabachse  statt,  wie  ohne  Weiteres  klar  ist. 
Für  er  =  0  wird 


y  =  -2-  =  45'', 


wie  bereits  in  §  31,  Ziff.  1,  festgestellt  wurde. 
Für  T  =  0  ergiebt  Gleichung  3 


und  für  a=0 


max  |-— I  =  er 


€t\  m  -+-  1 

max  I—      == r. 

a  /  «i 
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Biemach  entspricht  die  Schnbepannung  t  allein  einer  Dehnung 

OT,  I 

rend  die  Normalapannung  a  mit  einer  solchen  im  Betrage   von 
a  a 

rknüpft  ist.  Bei  gleicher  Grösse  der  beiden  Spannungen  ergiebt 
b  die  erstere  Dehnung  im  Verhültniss  von  (m  -i-  1) :  m  bedeuten- 
■,  als  die  Letztere.  Soll  die  Dehnung,  d,  h.  die  Anstrengung,  in 
den  Fallen  die  gleiche  sein,  so  muss  r  im  Verhaltniss  von 
:(m-+-l)  weniger  betragen  als  a,  wie  bereits  aus  dem  in  §31 
irterten  hervorgeht'). 

Die  Gleichnng  3  setzt  voraus,  dass  das  Material  in  allen 
nkten  des  KOrpers  nach  allen  Richtungen  hin  gleich  beschaffen 
Itrop)  ist.  Diese  Voraassetzung  trifft  nun  nicht  immer  zu,  wie 
e  z,  B.  bei  Walzeisen  der  Fol!  ist,  dessen  Widerstandsftihigkeit 
nentlich  gegenüber  Schnbspannungen  in  Ebenen,  parallel  zur 
'alzricbtung  und  senkrecht  zur  Richtung  des  beim  Walzen  aus- 
ibten  Druckes,  sich  vergleichsweise  erheblich  geringer  erweist, 
derartigen  Fallen  ist  es  natürlich  unzutreffend,  den  Eiofluss  der 
BhßiiDg  B,  welche  einer  bestimmten  Schubspannung  entspricht, 
iDÜber  derjenigen  Dehnung,  welche  bei  Normalspannungen  als 
istens  zulässig  erachtet  wird,  nach  Massgabe  der  Gleichung 


betirtheilen.     Dann  i 


I  vielmehr  die  Beziehung 


ir  Einfahrung  in  die  Gleichung  2  eine  Berichtigung  oder  Er- 
Dznng  erfahren,  am  einfachsten  durch  Multiplikation  mit  einem 
»efficienten  oa,  welcher  ganz  allgemein  die  Aufgabe  haben  soll, 
1  Umstände  Rechnung  zu  tragen,  daes  die  zulässige  Schuh- 
KDQting  zur  zulässigen  Normalspannung  für  die  zwischen  4  und  3 
l^de  Grösse  m  nicht  immer  in  dem  Verhältnisse 

/  lli*  tiialslchlicheD  Anstrengungen  Terhnlten  sich  liiernucli  nielil  wie 
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7n  :  (m  -f-1)  =  4  :  5  bis  3  :  4  =  1  : 1,25  bis  1  : 1,33 
steht.     (S.  auch  Gleichung  5,  §31.) 


Mit 


m-f-1 

y  =  2  a a«  t 

m 


geht  Gleichung  3  über  in 

€i\  VI  —  1  m  -{-  1    1/ — z 7-7 ^ 

max  I—    =  — ^ a  H ^ K  er'  -h  4  (ofo  t)" 

a  j  2  m  2  m 

zulässige  Anstrengung  bei  Normalspannung  in  kg 

m  "T"  1 

zulässige  Anstrengung  bei  Schubspannung  in  kg 


V) 


Mit  Rucksicht  hierauf  werde  Oq  als  das  Verhältniss  der  zu- 
lässigen Anstrengungen  ftlr  den  gerade  vorliegenden  Fall,  oder 
kurz  als  Anstrengungsverhältniss  bezeichnet. 

Setzt  man,  dem  heutigen  Stande  der  Versuchsergebnisse  ent- 
sprechend und  in  der  Absicht,  zu  runden  Zahlenkoefficienten  zu 
gelangen, 

10 
m  =  -  3-   , 

so  gehen  die  Gleichungen  7  über  in 

max  {-']  =0,35  er -h  0,65  I/äM^T(ao~iy 


zulässige  Anstrengung  bei  Normalspannung 

°       1,3  zulässige  Anstrengung  bei  Schubspannung 


.    .   8) 


Der  Unterschied,  welcher  sich  hinsichtlich  der  Anstrengung 
max  1  *  ergiebt,  je  nachdem  man  m  =  3  oder  m  =  4  oder  eimen 
dazwischen  gelegenen  Werth  setzt,  ist  übrigens  unbedeutend. 

')  S.  des  Verfassers  Maschinenelemente,  1881,  S.  11,  207,  208,  210,  211, 
216  u.  s.  f..  1891  92,  S.  22  u.  f.,  330,  331  11.  s.  f.,  1901  (8.  Aufl.),  S.  26  u.  f. 
S.  447  u.  s.  \v. 
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Durch  die  Feststellung  in  den  Gleichungen  7  und  8  erfüllt 
der  Koefficient  Uq  nicht  blos  seinen  Zweck  beim  Mangel  allseitiger 
Gleichartigkeit  des  Materials,  sondern  auch  dann,  wenn  die  Werthe 
für  die  beiden  zulässigen  Anstrengungen  aus  anderen  Gründen 
nicht  in  dem  Verhältnisse  (m  -+-  1) :  m  stehen.  Das  wird  bei  vor- 
handener Isotropie  des  Materials  allgemein  dann  der  Fall  sein^ 
wenn  die  gleichzeitig  auftretenden  Normalspannungen  und  Schub- 
spannungen nicht  gleichartig  sind,  beispielsweise  dann,  wenn  die 
erstere  eine  fortgesetzt  wechselnde  ist  (Biegungsanstrengung  einer 
sich  drehenden  Welle  u.  s.  w.),  während  die  Letztere  als  unver- 
änderlich gelten  kann  (Drehungsanstrengung  derselben  Welle  bei 
Ueberwindung  eines  konstanten  Arbeitswiderstandes)  u.  s.  f.^). 

Bei  Entwicklung  der  grundlegenden  Beziehungen  1  bis  3  war 
in  Uebereinstimmung  mit  der  hierfür  entworfenen  Figur  2,  S.  414, 
angenonunen  worden,  dass  die  Dehnung  e  (die  Normalspannung  er) 
in  Richtung  der  Stabachse  eine  positive  sei,  entsprechend  einem 
an  der  betreffenden  Stelle  wirkenden  Zug.  Ist  das  Entgegen- 
gesetzte der  Fall,  erfährt  der  Stab  in  Richtung  seiner  Achse  eine 
Zusammendruckung,  d.  h.  sind  e  und  <f  negativ,  so  führt  die 
gleiche  Betrachtung  zu  dem  Ergebniss 

(f  i  \        m  —  1             m  -H  1   ,/-^ T-ö  o  \ 
-]  =  — ^ er  H ^- Kcr'  +  4  t\      .     3  a) 
a  I           2  m                  2  ni 

Hierbei  ist  a  nur  mit  seiner  absoluten  Grösse  einzusetzen. 
Diese  Gleichung  unterscheidet  sich  von  der  Beziehung  3  lediglich 
dadurch,  dass  hier  die  grösste  Anstrengung  als  Druck bean- 
spruchung  erscheint,  während  sie  dort  als  Zuginanspruchnahme 
auftrat.  Dementsprechend  treten  an  die  Stelle  der  Gleichungen  7 
und  8  die  Beziehungen 


bezw. 


(€i\        m  —  1  m  +  1   t/-i, T—/ ^       «   N 


max  j ^  j  =  0,35  a  -f-  0,65  Va""  +  4  (a«  %)\    .     8  a) 


')  S.  des  Verfassers  MaschinenelemeDte,  1881,  S.  18  u.  f.,  1891  92,  S.  31  n.  f., 
1901  (8.  Aufl.),  S.  40  u.  f. 
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Neben  dieser  Druckbeanspruchung,  wie  sie  hierdurch  bestimmt 
ist,  wird  unter  Umständen  noch  eine  grösste  Zuganstrengung  mass- 
gebend sein  können,  nämlich  dann,  wenn  die  positive  Dehnnng, 
welche  der  Schiebung  y  entspricht  (vergl.  §  31,  S.  284),  die  Zu- 
sammendrückung, welche  mit  der  negativen  Normalspannung  in 
Richtung  der  Stabachse  verknüpft  ist,  bedeutend  überwiegt.  Diese 
grösste  Zuganstrengung,  welche  dann  gleichzeitig  mit  der  grössten 

Druckbeanspruchung  maxi ^-1  auftritt   und   die  mit    max  — 

bezeichnet  sei,  kann  in  gleicher  Weise  ermittelt  werden,  wie  oben 
die  Gleichungen  1  bis  3  gefunden  wurden,  oder  man  kann  sie 
unmittelbar  aus  Gleichung  3  ableiten,  indem  in  der  Letzteren  ^ 
negativ  gesetzt  wird.     Auf  beiden  Wegen  ergiebt  sich 

B^\  m — 1  m-hl   1/-S 1—5       oix 


und  damit  nach  Gleichung  7  und  8  * 

max  \I^=-'^^„+J^l.  j'a»  +  4(«o.)«,      7b) 


a 


2  m  2  m 


max 


|-^j  =  —  0,35  a -h  0,65  I^a^ -h  4  («0  t)-.     .     .    8b) 


In  diese  Beziehungen  ist   a  natürlich  nur    mit    seiner  Grösse 
ohne  Rucksicht  auf  das  Vorzeichen  einzuführen. 

Der    absolute  Werth  von   max  j -1  ist  nach  Gleichung  38 

allerdings  grösser  als  derjenige,  welchen  Gleichung  3  b  fär 
max  -^j  liefert.  Da  aber  die  zulässige  Zuganstrengung  in  manchen 
Fällen  bedeutend  geringer  zu  sein  pflegt  als  die  zulässige  Druck- 
inanspruchnahme, so  kann  trotzdem  max   —^1  massgebend  werden. 


§  49.    Zug  (Druck)  und  Drehung. 


423 


§  49.    Zug  (Druck)  und  Drehung. 

Die  auf  den  geraden  stabförmigen  Körper  wirkenden  äusseren 
Kräfte  ergeben  für  den  in  Betracht  gezogenen  Querschnitt  eine  in 
die  Richtung  der  Stabachse  fallende  Kraft  P  und  ein  Kräftepaar 
vom  Momente  ilf,,  dessen  Ebene  die  Stabachse  senkrecht  schneidet. 

In  einem  beliebigen  Element  des  Querschnitts  von  der  Grösse/ 
wird  durch  die  Zugkraft  P  eine  Normalspannung 


cr  = 


/ 


wachgerufen,  während  das  auf  Drehung  wirkende  Moment  M^  eine 
Schubspannung  t  erzeugt,  welche  nach  den  §§  32  bis  36  zu  be- 
stimmen ist.  Da  a  für  alle  Punkte  des  Querschnittes  als  gleich 
gross  aufgefasst  werden  darf,  so  tritt  die  bedeutendste  Anstrengung 
da  auf,  wo  t  seinen  grössten  Werth  erlangt. 

Nach  den  Gleichungen  7,    §  48,    ergiebt  sich  mit  k^  als  zu- 
lässiger Zug-  und  k^  als  zulässiger  Drehungsanstrengung 


m —  1 


—     2w 


«0  = 


m  -h  1 


m 


mH-  1 


|/a' 


4  («0  T)^ 


1) 


und  mit  m  = 


10 


k  > 0,35  ff -f- 0,65  JV+  4  («„ »)', 


«0 


1,3  i 


■     .     2) 


Wirkt  P  nicht  ziehend,  sondern  drückend,  so  wird  a  negativ, 
infolgedessen  nach  Gleichung  8a,  §  48,  zunächst  die  mit  k  als 
zulässiger  Druckanstrengung  giltige  Beziehung 
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k  >  0,35  ff  -h  0,65  Va^  ■+-  4  («o  f)\ 


«0  = 


1,3  A 


3) 


und  sodann  auch  nach  Gleichung  8  b,  §  48,  die  Forderung 


/fc,  >  —  0,35  ff  -f-  0,65  Kff»-f-  4  («0  *)», 


k 


«0  = 


1,3* 


d 


.     .    3a) 


befriedigt  sein  muss.     Hierbei    ist   vorausgesetzt,    dass  Rücksicht- 
nahme auf  Knickung  (§  23)  nicht  nöthig  wird. 

Die  Werthe  von  r  können  unmittelbar  aus  der  Spalte  3  der 
Zusammenstellung  des  §  36  entnommen  werden ,  sofern  k^  durch  i 
ersetzt  wird.  Die  Normalspannung  a  tritt  nur  mit  ihrer  absoluten 
Grösse  in  die  Beziehungen  1  bis  3a  ein. 


§  50.   Biegung  und  Drehung. 

Die  auf  den  geraden  stabförmigen  Körper  wirkenden  äusseren 
Kräfte  ergeben  für  den  betrachteten  Querschnitt  zwei  Kräftepaare, 
das  eine  (biegende)  vom  Momente  M^  und  das  andere  (drehende) 
vom  Momente  M^\  die  Ebene  des  ersteren  schneidet  den  Quer 
schnitt,  diejenige  des  letzteren  die  Stabachse  senkrecht. 

In  einem  beliebigen  Punkte  des  Querschnitts  verursacht 

^/^  eine  Normalspannung  a,  welche  nach  §  16  oder  §  21  festzu- 
stellen ist, 

M^  eine  Schubspannung  r,  deren  Bestimmung  nach  den  §§  32 
bis  34  zu  erfolgen  hat. 

Die  für  den  betreffenden  Punkt  resultirende  Anstrengung  er- 
giebt  sich  alsdann  aus  Gleichung  7,  §48.  Bezeichnet  k^  die  zu- 
lässige Biegungs-    und  k^    die    zulässige  Drehungsanstrengung,  so 

gut  mit  m  =  — ^ 
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k.  >  0,35  c  +  0,65  K  a^  -h  4  (ao  xf, 


b 

«0  = 


1,3  k 


.     .     .     1) 


Natnrgemäss  sind  er  und  t  für  denjenigen  Querschnitt  und  hier 
p  denjenigen  Punkt  einzufahren,  für  welchen  die  rechte  Seite 
n  grössten  Werth  erlangt. 


1.  Kreißquerschnitt, 

Hier  fallen  die  Punkte  der  grössten  Normalspannung 

a=  —  -^  (Gleichung  12,  §  16  und  Gleichung  5,  §  17) 
nd  die  Punkte  der  grössten  Schubspannung 

T  =  ^  -^  (Gleichung  3,  §  32) 
usammen,  folglich 


322 
n  cP 


*6>  :5^[0;35M,4-0,65J/3/,«  +  («oA/,)'].    .    .    2) 


Auch    für  den  Kreisringquerschnitt   findet   dieses  Zusammen- 
%Ilen  statt. 


2.  EUipHacher  QuerschniU,  Fig.  2,  §  33. 

a)  Die  Ebene  des  biegenden  Kräftepaares  läuft  parallel 

zur  kleinen  Achse  der  Ellipse. 

Die  grösste  Kormalspannung 

4    M, 
n    ab* 
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tritt    hier    auf  in    den    Endpunkten  B   der   kleinen  Achse  (Glei- 
chung 12,  §  16  und  7,  §  17). 

Die  Schubspannung  erlangt  ihren  Grösstwerth 

2    3/, 


7t  ab^ 

an  denselben  Stellen  (Gleichung  6,  §  33). 

Hiernach  findet   die  grösste  Anstrengung  in  den  Punkten  B 
statt.     Demgemäss  ergiebt  sich  aus  Gleichung  1 


k,>  -—[0,35m, -h 0,65 iTMj^hMdJ].     .    3) 


'6:^  n   ab 


b)    Die  Ebene  des  biegenden  Kräftepaares   läuft  parallel 

zur  grossen  Achse  der  Ellipse. 

Die  Normalspannung  besitzt  ihren  Grösstwerth  in  den  End- 
punkten A  der  grossen  Achse,  während  die  Schubspannung  in  den 
Endpunkten  B  der  kleinen  Achse  am  grössten  ausfallt.  Infolge- 
dessen muss  zunächst  ermittelt  werden,  an  welchen  Stellen  die 
grösste  Anstrengung  eintritt. 

Dass  dieselben  auf  dem  Umfange  liegen,  ist  ohne  Weiteres 
klar.  Nun  ist  nach  Gleichung  11,  §  16,  die  Normalspannung  er  im 
Abstände  z'  von  der  kleinen  Achse 

O  t  Ol 

a=      ~  z  = z 

4 

und  nach  Gleichung  5,  §  33,  die  vom  drehenden  Moment  ver 
ursachte  Schubspannung  in  den  um  z  von  derselben  Achse  ab- 
stehenden Umfangspunkten 

n   ab-  i    \  b  ]         \  a  /     \a 
oder  unter  Beachtung,  dass 
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i)^  =  ^  -  f ^)^ 


7»  a  i»  r  a* 


-Z.7. 


Hieraas  ergiebt  sich  die  Anstrengung  in  den  durch  z  bestimmten 
Umfangspunkten  zu 


.N  =  o...l^..o,e5y(i^.)V(i.% 


--.)■--". 


na?  b 


o,a5..o,e5y..^(ft~)'(::^..)] 


...     4) 

6 


Dieser    Ausdruck    erlangt    seinen  Grösstwerth  für  den  durch 


max 


bestimmten  Werth  z'o,  womit  dann 


4Af4 


•i      I  \f  \i 


0^^  +  0,65y(6)^(-...,)(l..""-i!,,)|.5) 


Zweckmässiger  Weise  wird  zur  Feststellung  der  grössten  An- 
strengung auch  in  der  Weise  vorgegangen  werden  können,  dass 
man  aus  Gleichung  4  für  verschiedene  Werthe  von  z  die  An- 
strengungen ermittelt;  diese  dann  in  den  zugehörigen  Abständen 
als  Ordinaten  aufträgt^  wie  dies  in  §  52  unter  a)  und  b)  für  den 
Fall  der  Beanspruchung  auf  Biegung  und  Schub  geschehen  ist 
(Fig.  2  und  3,  §  52),  und  aus  dem  Verlaufe  der  so  gewonnenen 
Kurve  die  grösste  Ordinate  mit  der  Sicherheit  bestimmt,  welche 
das  zeichnerische  Verfahren  gestattet. 
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3,   BechtecMger  QtierschntU,  Fig.  3,  §  34. 

a)    Die  Ebene  des  biegenden  Kräftepaares  läuft  parallel 

zur  kurzen  Seite  des  Rechtecks. 

Hier  fallen  die  Stellen  der  grössten  Dehnungsanstrengung  r, 
d.  s.  die  Mitten  der  langen  Seiten,  auf  solche  der  grössten  Biegangs- 
anstrengung  er,  d.  s.  sämmtliche  Punkte  der  langen  Seiten. 

Wegen 

a=Q  ~  (Gleichung  12,  §  16,  und  2,  §  17), 

T  =  4,5  -7^  (Gleichung  4,  §  34) 

ergiebt  sich  nach  Gleichung  1 

6 


K  >  -^  [0>35  M,  -f-  0,65  VM,^  +  (1,5  oo  M^f]  .     .    6) 

und  für  das  Quadrat  mit  h  =  b 

6 


i,>-^[0,35  3/, +  0,65KA/,»-h(l,5croAW     •     •    '') 


b)  Die  Ebene   des  biegenden  Kräftepaares   läuft  parallel 

zur  langen  Seite  h  des  Rechtecks. 

Hier  erlangen  a  und  r  ihre  Grösstwerthe  nicht  in  den  gleichen 
Punkten  (o*  wird  am  grössten  in  den  kurzen  Seiten,  %  dagegen  in 
den  Mitten  der  langen  Seiten),  infolgedessen  in  derselben  Weise 
vorzugehen  ist,  wie  unter  ZiflF.  2,  b  für  den  elliptischen  Querschnitt 
angegeben  wurde. 

c)  Die  Ebene  des  biegenden  Kräftepaares  hat  keine  der 

beiden  unter  a  und  b  bezeichneten  Lagen. 

Für  ein  beliebiges,  durch  y  und  z  bestimmtes  Querschnitts- 
element betrug  die  Biegungsanstrengung  o*  nach  §  21,  Ziff.  2,  mit 
den  daselbst  gebrauchten  Bezeichnungen 
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e.^l^bh^, 


0,  =  ^6»Ä, 


die  DrehuDgsanstrengung  t  folgt  aas  §  34 


=  Vt^-^ 


'zJ 


und  nach  Einführang  von 


Af. 


'.=  ^6^ 


M. 


'.=»6.ii' 


=^^/[-mTf^ 


?^-f- 1 


M  1  A*  • 


8) 


9) 


Diese  Werthe  von  o*  und  t  sind  nun  in  die  rechte  Seite  der 
Gleichung  1  einzufuhren,  hiermit  die  Punkte,  in  denen  dieser  Aus- 
druck seinen  Grösstwerth  erlangt,  zu  ermitteln  und  sodann  der 
Letztere  selbst  zu  bestimmen,  wie  dies  unter  ZiflF.  2,  b  für  den 
Fall  des  elliptischen  Querschnitts  angedeutet  worden  ist. 

Hier  fuhrt  das  am  Schlüsse  von  Ziff.  2,  b  angedeutete  zeich- 
nerische Verfahren,  den  Verhältnissen  der  vorliegenden  Aufgabe 
entsprechend  angepasst,  zu  einer  verhältnissmässig  raschen  Lösung^). 


*)  Die  vorliegende  Aufgabe  ist  beispielsweise  zu  lösen  bei  der  Berechnung 
einer  Dampf maschinenkurbel.  In  des  Verfassers  Maschinenelementen,  1891/92, 
S.  474  u.  f.,  1901  (8.  Aufl.),  S.  636  u.  f.,  findet  sich  diese  Berechnung  vollständig 
durchgeführt.  Ausser  den  Schubspannungen,  welche  durch  das  drehende  Moment 
hervorgerufen  werden,  sind  dabei  auch  noch  die  von  der  Schubkraft  veranlassten 
Spannungen  berücksichtigt. 


1 
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§  51.    Zag  (Druck)  and  Schub. 

Die  äusseren  Kräfte  liefern  für  den  in  Betracht  gezogenen 
Querschnitt  /  eine  in  die  Richtung  der  Stabachse  fallende  Zug- 
kraft P  und  eine  diese  senkrecht  schneidende  Kraft  iS. 

Die  mit  P  verknüpfte  und  in  allen  Punkten  als  gleich  an- 
genommene Normalspannung  beträgt 


/ ' 


die  durch  S  wachgerufene  Schubspannung  unter  Bezugnahme  auf 
Fig.  1,  §  39,  und  mit  den  in  §  39  aufgeführten  Bezeichnungen 
nach  Gleichung  2,  §  39,  allgemein  in  dem  durch  y  oder  ij  be- 
stimmten Umfangspunkte 


2ycos<p'  & 

Massgebend    ist  der  grösste  Werth,    welchen  t  erreicht,   also 
beispielsweise 

für  den  Kreis        t  = 


—  cP 
4 


3    S 
für  das  Rechteck  i:=  — 


2   bh  ' 

Nach  Gleichung  8,    §  48,    folgt    alsdann  mit  k^  als  zulässiger 
Zuganstrengung  und  k^  als  zulässiger  Schubanstrengung 


k^  >  0,35  (X  -+-  0,65  K  a^  4-  4  («o  ^)' 

k 


«0  = 


1,3  Ä:  ' 


.     .     .    1) 


wobei  die  Punkte  der  grössten  resultirenden  Anstrengung  diejenigen 
sind,  in  denen  die  Schubspannung  den  grössten  Werth  erlangt. 
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Wirkt  P  drückend  (Fall  der  Knickung,  §23,  ausgeschlossen), 
so  müssen  die  aus  den  Gleichungen  8  a  und  8  b,  §  48,  folgenden 
Beziehungen 


*>0,35  (r4-0,65l/(T'  -h  4  {a^%)\ 
k 


ar 


1,3  k, ' 


la) 


and 


K> 

—  0,35 

ff  -+-  0,65  V'?~ 

+ 

4(ao 

'^)', 

«0  = 

1,3  k. 

befriedigt 

sein. 

Ib) 


§  52.    Biegung  und  Schub. 

Die  auf  den  geraden  stabförmigen  Körper  wirkenden  äusseren 
Kräfte  ergeben  für  den  betrachteten  Querschnitt  ein  Kräftepaar  AJ^ , 
dessen  Ebene  den  Querschnitt  senkrecht  schneidet,  und  eine  in  den 
Letzteren  fallende  Kraft  S, 


1.   Anstrengv/ng  des  MiUerials. 

In  einem  beliebigen  Querschnittselement  veinirsacht 
J/^  eine  Normalspannung  er,  welche  nach  §  16  oder  §  21  festzu- 
stellen ist, 
S  eine  Schubspannung  r,  zu  deren  Bestimmung  die  Gleichung  3, 
§  39,  zur  Verfügung  steht. 
Da    die  Letztere   unter  der  Voraussetzung  entwickelt  wurde, 
dass  die  Schubkraft  jS  in  eine  Symmetrielinie  des  Querschnitts  fillt, 
Bo  muss  auch  hier  diese  Beschränkung  bezüglich  der  Lage  von  S 
getroffen  werden.    Demgemäss  wurde  vorausgesetzt,  dass  der  Quer- 
schnitt symmetrisch  ist  und  dass  die  Ebene  des  biegenden  Kräfte- 
paares M^  den  Querschnitt  in  der  Symmetrielinie  schneide.    Dann 
folgt  nach  §  16  und  §  39  unter  Bezugnahme  auf  Fig.  1,  §  39,  so- 
wie mit  den  daselbst  gewählten  Bezeichnungen: 
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für  die  in  allen  um  ^  von  der  wagrechten  Schwerlinie  abstehenden 
Qnerschnittselementen  gleich  grosse  Normalspannung 


(r  = 


& 


und    für  die  in  den  Umfangspankten  P"  P"  ihren  Grösstwerth  tt- 
langende  Schubspannung 

%    ^= • 

2y  cos  (f    & 

Demnach  mit  i^  und  k^  als  zulässiger  Biegungs-  bezw.  Schub- 
anstrengung aus  Qleichung  8,  §  48,  die  grösste  Anstrengung  in 
diesen  Punkten 


ij  >  max 


a 


0,35   -  -  fi  +  0,65 


0^ 


M_ 


12^  cos  ^'  0 


«0 


CTi 


0 


1,3  Ar.  • 


1) 


Hierbei  ist  derjenige  Querschnitt  in  Betracht  zu  ziehen,  sowie 
für  ri  derjenige  Werth  einzuführen,  wodurch  der  Ausdruck  auf  der 
rechten  Seite  seinen  Grösstwerth  annimmt,  und  zu  beachten,  dass 
im  Allgemeinen  S  und  M^  nicht  in  ein  und  demselben  Querschnitt 
ihre  Gross twerthe  zu  erlangen  brauchen. 

a)  Kreisquerschnitt,  Fig.  4,  §  39. 
Unter  Voraussetzung  der  durch  Fig.  1  dargestellten  Belastungs- 
weise  ergiebt  sich 


Flg.  i. 
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M^=  Sl 


i  mit 

n 


0  =  —  i^^j  17  =  r  sin  y', 


Sl        .      ,        4    5/., 
0*= r  sm  (p  = 8in(p. 


Qemäss  §  39,  Qleiclmng  6,  ist 


4     5 

Q     -j  cos  y 


nit  nach  Gleichung  8,  §  48 


k.  >max  (  — 


0^35  „  -^  ßii^  y'  +  0,65  /  r-  ^  Bin  y'l  +  4  I -^  «o  ~^  cos y '|   , 


0,35  sin  y'  -f-  0,65  V  sin^  ^  +  rö~  ^0  y  cos  y'j     . 


Wird  hierin  das  Anstrengungsverhältniss  ofo=l  gesetzt,  d.  h. 

i^  =  1,3  i^       oder       i^  =  0,77  k^^ , 

id  ausserdem  die  von  dem  biegenden  Moment  herrührende  Nor- 
alspannung 

4^ 

eiche,  in  der  äussersten  Faser  stattfindend,  die  massgebende 
nstrengung  sein  würde,  wenn  die  Schubkraft  gleich  Null  wäre, 
irch  (T^  ersetzt,  so  findet  sich 

CBaeh,  Elaatidtftt.    4.  Aafl.  28 
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k,  >  max  |— ^ 


=  0*. 


0,35  sin  (p  +  0,65  ]/sin«  y'  +  [y  y  cos  y'jl .      2) 


Behufs    Gewmnnng    eines    Urtheils    über    das    Gesetz,    nach 
welchem  sich  die  resultirende  Anstrengung  mit  -y-  und  <p  Ändert, 

werde  dieselbe  für  verschiedene  Werthe  von  -r-    und   (f   ermittelt 


„)    l  =  r=-^. 


Aus  Gleichung  2  wird 


max  |-  -|  =  c, 


0,35  sin  (p  4-  0,65  l/sin«  y' 


cos 


.)■] 


und  damit 


für  (p  =  0" 


sin  <p  =  0,25      max  —  =  0,54  ff. 


(f'  =  30' 


<f'  =  45' 


cf-  =  60» 


y/  =  90" 


uiax 

v) 

max  j 

« 

max 

1«, 

max 

l«/ 

max 

(") 

max 

=  0,43  ff.  im  Punkte  0,  Fig.  2, 


=  0,67  ff, 


=  0,80  ff. 


=  0,91  ff, 


1, 


2, 


3, 


4, 


-'    =l,00ff, 


5, 
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Wir  ziehen  durch  die  Kreispunkte  0,  1,  2,  3,  4,  5,    Fig.  2, 


Fig.  ». 


wagrechte  Gerade  und  tragen  alsdann  von  den  Punkten  0,  O^,  Og, 
O3,  O4,  O5  des  senkrechten  Halbmessers  0  O5  die  Strecken 


OAo  =  0,43,  Ol  A,  =  0,54,  0^-4,  =  0,67, 


03^3=0,80,  O^A^  =  0,91,  05^5  =  1,00 


auf  und  erhalten  so  in  der  Schaulinie  Aq  A^  A^  A^  A^  A^,  ein  Bild 
über  das  Gesetz,  nach  welchem  sich  die  von  a  und  %  herrührende 
Anstrengung  von  Punkt  zu  Punkt  des  Umfanges  ändert.  Im 
Punkte  0  ist  er  =  0,  und  deshalb  %  allein  massgebend,  im 
Punkte  5  dagegen  ist  t  =  0  und  deshalb  o*  allein  bestimmend  für 
die  Anstrengung.  Wir  erkennen,  dass  im  vorliegenden  Falle, 
d.  h.  bei 


gemäss  den  Verhältnissen  der  Fig.  1,  die  der  grössten  Schub- 
spannung entsprechende  Anstrengung  noch  nicht  die  Hälfte  der- 
jenigen Anstrengung  beträgt,  welche  im  Umfangspunkte  5  durch 
die  Normalspannung  allein  bedingt  wird.  Würde  man,  wie  dies 
nicht  selten  für  derartige  Verhältnisse  angegeben  ist,  den  Stab  auf 
Schubinanspruchnahme  berechnen,  so  läge  hierin  ein  Fehler  von 
über  100%. 

28  • 
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«'  =  i-T- 


Gleichung  2,  welche  hiermit  übergeht  in 


max 


-  -j  =  cr^  0,35  sin  if  -f-  0,65  |/sin*  y'  -f-  [-^  cos  y'j 


liefert 


für 


y'  =  0^ 


max 


sin  y'  =  0,25    max 


y'  =  30»      max 


y'  =  45**      max 


y'  =  60**      max 


y'  =  90°      max 


ce 


=  0,87  «r,, 


=  0,94  <r„ 


=  0,99  «r„ 


=  1,01  <r,, 


=  1,01  tf,. 


=  1,00  <r, 


Die  bildliche  Darstellung  liefert  in  Fig.  2  die  Schaulinie 
BoBiB^B^B^A^.  Wir  erkennen,  dass  auch  für  Z  =  0,5  r  =  0,25<i 
die  grösste  in  der  Nullachse  eintretende  Schubanstrengung  noch 
wesentlich  kleiner  ist  als  die  Anstrengung,  welche  im  Punkte  5 
von  dem  biegenden  Moment  allein  veranlasst  wird.  Der  Grösst- 
werth  der  resultirenden  Anstrengung  liegt  zwischen  ip'  =  45''  nnd 
ff '  =  60°  und  überschreitet  tr^  um  rund  1,5%. 

In  gleicher  Weise,  wie  unter  a  und  ß,  erhalten  wir  hier 

0,35  sin  (f'  +  0,65  l/sin'  y'  -+-  (2  cos  y')' 
und 


max 


=  a. 
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für         fp'  =  0^        max 


sin  fp'  =  0,25     max 


(p'  =  30^      max 


<p'  =  45°      max 


fp'  =  60^      max 


fp'  =  90"      max 


a 


a 
a 
a 


a 


a 


1,30  «r,, 


=  l,35<r,, 


=  1,35  er,, 


=  1,28  a,, 


=  l,16<y,, 


=  1,00  tf, 


Die  zugehörige  Kurve  ergiebt  sich  in  CoCiCaCtCtAf.  Wie 
sichtlich,  überschreitet  hier  die  Schabanstrengung  in  der  NuU- 
hse  die  Biegungsanstrengung  im  Punkt  5  um  30  "/o,  also  be- 
utend. Der  Grösstwerth  der  resultirenden  Anstrengung  findet 
:h  in  einem  zwischen  0,25  r  und  0,5  r  gelegenen  Abstände  von 
r  Nullachse  und  überschreitet  die  Anstrengung  in  Letzterer  um 
wa  4''/o,  also  nur  um  wenig;  hiemach  würde  es  zulässig  sein,  bei 

d 


6 


m  Stab  nur  auf  Schubinanspruchnahme  zu  berechnen. 

d)   i  =  0,43  r  =  0,215  d. 
Im  Falle      ' 

'=1 

gab    sich    die  Schubanstrengung    in    der  Stabraitte  zu  0,87   der 
iegungsanstrengung  im  Abstände  r,  für 

d 


1  = 


6 


gegen  um  30%  grösser  als  die  Letztere.     Es  ist  nun  von  Inter- 
36,  festzustellen,  für  welches  Verhältniss  / :  r  beide  gleich  werden. 
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Dasselbe  muss  nach  Gleichung  2  mit 


max 


(tH".'  »■-» 


sich  ergeben  aus 


1  =  0,65 


2   r 


3    l 


zu 


l 
r 


1,3 


-  =  -^  =  0,43. 


Wird  dieser  Werth  in  Gleichung  2  eingeführt,  so  folgt 


max  I — I  =  a. 


0,35  sin  y'4- 0,65  ]/sin>'-+-  (|- j^^os  y  j 


und  hieraus 


flir       (p=0^ 


max 


sin  (f'  =  0,25      max 


(p'  =  30^      max 


(p'  =  45  °       max 


y '  =  60  °       max 


(f'  =  90^      max 


a 

a 

1». 
a 

a 

a 


=  1,00  er,, 


=  1,07  (;„ 


=  1,10  CT,,, 


=  1,09  er,, 


=  1,06  er,, 


=  1,00  er, 


Die  bildliche  Darstellung  liefert  in  Fig.  2  die  Schaulin 
DqD^D^D^D^A^  mit  dem  Grösstwerth  der  Anstrengung  ungefäl 
in  halber  Höhe.  Derselbe  betrugt  rund  IO^Jq  mehr  als  die  Schul 
anstrengung  in  der  Nullachse  und  um  ebensoviel  mehr  als  d 
Biegungsanstrengung  im  Punkte  5. 

Fassen  wir  das  im  Vorstehenden  unter  a  bis  d  Gefundene  z 
sammen,  so  ergiebt  sich  Folgendes: 
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Bei  der  Belastungsweise  des  kreiscylindrischen  Stabes 
ich  Fig.  1  genügt  es,  denselben  mit  Rtlcksicht  auf  die 
legungsanstrengung 

Sl  lOSl 

32 
lein    zu  berechnen,    so  lange  l  nicht  wesentlich  kleiner 
s  —T-   ist.      Beträgt   l   erheblich   weniger  als  -j-,     so    er-' 
heint  es  ausreichend,  nur  die  Schubanstrengung 

4       S 


3       TT     „ 

i  berücksichtigen*). 

Der  etwaige  Fehler,  der  hierbei  begangen  wird  und  nach 
assgabe  der  soeben  durchgeführten  Berechnungen  beurtheilt 
3rden  kann,  liegt  innerhalb  des  Genauigkeitsgrades,  welcher  bei 
istigkeitsrechnungen  erreichbar  zu  sein  pflegt. 

Die  Berechnung  auf  Schubanstrengung  allein  in  Fällen,  in 
nen 

scheint  unzutreffend,  insbesondere  dann,  wenn 

S 
t= 

setzt  wird. 

(Vergl.  auch  die  in  §  40  mitgetheilten  Versuchsergebnisse,  so- 
e  die  Fussbemerkung  S.  364.) 


^)  Hiemach  hat  die  Bestimmung  der  Abmessungen  des  Kuipers  von  gleichem 
iderstande,  Fig.  3,  §  19,  in  der  Nähe  der  Punkte  A  und  li  zu  erfolgen,  wobei 

S=P~,      bezw.      P^ 

Streng  genommen  wäre  die  Stabform  überhaupt  auf  Grund  der  Gleichung  1 
tzosteilen  und  hierbei  darauf  Rücksicht  zu  nehmen,  duss  die  Kraft  I*,  wie 
::h  S  über  eine,  wenn  auch  kleine  Strecke  vert heilt  angreift. 
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Ist  das  Anstrengungsverhältniss  oq  von  1,  welcher  Werth  den 
besonderen  Erörterungen  unter  a  bis  d  zu  Grunde  liegt,  wesentlich 
verschieden,  so  wird  auf  die  Gleichung 


max 


=  a. 


a 


0,35  sin  (p'  -+-  0,65  |/sin^  y' 


*• 


-    »0  7  cos  (f 


zurückgegriffen  werden  müssen. 


b)    Rechteckiger  Querschnitt. 

In  ganz  entsprechender  Weise,  wie  unter  a)  gelangen  wir, 
sofern  b  die  Breite,  h  die  Höhe  des  Rechtecks  bedeutet  und  die 
Richtung  von  S  parallel  zu  h  läuft,  mit 


M^  =  Sl  (s.  Fig.  1) 


zu 


a  = 


Sl 


iV*^ 


und  nach  Gleichung  1,  §  38,  zu 

^  3     S 
^~  2    bh 


giltig  für  die  Spannungen  im  Abstände  tj  von  der  Nullachse. 
Unter  der  Voraussetzung  «0=1  liefert  Gleichung  1 


Ä'^  >  max 


a 


=  (T, 


0,35    -J^    +0,65-   '^  "^^^ 


I  (i)'f 


.    3) 


wenn  die  Biegungsspannung  der  äussersten  Faser 

S! 


1 


=  er. 


() 


.  b  h' 


gesetzt  wird. 
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Wählen  wir  /  =^  0,325  ä,  so  findet  sich 


für  1J7  =  0  max 


fj  =  -Q-  h    max 

o 


«  =  -  /  A    max 
4 


17  =  -Q-  h    max 

o 


1  . 

fl^=  (^  h    max 


Die   bildliche  Darstellung  gieb 


a 


a 
a 
a 
a 


=  l,O0<r,, 


=  l,04tf,, 


=  0,99  <r, , 


=  0,91  0, , 


=  1,00  ff, 


die  Fig.  3.     Wie   ersichtlich, 


langt  die  Anstrengang  zwischen  der  Nnllachse  and 


9  = 


r 
I 

I 


«>^ 


I 
I 
I 
I 
I 
I 
i. 


^tuXtfltcA«« 


Fig.  3. 


len  grössten  und  einen  kleinsten  Werth.  Ersterer  überschreitet 
um  etwa  4%,  Letzterer  bleibt  um  9%  darunter.  Die  An- 
engung  in  der  Nullachse  (lediglich  Schub)  ist  gleich  der  An- 
engung  in  der  äussersten  Faser  (nur  Biegung).  Würde 
C  0,325  A  genommen,  so  übersteigt  die  Erstere  die  Letztere;  für 
>  0,325  h  tritt  das  Entgegengesetzte  ein. 


' 
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DemgemäsB  folgt: 

Ist  bei  dem  Stabe  mit  rechteckigem  Quei 
lastet    nach    Massgabe    der  Fig.  1,    ^  >  0,325  /,    so  gonflgl 
es,  ihn  mit  Rücksicht  auf  die  Biegungebeanspraclinn^ 

allein  zu  berechnen;   beträgt  dagegen  t-<0,Bib  h,  so  reictit 
es, aus,  lediglich  die  Scbubbeansprncliiing 

_  =1  A 
*        2    bh 

der  Berechnung  zu  Grunde  zu  legen'). 

Die  Rücksichtnahme  auf  die  Schubkraft  allein,  bei  J 
erheblich  grüsaer  als  0,325  A,  muas  unzutreffende  Ergeb- 
nisse liefern,     (Vergl.  Fussbemerkong  S.  364.)        • 

Wenn  das  Anstrengungsverhültniss  ag  von  1  wesentlich  ab- 
weicht, so  ist  auf  Gleichung  1  zurück  augohen. 


<^J  X'Qo^i'ä'^bQitt. 

Für  Querschnitte  dieser  und  ähnlicher  Art  lassen  sich  so  ein- 
fache Festsetzungen,  wie  sie  unter  a)  und  b)  für  den  Kreis,  bezw. 
das  Rechteck  ausgesprochen  werden  konnten,  nicht  aufstellen.  Hier 
muss  im  einzelnen  Falle  die  Gleichung  1  unter  Beachtung  ^w 
daselbst  angeschlossenen  Bemerkung  sowie  des  in  §  39  d  GessgWi 
zum  Ausgangspunkt  genommen  werden. 

Hinsichtlich  der  erforderlichen  Stärke  des  Steges  pflegt  ^f 
den  Fall,  dasa  nicht  Herstcllungsrücksichteo  die  Entscheidung 
treffen,  dje  Fernhaltnng  von  Ausbiegungen  (Knickung)  nnJ 
nicht  die  Schubspannung  in  der  Nullachse  bestimmend  tu 
sein,  namentlich  dann,  wenn  die  Belastung  des  Trägers  örtlich  za- 
sammengedrängt  angreift,  wie  Versuche  mit  eisernen  J- Trägem 
lehren  und  wie  sich  auch  unter  Beachtung  der  geringen  Wider- 
standsfähigkeit   verhältnissmässig    dünner   Wandungen    gegecOber 

']  Iliernuch  Kiud  dia  Äbiui>EsungeD  der  in  der  Kälie  des  Punkte»  B  fr 
logtinen  Qnereclmitte  der  Kärper  gleicher  Festigkeit,  Fig.  1  und  Fig.  S.  S  1^ 
«u  beBÜmroen.    Vergl.  nuch  FiMsbemerkung  zu  «.  S.  439. 


^ 

:i.-  N 

:::vv  YORK 

:  tMCX  Ar^B 
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Sinflüssen,  welche  auf  seitliche  Ausbiegang  hinwirken,  aus  dem 
mter  „IV.  Knickung"  Erörterten  ohne  Weiteres  ergiebt,  selbst 
inter  Voraussetzung  einer  (in  Bezug  auf  den  Trägerquerschnitt) 
symmetrischen  Belastung.  Oft  ist  jedoch  auf  eine  solche  nicht  zu 
'echnen,  beispielsweise  dann  nicht,  wenn  die  Belastung  durch  Quer- 
3alken  erfolgt,  die  mit  ihren  Enden  aufliegen.  Indem  sich  die- 
^Iben  unter  ihrer  Last  durchbiegen,  belasten  sie  den  inneren  Theil 
1er  Trägerflansche  stärker,  während  der  äussere  Theil  entlastet 
wrird.  Die  Kraft  geht  nicht  mehr  durch  die  Mitte  des  Steges;  sie 
kann  bei  entsprechender  Flanschenbreite  für  den  Steg  unter  Um- 
ständen ein  verhältnissmässig  sehr  bedeutendes  Biegungsmoment 
ergeben. 

Um  die  Formänderung  eines  in  der  Mitte  hinsichtlich  des 
Querschnittes  symmetrisch  belasteten  und  an  den  Enden  unter- 
ät ätzten  Trägers  deutlich  erkennen  zu  lassen,  wurde  ein  Träger 
von  200  mm  Höhe  aus  Hartblei *)  (Flanschen:  70  mm  breit,  20  mm 
ätarky  Steg:  10  mm  stark,  Entfernung  der  Auflager  500  mm)  vor 
der  Belastung  mit  einem  Quadratnetz  versehen.  Fig.  4,  Taf.  XV, 
giebt  das  Bild  des  mittleren  Theiles  dieses  Trägers,  wie  er  sich 
infolge  der  Belastung  gestaltet  hat,  wieder.  Von  Interesse  ist 
namentlich  die  Verfolgung  der  Aenderungen,  welche  die  Form 
einzelner  Quadrate  erfahren  hat. 


2.   Fortnätulerung. 

a)    Im   Allgemeinen. 

Ein  prismatischer  Stab  sei  in  der  aus  Fig.  4,  §  20,  ersicht- 
lichen Weise  belastet.  Die  auf  denselben  wirkenden  äusseren 
Kräfte  ergeben  —  abgesehen  von  dem  Eigengewicht  — 

a)  ftlr  jeden  innerhalb  der  Strecke  A  B  gelegenen  Querschnitt 
ein  biegendes  Kräftepaar  vom  konstanten  Moment  M^^  =  Pa\ 
infolgedessen  die  elastische  Linie  zwischen  A  und  B  (vergl. 
§  16,  Gleichung  8)  einen  Kreisbogen  vom  Halbmesser 

0 


aM, 


bildet; 


*)  Vergl.  FussbemerkuDg  S.  296. 
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b)  für  die  Qaerscbnitte  ausserhalb  der  Strecke  AB,  je  nach 

ihrem  Abstand  von  der  Qaerschnittsebene  A,  bezw.  B  em 

verschieden  grosses,    zwischen  Pa  (im  Querschnitt  bei  A, 

bezw.  li)    und   Null  (in    den  Endqnerschnitten)    liegotdei 

Moment  nnd  eine  Schubkraft  P. 

Um  uns  ein  aascbaaliches  Bild  über  die  hierbei  auftretenden 

Formend eruDgcD  zu  verschaffen,    ziehen  wir  auf  dem  unbelasteten 

Stabe,   dessen  Querschnitt  ein  Rechteck  mit  der  Breite  b  osd  der 

in  der  Bildebene  liegenden  Höhe  /i  sein  mag,   nach  Massgabe  der 

Fig.  ö,    welche   den  halben  Stab  von  der  Länge  a  -(-      -  dantelll, 

gerade  Linien  und  zwar  zunächst  parallel  zur  Stabachse,  die  als 
Achsenlinien  bezeichnet  werden  sollen,  und  sodann  senkreclit 
zu  Letzteren,  d.s.  Querschnittslinien,  je  in  gleichem  Abstände 
von  einander.  Hierdurch  wird  die  Seitenfläche  von  der  Höhe  k 
in  eine  Anzahl  gleicher  Rechtecke  eingetheilt. 


■4.|— -—  — — - 

-i-i^  — —  ~  — 


Unter  Einwirkung  der  Belastung  —  Fig.  4,  §  20  —  wird  der 
Stab  eine  Aenderung  seiner  Gestalt  erfahren,  wobei  die  Rechtecke 
ebenfalls  ihre  Form  iindcin  müssen. 
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Für  die  Stabquerschnitte  zwischen  A  und  B  liefert  die  Be- 
lastang,  wie  oben  unter  a)  bereits  hervorgehoben  wurde,  lediglich 
ein  biegendes  Moment.  Demgemäss  werden  nach  §  16  die  ober- 
halb der  Nullachse  gelegenen  Fasern  eine  mit  ihrem  Abstände  von 
dieser  zunehmende  Dehnung,  die  unterhalb  gelegenen  eine  ent- 
sprechende Zusammendruckung  erfahren.  Die  ursprünglich  paral- 
lelen Querschnitte  sind  jetzt  gegen  einander  geneigt,  ihr  früherer 
Abstand  ist  nur  noch  in  der  Stabachse  vorhanden.  Es  treten  ledig- 
lich Normalspannungen  auf^  Schubspannungen  fehlen;  infolge- 
dessen müssen  die  auf  die  Stabfläche  gezeichneten  Achsen-  und 
Querschnittslinien  die  rechten  Winkel,  unter  denen  sie  sich  ur- 
sprünglich schnitten,  beibehalten:  die  ursprünglichen  Bechtecke 
gehen  in  Ereisringsektoren  über.  Fig.  6  lässt  dieselben  für  die 
rechte  Hälfte  von  AB  (Fig.  4,  §  20)  erkennen. 

Auf  die  rechts  von  B  gelegenen  Querschnitte  wirkt,  wie  oben 
unter  b)  bereits  bemerkt,  ausser  dem  biegenden  Moment  noch  eine 
Schubkraft,    welche    Schubspannungen    wachruft,    die    nach    §  38 

(s.   namentlich  Fig.  4,    §  38)    im  Abstände  -h-^^    ^^^  —   9    ^^^ 

der  Nullachse,  d.  h.  in  der  oberen  und  in  der  unteren  Begrenzungs- 
fläche des  Stabes,  sofern  hier  äussere  Kräfte  nicht  angreifen,  Null 
sein  müssen,  während  sie  nach  der  Achse  hin  zunehmen  und  in 
Letzterer  den  grössten  Werth  erreichen.  Daraus  folgt,  dass  die  auf 
der  Staboberfläche  gezogenen  Querschnittslinien  auch  ausserhalb  der 

Strecke  AB  —  Fig.  4,  §  20  —  die  im  Abstände  H-  ^  und —  ^ 

befindlichen  Begrenzungslinien  da,  wo  äussere  Kräfte  nicht  an- 
greifen, rechtwinklig  schneiden  müssen,  dass  sie  dagegen  die  nach 
der  Stabachse  zu  gelegenen  Achsenlinien  schiefwinklig  zu  treffen 
haben.  Die  Abweichung  von  der  Bechtwinkligkeit  wird  in  der 
Stabachse  ihren  grössten  Werth  erreichen.  Nach  Fig.  6  muss, 
sofern  GG  in  E  senkrecht  zur  gekrümmten  Stabachse  und  FF 
Tangente  im  Punkte  E  der  Querschnittslinie  ist,  dieser  Grösstwerth 
gleich  dem  Bogen  y^^^  des  Winkels  FEG  sein  und  mit  der  durch 
Gleichung  2,  §  38,  bestimmten  Schubspannung 


^  3    P 

Kax—-2     bh 


in  der  Beziehung 
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stehen,  worin  ft  den  Schabkoerficienten  bedeutet  (§  29\.  Für  eine 
beliebige,  um  ij  von  der  Nultachse  abstehende  Stelle  ist  die  Scholi- 
spannung  nach  Gleichung  1,  §  38 


'  2   bk 


und  somit  die  Abweichung  von  der  Rechtwinkligkeit 
3    P 


r  =  ß. 


■  2  bl, 


1  — 


Für 


)] 

htwin] 

m 


wird  y  =  0,  wie  bereits  hervorgelioben. 

Dem  Voretehenden  gemäss  wird  der  nrsprünglich  ebene  Qnw- 
tichnitt  auch  dann,  wenn  er  unti3i-  Eintlass  des  biegenden  Momenlcs 
eben  geblieben  ist,  durch  die  Einwirkung  der  Schubbraft  in  ein* 
gekrümmte  Fläche  übergehen,  wie  dies  Fig.  6  rechts  von  B  —  in 
übertrieben  gezeichneter  Weise  —  erkennen  lässt.  Diese  Wölbnngs- 
linie,  welche  in  der  Stabachse  einen  Wendepunkt  besitzt,  ist  hie^ 
nach  eine  nothwendige  Folge  der  besprochenen  Veränderlichkeit 
der  Schubspannung.  Eine  strenge  Darstellang  derselben  wird  m 
berück  sichtigen  haben,  dass  die  äusseren  Kräfte  nicht  in  «ioem 
Punkte  oder  einer  Linie,  sondern  in  einer  Fläche  den  Stab  treflfen, 
sodass  also  beispielsweise  die  Querschnitte  unmittelbar  rechts  vom 
Mittelpunkte  oder  der  Mittelebene  B  des  Auflagers  nicht  sofort  die 
volle  Krümmung  annehmen,  wahrend  die  unmittelbar  links  davon 
gelegenen  auch  nicht  mehr  vollkommen  eben  sein  können. 

Die  Feststellung  der  besprochenen  Querschnitts  Wölbung  aal 
dem  Wege  des  Vernuches  begegnet  gi'ossen  Schwierigkeiten.  Uin 
die  Krümmnng  deutlich  zu  machen,  sind  im  Vergleich  znr  Lsage 
verhältnissmässig  hohe  Stäbe  zu  verwenden;  dann  aber  müssen  znr 


I 


...    ^  l    ^*  t. 


t;  L.L 
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Herbeiführung  einer  für  den  bezeichneten  Zweck  genugenden  Form- 
Indemng  so  bedeutende  Kräfte  auf  verhältnissmässig  kleine  Theile 
1er  Staboberfläche  wirken,  dass  hier  starke  örtliche  Formände- 
•ungen  eintreten,  welche  die  Reinheit  des  Bildes  erheblich  beein- 
rächtigen.  Soll  dieser  Uebelstand  vermieden  werden,  so  wird  man 
luchen  müssen,  dem  Stabe  eine  solche  Gestalt  zu  geben,  dass  schon 
veit  kleinere  Schubkräfte  erhebliche  Schubspannungen  wachrufen. 
Sin  solcher  Körper  ist  in  Fig.  7  dargestellt:  I- Träger,  in  der 
Vlittellinie    zum    Theil    ausgebohrt,    sodass    zur   Uebertragung  der 


D     i     C 
I 


I 
Fig.  7. 


Schubkräfte  in  der  Stabachse  nur  ein  verhältnissmässig  kleiner 
Querschnitt  zur  Verfügung  steht,  weshalb  hier  die  Schubspan- 
lungen  bedeutend  ausfallen  müssen.  Wird  der  Stab  in  der  Mitte 
3elastet  und  an  den  Enden  unterstutzt,  so  nimmt  die  ursprünglich 
jbene  Stirnfläche  die  Gestalt  Fig  8  (Schmiedeisenträger),  Taf.  XVI, 
in.  Dieselbe  entspricht  der  Form,  welche  in  Fig.  6  rechts  von  B 
ingegeben  wurde:  Die  gedrückten  Fasern  widerstreben  der  Ver- 
kürzung, die  gezogenen  der  Verlängerung  infolge  der  Kleinheit 
ies  Querschnittes,  durch  welchen  sich  die  Druckkräfte  (oberhalb 
ier  Nullachse)  und  die  Zugkräfte  (unterhalb  dieser  Achse)  in's 
Gleichgewicht  setzen,  mit  sichtbarem  Erfolg. 

"Wie  das  rechts  gezeichnete  Trägerende  erkennen  lässt,  erfolgt 
das  innen  seinen  Anfang  nehmende  Einrcissen  des  Stabes  zunächst 
in  einer  Richtung  von  ungefähr  45°  gegen  die  Richtung  der  Schub- 
spannung, entsprechend  dem  Umstände,  dass  die  Dehnung,  welche 
mit  der  Schubspannung  verknüpft  ist,  unter  einem  Winkel  von 
45°  zu  dieser  ihren  grössten  Werth  erreicht  (§  31,  ZiflF.  1). 


b)  Durchbiegung  mit  Rücksicht  auf  die  Schubkraft. 

Ein  prismatischer  Stab  sei  auf  zwei  um  l  von  einander  ab- 
stehenden Stützen  aufgelagert  und  in  der  Mitte  durch  die  Kraft  P 
belastet.     Die  Durchbiegung,  welche  von  P  veranlasst  wird,  setzt 
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sich  aus  zwei  Theilen  zusammen:    aus    derjenigen    Durchbiegoog, 

/  Pl\ 

welche    von    dem    biegenden    Moment  lin  der  Mitte  ^^'^~T~\ 

aliein  verursacht  wird,  und  aus  der  Verschiebung,  welche  die  Que^ 

p 

schnitte  durch  die  Schubkraft  -^  (Auflagerdruck)  erfahren. 

Die  Durchbiegung  der  ursprünglich  geraden  Stabachse  im 
mittleren  Querschnitt  infolge  des  biegenden  Moments  betrigt 
nach  Gleichung  14,  §  18 

'  _  _«   ^^i 
^  ""  48    0   ' 

sofern  0  das  gegenüber  der  Biegung  in  Betracht  kommende  Träg- 
heitsmoment des  Stabquerschnittes  bedeutet. 

Zur  Feststellung  desjenigen  Theiles  der  thatsächlichen  Durch- 
biegung, welcher  von  der  Verschiebung  der  Querschnitte 
herrührt,  führt  die  nachstehende  Betrachtung. 

ABCD,  Fig.  9,  sei  ein  zwischen  den  beiden  Querschnitten 
AC  und    BD    gelegenes    Körperelement    des  unbelasteten  Stabes. 


Denken  wir  uns  jetzt  im  Querschnitte  BD  eine  abwärts  wirkende 
Schubkraft  S  thätig,  während  AC  festgehalten  wird,  so  rückt  der 
Querschnitt  BD  um  einen  gewissen  Betrag  BBi  =  MMi=DDi 
abwärts.  Unter  der  Voraussetzung  gleichmässiger  Vertheilung  der 
Schubkraft  S  über  den  Querschnitt  würde  die  Aenderung  des 
Körperelenients  darin  bestehen,  dass  das  Rechteck  ABDC  in  das 
Parallelogramm  AB^D^C  ül)ergeht.  Die  Querschnitte  würden 
Ebenen  bleiben.     Da  nun  aber  die  Schubspannungen  von  der  Mitte 
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Bch  aussen  (d.  i.  von  Af,  nach  /J,  und  D,)  hin  bis  auf  Null  ab- 
ehroen,  so  müssen  dies  die  Schiebungen  ebenfalls  tliun  und  damit 
die  Uussersten  Elemente  der  Querschnittslinien  die  Be- 
[Knzungsstrecken  A  li,  und  CD,  senkrecht  schneiden,  d,  h.  die 
Inerscbnitte  müssen  sich  krümmen,  wie  in  Fig.  9  gestrichelt  an- 
^ben  ist.  Die  Strecke  MM,  der  Achse,  weiche  ursprünglich 
e  Lage  MM  einnahm  und  hierbei  mit  der  Qaerschnittalinie  BD 
DGD  rechten  Winkel  bildete,  weist  Jetzt,  sofern  MjEj^MM,  und 
F  Tangente  im  Punkte  M,  der  Querschnittslinie  ist,  eine  Ab- 
WBiohang  um  den  Winkel  FM^E  von  dieser  Rechtwinkligkeit  auf. 
N«h  aussen  hin  nimmt  diese  Abweichung  ab  bis  auf  Null,  Wie 
wii'  wiederholt  gesehen,  misst  der  Bogen  ;-,  welcher  diesem  Ab- 
nichnng3winkel  entspricht,  die  Schiebung  und  steht  nach  Glei- 
tbong  2,  §  29,  zu  der  Schubspannung  i  an  der  betreffenden  Stelle 
n  der  Beziehung 


Für    die    Stabachse    weist  ;-  (i)    seinen    Gröastwerth    auf  und 
nrar  ist 

Y^^^  =  tg  A_  EM,  F  =  >-o  arc  A.  EM,  F. 

Der  Winkel  EM,F   setzt    sich    aus    zwei   Theilen  zusammen, 
kmlich 

.1  EMyF=  A  EM,B,  4-  _i  li.M.F. 
Der  erste  Theil  ist  gleich 

.1  BAB,  =  A.  MMM,  =  A  DCD,. 

Er  entspricht  also   der  senkrechten  Verschiebung  des  ganzen 

;nerschnitts,  während  der  zweite  Theil  die  Folge  der  Qnerschnitta- 

rttmmnng  ist.     Für  die  Ermittlung  der   Durchbiegung  //"  infolge 

Verschiebung  des  Querschnitts  kann   demnach    nur    der    erste 

il  in  Betracht  kommen').   Dieselbe  erscheint  dadurch  bestimmt, 


')   Die    ErinilUutig    der    von   der  Schubkrnft  .V  bewirkten  Dörclibiegung   i/' 
lern  Vorgang«  Poncelet'a  und  Grosbofs  —  Tbeorio  der  ElusticitSt  und 
ät,  IS78,  S.  SIS  u.  f.  —  derart,  daas  gesetzt  «-'inl 


js,  «riu  vorslnhende  Darlegung  erki'D 
CLÜkcli.KlulMlUit.    t.  Aufl. 


I   gross   iTgcbeii.     In  den- 
2!) 
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dass  die  mechanische  Arbeit,  welche  die  Schubkraft  beim  Sinken 
um  BBi  =  MMx  =  D  Di  verrichtet,  gleich  sein  muss  der  Summe 
der  Arbeiten  der  Schubspannungen  beimUebergang  des  Stabelementes 
ABCD  in  die  Form  ABiCDi  mit  gekrümmter  Querschnittsfläche. 


jenigen  Fällen,  in  welchen  die  Rücksichtnahme  auf  y"  überhaupt  in  Frage  m 
kommen  pflegt  (vergl.  §  22,  S.  230  und  231,  auch  weiter  oben),  ist  übrigens  der 
Einfluss  dieses  Zugross  nicht  von  erheblicher  Bedeutung. 

Die  vorstehende  Betrachtung  über  die  Wölbung  der  ursprünglich  ebenen 
Querschnitte  eines  durch  Schub  in  Anspruch  genommenen  Körpers  lässt  sich 
auch  auf  den  durch  ein  drehendes  Kräftepaar  belasteten  Stab  übertragen^ 
wie  folgende  Bemerkungen,  die  der  Einfachheit  wegen  einen  bestimmten  und 
zwar  rechteckigen  Querschnitt  voraussetzen  mögen,  erkennen  lassen. 

Das  Gesetz,  nach  welchem  sich  die  Schubspannung  in  den  Querschnitts- 
elementen  der  Umfangsstrecke  A  C  des  auf  Drehung  beanspruchten  rechteckigen 
Stabes,  Fig.  3,  §  34,  ändert,  ist  das  gleiche,  dem  die  Schubspannungen  des  dnrch 
die  Schubkraft  belasteten  rechteckigen  Stabes,  Fig.  4,  §  38,  folgen;  bei  beiden 
Körpern  entspricht  der  Verlauf  der  Spannungskurve  einer  Parabel.  Wir  haben 
demnach  im  ersteren  Falle  (Drehung)  für  die  in  der  Umfangsstrecke  AC  liegen- 
den Querschnittselemente  auch  dasselbe  Krümmungsgesetz  zu  erwarten,  wie  im 
zweiten  Falle.  Thatsächlich  zeigen  die  auf  der  Staboberfläche  liegenden  Qaer- 
schnittslinien  der  Fig.  1,  Taf.  IX,  den  gleichen  Verlauf,  der  sich  in  Fig.  8  fand. 
Auch  für  Fig.  1,  Taf.  IX,  ergiebt  die  Abweichung  von  der  Rechtwinkligkeit,  d.l 
der  Winkel,  welcher  die  Schiebung  und  damit  die  Schubspannung  misst,  zwei 
Theile,  von  denen  der  eine  die  Verschiebung  der  Querschnittselement«  senkrecht 
zur  Stabachse  bestimmt,  während  der  andere  der  eingetretenen  Neigung  des 
Quersclinittselenients  entspricht.  Für  die  Mitte  der  längeren  Seite  erreichen 
beide  den  grössten  Werth.  liier  wird  ihre  Summe  gemessen  durch  das  Pri>- 
dukt  aus  i'^  (Gleichung  4,  §  34)  imd  /9,  während  der  erste  Theil  durch  den 
Drehungswinkel  0-  (Gleichung  9,  §  43)  bestimmt  erscheint,  so  dass  der  zweite 
Theil,  d.i.  die  Neigung,  welche  die  gewölbte  Querschnittslinie,  Fig.  1,  Taf.  IXi 
in  der  Mitte  der  längeren  Seite  (im  Wendepunkte)  gegenüber  dem  ursprüng- 
lichen Querschnitt  besitzt,  den  Bogen 

4'5  ;,;  fi-^fi  -w,;^  'K,  ß-2=  4.5  ^-  [0.6 -0,4  (-^-)  J  ß 


=.'„[0,6-0,4  (4)*]/» 


ergiebt. 

Je  gnjsser  h  im  Vergleich  zu  />,    um    so  bedeutender    wird    diese  Xeigiin^': 
sie  nähert  sich  lüer])ei  asymptotisch  dem  Wertlie 


■^f<i  .  .  „  -i^d 


4,5.0,6  -^..^^  ß--^2,l  j^^  ß  =  0,6  ,'„  ß. 
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Nach  §  44  findet  sich  für  die  mechanische  Arbeit,  welche  die 
)rmänderang  des  AB  =  AIM=CD  =  dx  langen  Körperelementes 
i  der  Verachiebung  fordert, 


i-dx 
2 


[Xt'dfidz. 


Für  h^=b  =  ay  d.  h.  für  den  quadratischen  Querschnitt  wird  sie  am  klein- 
D,  nämlich  gleich 

4,5.0,2  —f-  /9  =  0,9  -^  /9  =  0,2  t'„  ß, 

Fig.  1,  Taf.  IX  und  Fig.  2,  Taf.  X  (vergl.  je  die  gewölbte  Querschnitts- 
e  mit  der  ursprunglich  geraden,  durch  Striche  bezeichneten  Querschnitts- 
e)  bestätigen  die  Abnahme  der  Neigung  mit  Näherung  von  h  an  b. 

Würde  man  z.  B.  für  den  quadratischen  Querschnitt  diese  Neigung  dem 
entliehen  Drehungswinkel  zuzählen,  indem  man  setzt 


* -o- =''«/»  =  4,5 -^A 


a' 


ergäbe  sich 


Icher  Werth   mit   der   von   Grashof   in    seiner   Theorie    der   Elasticität    und 
stigkeit  1878,  S.  144  gefundenen  Grösse  (Gleichung  246)  übereinstimmt. 
Nach  Massgabe  unserer  Darlegungen  erscheint  somit  diese  um 


9-^7,2 
7,2 


100  ^-^'-  =  250/0 


gross.  Wie  aus  den  Erörterungen  des  Verfassers  „über  die  heutige  Grund- 
e  der  Berechnung  auf  Drehung  beanspruchter  Körper"  in  der  Zeitschrift  des 
reines  deutscher  Ingenieure  1889,  S.  139  (oder  auch  „Abhandlungen  und  Be- 
tite"  1897,  S.  81  u.  f.)  erhellt,  ergiebt  sich  in  Uebereinstimmung  hiermit  der 
ehungswinkel  nach  der  Grashof 'sehen  Gleichung 


für  Gusseisen  um 


100-i*^'2^  =  19»/o, 

für  Schmiedeisen  und  Stahl  um 

0,883- 0,696  _ 
^""        Ö;696  ^    •<• 

sser,  alsBauschinger  durch  Messung  bestimmte  (vergl.  «auch  Schluss  von  §43). 

29* 
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Hierin  ist  unter  Bezugnahme  auf  Fig.  1,  §  39  nnd  nach  Glei- 
chung 3,  §  39 


S 


M_ 


2  y  cos  q)     & 

die  Schubspannong  in  dem    um    z    von    der  i^-Achse    abstehenden 
Punkte  Pj  der  mit  dem  Flächenelemcnte  dtidz  zusammenfällt. 

Wird    nun    BBi=  J\lMi=  DDi    mit  dy"    bezeichnet,    so  e^ 
halten  wir 

sofern  der  Schubkoefiicient  ß  unveränderlich  ist. 

Beispielsweise  findet  sich  für  den  rechteckigen  Querschnitt 
von  der  Breite  b  und  der  Höhe  h  (vergl.  Schluss  von  §  44),  da  hier 
wegen  y  =  y'  ==  0  die  Schubspannung  für  alle  in  demselben  Ab- 
stände jy  gelegenen  Flächenelemente  gleich  ist,  nämlich 


3    S 


2   bh 


sodass    an    die  Stelle    von    dfj  dz    sofort    der    Flächenstreifen   b  dtf 
treten  kann, 


y  =4  ß 


r  s  dx 


r»  •"» 


'''  =  tM*T'^"     '^ 


und  bei  Unveränderlicbkeit  von  S^  b  und  h  innerhalb  der  Strecke  x 
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i.   "^  =  l,2mal  so  gross,    als    wenn   die  Schubkraft  sich 

eichmässig  über  den  Querschnitt  vertheilt  haben  würde. 
Für    den  in  der  Mitte  durch  P  belasteten  prismatischen  Stab 
Igt  unter  Vernachlässigung  des  Eigengewichtes  wegen 


"         b  '^    bh     2         '    '^  bh 


6) 


Hiemach  die  Gesammtdurchbiegung    des    rechteckigen  Stabes 
der  Mitte 

a      P  P  P 


48  1 


12*'' 


bh 


0,25« 


l 


i 


0,3 /S 


bh^' 


Wird  der  Schubkoefficient  ß  nach  Gleichung  3,    §  31,    durch 


"setzt,  so  folgt 


od  mit  m  = 


10 
'3 


ß  =  2 


m 


1 


a 


m 


0,25l[)Vo,6-"-^^ 


m 


"k^ 


.  1) 


y  -^y  = 


0,25 


2 


0,78 


«6a'- 


8) 


Hierin  bestimmt  das  erste  Glied  der  Klammer  den  Einfluss 
BS  biegenden  Momentes  auf  die  Durchbiegung,  während  das  zweite 
snjenigen  der  Schubkraft  zum  Ausdruck  bringt.  Das  Verhältniss 
on  y"  zu  y   ist  demnach 
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y"          0,78 

3,12 

'    ».-(I)' 

U) 

Es  beträgt 

für  l  — 

2A              4A 

i 

0,78  : 1       0,195  : 1 

o,a 

8A  16A 

0,049  :  1       0,012  : 1. 

Von  praktischer  Bedeutung  kann  die  Rücksichtnahme  auf  jf^ 
werden,  wenn  es  sich  um  die  Ermittlung  des  Dehnungskoef- 
ficienten  a  aus  Biegungsversuchen  mit  Stäben  oder  Trägem 
handelt,  deren  Höhe  erheblich  ist,  worauf  bereits  §  22,  Ziff.  1  auf- 
merksam gemacht  wurde.  Durch  die  bisher  übliche  VemachlÄssi- 
gung  von  y"  beging  man  im  Falle  des  rechteckigen  Querschnittes 
bei  l  =  1000  mm  und 

Ä  =  —  =  250  mm  einen  Fehler  von     19,5  %, 
A  =  ^  =  125    -         -  -  -         4,9  - 

o 

A  =  /e  =  62,5-        -  -         -         1,2  - 

Hieraus  folgt,  dass  die  Höhe  der  Stäbe  verhältnissmässig  nicht 
bedeutend  sein  darf,  wenn  die  Ausserachtlassung  von  y'  zulässig 
erscheinen  soll. 

Allgemein  wird  zur  Bestimmung  von  a  oder  —  aus  Versuchen 

mit  Stäben  von  rechteckigem  Querschnitt  die  Gleichung  7  zu  ver- 
wenden sein.     Dieselbe  liefert 


0,2o     ,     +0,6 


h  ]  '  m 


\l 


Hierbei  ist  streng  genommen  m  für  das  untersuchte  Material 

besondei-s    zu   bestimmen;    doch   erweist  sich  der  Einfluss  der  Ab- 

10 
weichung  der  besonders  ermittelten  Werthe  von  dem  Mittelwerthv 
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als  so  unbedeutend^  dass  es  genügt^  a  aas  der  Gleichung  8,  d.  b. 
nacb 


|0,25[{|  +0,78 


l 


zu  berecbnen.  y  -^  y"  wird  zu  jedem  Wertbe  von  P  beobachtet 
und  damit  für  jede  Belastung  der  Dehnungskoefficient  a  be- 
stimmbar. 

Ganz  bedeutenden  Einfluss  erlangt  unter  Umständen  die  Schub- 
kraft auf  die  Durchbiegung  bei  J-Trägern,  da  hier  im  Steg  die 
Querschnittsbreite  gering,  also  y  ^i^d  t  gross  sein  können.  (Vergl. 
Zeitschrift  des  Vereines  deutscher  Ingenieure  1888,  S.  222  u.  f., 
sowie  §  22,  ZiflF.  1.) 

Der  Einfluss  des  in  §  46  erörterten  Widerstandes,  welcher  aus 
Anlass  des  Gleitens  der  Staboberfläche  auf  den  Stutzen  (infolge  der 
Durchbiegung)  entsteht,  ist  bei  strengen  Biegungsversuchen  mit 
erheblich  hohen  Stäben  durch  Verwendung  von  Rollenauflagem 
nach  Möglichkeit  herabzumindern. 

Im    Falle    des  Kreisquerschnitts    vom   Halbmesser  r  = -^ 

findet  sich  nach  Gleichung  6,  §  39,  für  die  Umfangspunkte  F  die 

Schubspannung 

,       4     S 
T  =   o   — j  cos  (f  . 

Die  Schubspannung  t  (Fig.  1,  §  39),  welche  in  dem  beliebigen 
um  17  von  der  Nullachse  und  um  z  von  der  17- Achse  abstehenden 
Punkt  P  wirkt,  werde  in  ihre  zwei  Komponenten  zerlegt: 

die  eine  senkrecht  zur  ^-Achse  sei  ^„  =  ^  cos  (f, 
die  andere  senkrecht  zur  17-Achse     t^  =  t  sin  (f. 

Nach  §  39  ist  die  Erstere  für  alle  im  gleichen  Abstände  17 
liegenden  Flächenelemente  konstant,  also 

4    S 
x^  =  ^'  cos  (f'  =  -g-  ^  cos*  (f'  =  r;, 

während  die  Letztere,  von  aussen  nach  der  Mitte  zu  bis  auf  Null 
abnehmend,  in  den  Umfangspunkten  P'  die  Grösse 
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t\  =  %  sin  (p  =  t'y  tg  (p', 

in   dem   beliebigen  um  z  von  der  17 -Achse  abstehenden  Punkte  P 
den  Werth 

besitzt. 

Wegen 

»9 


''  =  V  +  ^,'=  !+■::?  tg'y'V 


ergiebt  Gleichung  4 


^"^'^iiiv^^ri^-^f  *^*')''^ 


—  y 


Hieraus  folgt  mit 
ty  =   ..  — -^  cos^  (f'\     y  =  T  cos  y',     dfi  =  d{r  sin  y')  =  r  cos  (f  dq ; 


=  _32  ß_      '  '^ 


»r 


Sda\      (3  -h  tg^  (p')  cos^  ^'  d(f' 


27  TT  r*    1  ' 


und  sofern  S  unveränderlich  innerhalb  der  Strecke  x 

"       32    .     S 

d.  i. 

— 1,185  mal  so  gross,    als    wenn    die    Schubkraft 

sich    gleichmässig    über  den  Querschnitt  vertheilt 
haben  würde. 
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Für  den  Fall  des  auf  beide  Enden  im   Abstände  /  gestützten 
und  in  der  Mitte  mit  P  belasteten  Stabes  ist  unter  Vernachlässigung 


des   Eigengewichts   S  =  -—  und  damit 


n 

y 


27  71  r»  3 


—  ■  djs 
2 


-27'* 


P 

2 


l 


n  t 


.t 
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Hiemach  beträgt  die  Gesammtdurchbiegung 
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Unter  Umständen  erscheint  es  vortheilhaft,  die  nach  Massgabe 
des  Vorstehenden  ermittelte  Grösse  y"  allgemein  in  Vergleich  zu 
stellen  mit  derjenigen  Verschiebung,  die  sich  ergiebt,  wenn  man 
die  (thatsächlich  nicht  zutreflFende)  Annahme  macht,   dass  sich  die 
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Schubkraft  S  gleichmässig  über  den  Qaerschnitt  /  vertheile.   Diese 
Unterstellung  führt  für  das  Eörperelement  von  der  Länge  dx  zn 

während  Gleichung  4  für  dasselbe  liefert 

^  //  *'  dfidz. 
ß-^-^     g  ^ — dx. 

Demnach  das  Verhältniss  fi  der  letzteren  Grösse  (der  that- 
sächlichen  Verschiebung)  zu  der  ersteren  (der  unterstellten  Ver 
ruckung) 


l^  =  ^-^^T'dfidz 12) 


Der  Koefficient  ft,  welcher  für  jeden  Querschnitt  besonders 
ermittelt  werden  muss*)  und  welcher  als  Koefficient  der  Quer- 
schnittsverschiebung bezeichnet  werden  kann,  ist  dann  die- 
jenige Zahl,  mit  welcher  die  unter  Voraussetzung  gleich- 
massiger  Spannungsvertheilung  gewonnene  Verschiebung 
multiplicirt  werden  muss,  um  die  thatsächliche  zu  er- 
halten. Beispielsweise  beträgt  derselbe  für  das  Rechteck  1,2,  för 
den  Kreis  1,185')  —  wie  wir  oben  bereits  gefunden  haben  — 
für  J- Querschnitt  steigt  er  bis  auf  3  und  darüber. 
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Wie  in  §  18,  Ziff.  1,  8  und  später  erörtert,  sowie  benützt,  liegt 
dem  Begriff  der  Einspannung  eines  auf  Biegung  in  Anspruch 
genommenen  Stabes  die  Auffassung  zu  Grunde,  dass  an  der  Ein- 
spannstelle die  elastische  Linie  von  der  ursprünglich  geraden  Stab- 
achse   berührt    wird,    d.  h.,    dass    in   diesem  Punkte  die  letztere 

')  Kitter  hat  sich  in  den  ^Anwendungen  der  graphischen  Statik**,  Zürich 
18S8,  No.  32  und  86,  mit  dieser  Aufgabe  eingehend  und  erfolgreich  befasst. 

2)  Die  in  der  Literatur  zu  findende  Angabe  ^=-1,11  beruht  auf  der  \or- 
aussetzung,  dass  die  oben  in  der  Rechnung  auftretende  Schubspannung  r^  für 
alle  Querschnittselomcnte  gleich  Null  sei. 
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Tangente  an  der  elastischen  Linie  ist.  Hierdurch  wird  dieser  an  der 
Einspannstelle  eine  bestimmte  Ordinate,  sowie  eine  bestimmte  Rieh- 
tung  zngewiesen. 

Die  Einspannung  stellt  man  sich  hierbei  nicht  selten  in  der 
Weise  vor,  dass  das  eingespannte  Ende  durch  zwei,  von  entgegen- 
gesetzten Seiten  stützende  Auflager,  die  man  als  unbeweglich 
und    unzusammendrückbar   betrachtet,    gehalten  wird,    wie  Fig.  1 


-IV  —-♦••■ ^v ♦» 


hfi---a- ^ 


jb 


Fig.  1. 

zeigt.  Als  Einspannstelle  gilt  der  Querschnitt  A,  Zur  Bestimmung 
der  beiden  in  A  und  C  wirkenden  Auf  lagerdrtlcke  denken  wir  uns 
in  A  eine  senkrecht  abwärts  gerichtete  Kraft  -h  P  und  eine  zweite 
vertikal  aufwärts  wirkende  Kraft  —  P  angebracht.  Da  sich  diese 
zwei  Kräfte  gegenseitig  aufheben,  wird  hierdurch  nichts  an  dem 
Gleichgewichtszustände  geändert.  Wir  haben  alsdann  mit  der  am 
freien  Ende  B  angreifenden  Last  P  —  das  Eigengewicht  des  Stabes 
werde  vernachlässigt  —  drei  Kräfte.  4-  P  können  wir  uns  auf- 
gehoben vorstellen  unmittelbar  durch  die  Stütze  Ay  während  —  P 
und  die  Last  P  ein  rechtsdrehendes  Kräftepaar  vom  Moment  P  l 
bilden^  zu  dessen  Auffangung  in  A  und  C  je  der  Widerlagsdruck  P, 
erforderlich  ist,  welcher  durch  die  Gleichung 

P,n  =  Pl 
zu 

l 


P,  =  P 


n 


bestimmt  wird. 

Demnach  ergiebt  sich  der  Widerlagsdruck  in  A 


und  derjenige  in  C 

N=P    ^ 
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Je  kleiner  n  im  Vergleich  zu  /,  um  so  bedeutender  werden 
die  Kräfte  A"^^  und  iV.  ausfallen.  Selbst  wenn  man  sich  diese  nicht 
in  dem  Punkte  oder  in  der  Linie  A  bezw.  C  zusammen gedrinp 
angreifend  denkt,  sondern  auf  kleine  Flächen  vertheilt  vorstellt,  so 
werden  sie  doch  eine  Zusanimendrlickung  des  Materials  der  Stüöen 
^1  und  C,  sowie  der  Oberfläche  des  Stabes  an  den  Angriffsalellen 
zur  Folge  haben.  Hiermit  aber  ist  eine  Abwärtsbewegung  des 
Stabes  bei  A  und  eine  —  unter  sonst  gleichen  Umständen  wegen 
iV^^iV^  jedoch  geringere  —  Aufwärtsbewegung  desselben  bei  (' 
verknüpft.  Der  ganze  Stab  wird  sich  —  abgesehen  von  der  Ver- 
schiebung seiner  Querschnitte  gegen  einander,  sowie  von  seiner 
Biegung  —  gegen  seine  ursprüngliche  Lage  neigen  müssen,  ent- 
sprechend der  Drehung  um  einen  zwischen  A  und  C  befindlioheB 
Punkt,  welcher  infolge  A^^  >■  A^^  bei  sonst  gleichen  Verhältniasen 
näher  an  C  als  an  .^^1  gelegen  ist.  Wir  erkennen,  dass  die 
Stützung    des    Stabes    nach    Fig.   1    die    Auffassung    niolil 


4 


rechtfertigt,  die  elastische  Linie,  d.  i.  die  gekrümmte 
Achse  des  durch  P  gebogenen  Stabes,  habe  an  der  Ein- 
spannstelle  (d.  i.  in  A)  die  ursprünglich  gerade  Stabachss 
zur  Tangente. 

Nur  dann,  wenn  ti  verhSltnissmässig  gross  gewählt  wird  Bild 
die  Flächen,  gegen  welche  sich  der  Stab  bei  .-1  und  C  legt,  so  be- 
deutend sind,  dass  die  ZnsammendrUckung  der  Stützen  und  ihrer 
Widerlager,  sowie  die  örtliche  Zusammenpressung  des  Stabes  als 
unerheblich  betrachtet  werden  dürfen,  erscheint  diese  Auffassutg 
mit  Annäherung  zulässig.  Wir  gelangen  dann  zur  Konstruktion 
Fig.  2  mit  zwei  Auflagerplatten  unter  A  bezw.  über  C. 

Genauer  würde  die  in  Frage  stehende  Auffassung  zutreffen  im 
Falle  der  Fig.  3,  wenn  der  Stab  in  der  Mitte  A  eine  genügend 
grosse  Auflagerfläche  besitzt,  sodass  die  ZusammendrückuDg  d»- 
selbst   verschwindend  wenig   beträgt,   und  wenn  er  an  den  beiden 
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Enden  gleich  starke  Belastung  erfährt.  Dann  fällt  die  Richtung 
der  Tangente  im  Punkte  A  der  elastischen  Linie  mit  der  Richtung 
der  früher  geraden  Stabachse  zusammen.  Bei  erheblicher  Zu- 
sammen druckung  des  Widerlagers  und  des  Stabes  wurde  im  Punkte 
A  nur  Parallelismus  zwischen  beiden  bestehen. 


-v 1^ /€ 


el ^ 1^ 

m 


Fig.  3. 


Wird  der  Stab,  dessen  Querschnitt  ein  Rechteck  von  der 
Breite  b  und  der  Höhe  h  sei,  nach  Massgabe  der  Fig.  4  derart 
befestigt,  dass  er  in  unbelastetem  Zustande  unter  Vernachlässigung 
des  Eigengewichtes  die  obere  und  untere  Wandung,  gegen  die  er 
sich  legt,  gerade  spannungslos  berührt,  so  liefert  die  Verlegung  der 
Kraft  P  in  die  Mitte  zwischen  A  und  C  die  daselbst  senkrecht  ab- 
wärts wirkende  Kraft  P  und  ein  rechtsdrehendes  Kräftepaar  vom 

a 


Moment  P  U  .    ^ 

Unter  Voraussetzung  gleichmässiger  Vertheilung  von  P  über 
die  Fläche  a  b  ergiebt  sich  die  von  P  allein  herrührende  Pressung  p„ 
zwischen  dem  Stab  und  der  unteren  Wandungsfläche, 


P 


In  Fig.  5  ist  dieselbe  dargestellt. 

Das  Moment  P  JZ  4-  -^|  ruft  gegenüber  der  rechten  Hälfte  der 

unteren  Wandungsfiäche  von  aussen  nach  innen  zu  abnehmende 
Pressungen  wach,  während  die  obere  Wandungsfläche  auf  der  linken 
Hälfte  aufwärts  gerichtete,  von  der  Mitte  nach  aussen  wachsende 
Pressungen  erfahrt,  wie  in  Fig.  6  dargestellt  ist.  Mit  der  Ge- 
nauigkeit, mit  welcher  die  Gleichung  12,  §  16,  auf  den  vorliegen- 
den Fall  angewendet  werden  darf,  findet  sich  wegen 
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Hiermit    folgt    die    resultirende  Pressung  in  der  Kante  bei  .1 
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id  an  derjenigen  bei  C 

P,  =  — Pi  +  p«  =  — rr  +  ^ 


ab  ab  \  a         2 
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In  Fig.  7  ist  diese  Spannungsvertheilung  dargestellt.  Natur- 
3mäs8  darf  p^  den  für  die  betreffenden  Materialien  (Stab,  Stütze) 
Dch  höchstens  für  zulässig  erachteten  Werth  der  Druckanstrengung 
icht  überschreiten. 

Infolge  der  örtlichen  Zusammenpressung  des  Stabes,  wie  auch 
er  Zusammendrückung  des  Materials  der  Wandung  wird  sich  die 
tabachse  um  den  Punkt  0  drehen,  dessen  Abstand  17  von  der 
[itte  der  Wandung  sich  aus  der  Erwägung  ergiebt,  dass 
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Demnach 


A0  = 


a 


6 


a 


Wir  erkennen,  dass  auch  hier  die  ursprünglich  gerade 
labachse  im  Einspannungsquerschnitt  A  die  elastische 
inie  nicht  berühren  kann. 


Würde  der  Stab  im  unbelasteten  Zustande,  d,  h.  für  P  =  Q, 
die  obere  nnd  die  untere  M'^andungsfläche  nicht  spann nngsloi, 
sondern  mit  einer  gewissen  Pressung  />o  berühren'),  was  z.  B.  der 
Fall  sein  kann,  wenn  auf  dem  Balken  ein  Theil  des  Gewichts  der 
darüber  aufgeführten  Mauer  lastet,  so  wird  sich  die  Stabachse  auch 
hier  innerhalb  der  Wandung  drehen,  jedoch  nicht  soviel,  wie  fol- 
gende Betrachtung  erkennen  lässt.  Durch  die  Pressung  po  findet 
zunächst  eine  Zusammenpressung  der  sich  berührenden  OberäSchen 
statt,  BO  das3  bei  Beginn  der  Einwirkung  der  Belastung  P  die 
betreffenden  Flächen  des  Stabes  und  der  Wandung  sich  bereits  in 
weit  vollkommenerer  Weise  berühren  als  bei  ursprünglich  spin- 
nungsloser  Befestigung,  infolgedessen  der  in  Frage  kommende 
EinSuss  der  von  P  veranlassten  Pressungen  kleiner  ausfallen  musa. 
Auch  die  Reibung,  welche  zwischen  Wandung  und  Stab  mit 
innerhalb  der  Wandung  eintretender  Biegung  (vergl.  §  46)  wach- 
gerufen wii'd,  wirkt  in  diesem  Sinne  nnd  zwai'  um  so  stärker,  je 
grösser  po- 

In  ahnlicher  Weise  wie  bei  dem  nur  einerseits  gestütcta 
Stabe  gelangt  man  hinsichtlich  des  beiderseits  befestigten 
Stabes,  Fig,  2,  §  18,  zu  der  Erkenntniss,  dass  infolge  der  Zn- 
aammendrückbarkeit  des  Materials  der  Wandungen  und  des  St»bei 
Einspann ung  in  dem  strengen  Sinne,  in  welchem  sie  von  <I«r 
Rechnung  für  ihre  Zwecke  aufgefasst  wird,  auch  nicht  angenähert 
vorhanden  zu  sein  pflegt.  Recht  anschaulich  tritt  dies  vor  du 
Auge,  wenn  man  in  einzelnen  Fällen,  für  welche  ermittelt  wä^en 
soll,  ob  der  Stab  als  einges.pannt  betrachtet  werden  darf,  zunlchit 
unterstellt,  der  Stab  liege  beiderseits  frei  auf,  und  sodann  die 
Neigung  der  elastischen  Linie  über  den  Stützen  bestimmt;  hiennf 
prüft,  ob  der  Stab  durch  die  Befestigung  in  Wirklichkeit,  wenn 
auch  nicht  vollständig,  so  doch  ausreichend  verhindert  ist,  diese 
Neigung  anzunehmen.  Hierbei  wird  in  der  Regel  gefunden  werden, 
dass  man  schon  zur  Befestigungs weise  Fig.  2  mit  verhältnissmSssig 
grossem  Werthe  von  n  greifen  muss,  um  die  fragliche  Neigaog 
genügend  zu  verhindern. 


')  Bei  deo  SpaonungSTerljimiiiDgen  des  MascIüneDbaoes  isl  (.•ino  lülcb« 
Pressimg  stets  vorhanden  (s.  dos  VerfnsEer?  Mnscliiiiuncliiniento  1881 ,  S.  St 
1891/92,  S.  77,  1901  [8.  Aufl.],  S.  104). 


§  53.   Frage  der  Einspannung  eines  Stabes.  465 

Auch  die  gegenüber  gewissen  Theilen  der  Baukonstraktionen 
—  wie  z.  B.  gegenüber  den  durch  Druck  in  Anspruch  genommenen 
Brückenstäben,  bei  welchen  die  Gefahr  der  Knickung,  d.  h.  der 
seitlichen  Ausbiegung,  besteht  u.  s.  w.  —  oft  ohne  Weiteres  ge- 
machte Unterstellung,  dass  der  Stab  beiderseits  als  fest  eingespannt 
zu  betrachten  sei,  erweist  sich  bei  genauer  Prüfung  ziemlich  häufig 
als  unzutreffend. 

Am  nächsten  kommt  dem  Zustande  der  vollkommenen  Ein- 
spannung ein  ausser  an  den  Enden  auch  noch  in  der  Mitte  so  ge- 
lagerter und  entsprechend  belasteter  Träger,  dass  die  ursprünglich 


Fig.  8. 


gerade  Stabachse  Tangente  an  der  elastischen  Linie  im  Querschnitt 
der  Mittelstütze  ist.  Letzterer  Querschnitt  —  bei  B^  Fig.  8  — 
kann  dann  als  Einspannstelle  betrachtet  werden. 

Es  ist  von  Interesse  und  zur  Beurtheilung  der  thatsächlichen 
Inanspruchnahme  nicht  selten  von  Werth,  zu  beachten,  dass 
durch  die  Nachgiebigkeit  an  den  Befestigungsstellen  die 
Grösse  der  Biegungsanstrengung  bis  zu  einem  gewissen 
Grade  der  Nachgiebigkeit  hin  vermindert  wird*),  wie 
folgende  Betrachtung  erkennen  lässt. 

Der  an  den  Enden  befestigte  und  auf  der  Längeneinheit  mit  p 
belastete  Stab,  Fig.  9,  ist  bei  vollkommener  Einspannung  nach 
§  18,  Ziff.  3  beansprucht: 

an  der  Befestigungsstelle  A  (rechts)  durch  das  rechtsdrehende 

Moment  AI  =-C^  und    durch    die  senkrechte  Kraft  ~r 
*       12  2 

(vergl.  auch  Fig.  10), 

pP 
in  der  Mitte  C  durch  das  drehende  Moment  A/  =  ~  -  . 

<^       24 


*)  S.  des  Verfassers  Arbeit  über  die  Forniaudeningen  und  die  Aüstrengung 
flacher  Böden  in  der  Zeitschrift  des  Vereines  deutscher  Ingenieure  1897,  S.  1223 
und  1224,  oder  auch  Versuche  über  die  Widerstandsfähigkeit  von  Kessehvandungen, 
Heft  3. 

C.  B  a  e  b ,  Elastidttt.    4.  Aufl.  30 
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Giebt    die  Befestigungsstelle   nach,    sodass    das  Moment  hier 

auf  einen  Werth  3f  <  -^^r-  sinkt,    dann  findet  sich  unter  Beach- 

«        12  ' 

tung  von  Fig.  10  das  Moment  in  der  Stabmitte  zu 

^c  —  ^a        2    2^24   ~     «        8  ' 


■•• 


2  ^^  2 

Fif .  9. 


pl^ 


worin  3f^  zwischen"^    (Stab    vollkommen    eingespannt)    und   0 
(Stab  frei  aufliegend)  schwanken  kann;  somit  beispielsweise  für 


Hf^     pl*       pi'       pi*       pi' 

'  12  15  16  24 


0 


M  = 


—   _?ü.    IpR    iT-    -PR-    il\ 

24         120         16  12  8 


Flf.  10. 


Wie  ersichtlich,  nimmt  M    ab  und  der  Werth  von  M,  wächst, 

bis  für  Al^  =  ~—  beide  gleich  geworden  sind;  d.  h.  insbesondere 

für  einen  Stab  mit  rechteckigem  Querschnitt:  giebt  die  Befesti- 
gung an  den  Stabenden  gegenüber  dem  Zustande  vollkommener 
Einspannung    soweit    nach,    dass    hier    das    biegende  Moment  von 

pl^  pP 

-\,-r-  auf  -^~r-  sinkt,  sich  also  im  Verhältniss  von   16:12  =  4:3 
12  16  ^ 
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vermindert,  so  verringert  sich  auch  die  grösste  Biegungsinanspruch- 
nahme  des  Stabes  in  dem  gleichen  Verhältnisse  oder  die  Tragfähig- 
keit erhöht  sich  im  Verhältniss  von  3:40* 

Ist  die  Nachgiebigkeit  der  Befestigung  eine  weitergehende,  so 
wird    die    grösste    Beanspruchung,     die    nunmehr    in    C   statthat, 

wieder    wachsen,  bis  das  Moment  den  Werth  -^—  erreicht  hat  für 

o 

M  =  0. 

Für  M^  =  A/  =  -^   liegt    der   Wendepunkt    um    0,1465  / 

von  dem  Stabende  entfernt  gegen  0,2113  l  bei  M^  =    tk-- 

^)  Ist  der  Querschnitt  des  prismatischen  Stabes  in  Bezug  auf  die  zur  Ebene 
der  belastenden  Kräfte  senkrecht  stehende  Hauptachse  unsymmetrisch,  so  muss 
beachtet  werden,  dass  die  am  st&rk^en  gezogene  Faser  an  der  Befestigungsstelle 
A  oben,  in  der  Stabmitte  C  unten  liegt. 


30* 


Fünfter  Abschnitt. 

Stabf  ormige  Korper  mit  gekrümmter  Mittellinie. 


I.  Die  Mittellinie  ist  eine  einfach  gekrümmte  Kurve,  ihre 
Ebene  Ort  der  einen  Hauptachse  sämmtlicher  Stabquer- 
schnitte,    sowie  der  Richtungslrnien  der  äusseren  Kräfte. 

Die  den  Stab  belastenden  Kräfte  ergeben  dann   für  einen  be- 
liebigen Querschnitt  im  Allgemeinen 

1.  eine  im  Schwerpunkte  des  Letzteren  angreifende  Kraft  Ä, 
welche  zerlegt  werden  kann 

a)  in  eine  tangential  zur  Mittellinie,  also  senkrecht  zum 
Querschnitt  gerichtete  Kraft  P  (Normalkraft),  und 

b)  in  eine  in  den  Querschnitt  fallende  Kraft   S  (Schub- 
kraft), 

2.  ein  auf  Biegung  wirkendes  Kräftepaar  vom  Moment  M^ 
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In  dem  gekrümmten  stabförmigen  Körper  denken  wir  uns 
zwei  unendlich  nahe  gelegene  Querschnitte  6\0iCi  und  CjO/i, 
Fig.  1.  Dieselben  begrenzen  das  Stabelement  CiOiCiCCfO^QC 
und  schneiden  sich  in  der  Krümmungsachse  M.  Der  folgenden 
Betrachtung  unterwerfen  wir  nur  die  Hälfte  COCCiOiCi  und 
fassen  hierbei  die  Bogenelementc  CCi,  OOi  und  C6\  als  gerade 
Linien  auf,  wie  durch  Fig.  2,  S.  471,  in  grösserem  Massstabe  dar- 
gestellt ist. 

Es  bezeichne  nun  unter  Bezugnahme  auf  Fig.  2: 
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/  den  Querschnitt  COC  allgemein  und  dessen  Grösse  im  Be- 
sonderen, 

fx  den  Querschnitt  CxOyCx  allgemein  und  dessen  Grösse  im  Be- 
sonderen, 

0  den  Schwerpunkt  von  /, 

01  denjenigen  von  /i, 

r  =  MO  den  Krümmungshalbmesser  im  Punkte  0  der  Mittel- 
linie vor  Eintritt  der  Formänderung, 

d(p=  A.  0 MOx  den  Winkel,  welchen  die  Ebenen  der  beiden 
Querschnitte  /  und  fx  vor  der  Formänderung  mit  einander 
einschliessen,  oder  den  Winkel,  unter  welchem  die  beiden 
Tangenten  an  der  Mittellinie  in  den  Punkten  0  und  Ox 
(vergl.  Fig.  1)  sich  schneiden. 


Fig.  1. 


ds  =  rdg>  die  Länge  des  Bogenelementes  0  Ox  der  Mittellinie 
im  urspranglichen  Zustande, 

PPi  =  d8x  =  (r  -}-  ff}  d^  =  r  d(p'^-fj  d(p  =  ds  -^-tj  d^  die  Ent- 
fernung zweier  in  den  Querschnitten  /  und  fx  gleich  ge- 
legenen, um  fj  von  der  Mittellinie  abstehenden  Punkte, 
bevor  die  äusseren  Kräfte  auf  den  Stab  wirken;  wobei  der 
Abstand  fj  als  positiv  gilt,  wenn  er  von  0  aus  in  der 
Richtung  MO  zu  messen  ist,  negativ  dagegen,  wenn  er  in 
der  Richtung  OM,  d.  h.  nach  der  Krummungsachse  hin 
liegt, 

ex  den  grössten  positiven  Werth  von  iy, 

e^  den  grössten  negativen  Werth  von  tj, 
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e=^  €i  =  e^j  falls  der  Querschnitt  so  beschaffen  ist,  dass  beide 
Abstände  gleich  gross  sind, 

0  =  /  fj^df  das  Trägheitsmoment  des  Querschnitts  /  in  Bezug 
auf  die  in  0  sich  projicirende  Hauptachse. 

Femer  sei 

P  die  Normalkraft  im  Punkte  0  des  Querschnitts  /,  positi? 
oder  negativ,  je  nachdem  sie  ziehend  oder  drückend 
thätig  ist, 

Mj^  das  für  den  Querschnitt  /  sich  ergebende,  auf  Biegung  wir- 
kende Moment,  positiv,  wenn  es  eine  Vermehrung  der 
Krümmung,  also  eine  Verkleinerung  des  Krümmungshalb- 
messers herbeiführt,  negativ,  wenn  das  Entgegengesetzte 
der  Fall  ist, 

a=  —  (§  2)  die  durch  P  und  M,  im  Abstände  «  (von  der  in  0 
a 

sich  projicirenden  Hauptachse  des  Querschnittes  /)  hervor 

gerufene  Spannung,  entsprechend  der  daselbst  eingetretenen 

Dehnung  f ,  wobei  vorausgesetzt  werde,  dass  Proportionalität 

zwischen  Dehnungen  und  Spannungen  besteht, 

k,,  kj  k^^  die  zulässige  Anstrengung  des  Materials  gegenüber  Zug, 
bezw.  Druck,  bezw.  Biegung, 

€q  die  Dehnung  der  Mittellinie  im  Punkte  0,  d.  i.  — - —  ,   sofern 

sich  das  Bogenelement  ds  unter  Einwirkung  der  äusseren 
Kräfte  um  J  da  verlängert, 

0)  die  verhältnissmässige  Aenderung  des  Winkels  dff  der  beiden 

Querschnitte,    d.  i.  —z — ,  wenn  der  Winkel  d(p  infolge  der 

Formänderung  in  dtp-^  J  d(p  übergeht,  also  um  J  dtp  sich 
ändert, 

Q  der  Krümmungshalbmesser  im  Punkte  0  der  Mittellinie  wäh- 
rend der  Formänderung. 


%  04,    Dekaoag.    Spuinung.    KrümmuDgsbdbmesBer. 


1.   AtuHrenffung  itea  MnterüUs. 
Die  Normalkraft  P  wirke  allein. 

Hutte  der  Stab  eine  gerade  Achse,  so  wären  die  beiden  Quer- 
•chnitte  /  and /,  parallel;  die  Nonnalkraft  P  würde  bei  gleich- 
BiAssiger  Vertheilang  über  den  Querschnitt  sfimmtlichB  dazwischen 
gelegenen  Fasern  wegen  der  Gleichheit  ihrer  Länge  um  gleichviel 
dehnen:  es  ändert  aich  nur  die  Entfernung 
der  beiden  Querschnitte,  nicht  aber  ihre 
Neigong  zu  einander,  dieselbe  bleibt  Null. 

Anders  verhält  sich  das  Körperelenient, 
Fig.  2.  Hier  sind  die  Fasern  zwischen  den 
beiden  Querschnitten  ungleich  gross  und 
zwar  uni  so  länger,  je  weiter  sie  von  der 
Krümm  ungsachse  abstehen.  Bei  gleich- 
massiger  Vertheilnng  von  P  über  den  Quer- 
schnitt mass  die  Spannung  a  in  allen  Quer- 
Bchnittspnnkten  gleich  gross  sein ;  infolge- 
dessen müssen  sich  die  längeren  Fasern,  ab- 
solut genommen,  mehr  dehnen  als  die  kür- 
m  und  zwar  genau  in  dem  Verhältniss, 
in  welchem  sie  grösser  sind,  d.  h.  die  Ver- 
längerungen müssen  sich  verhalten  wie  die 
Abstände  der  Fasern  von  der  KrQmmungs- 
Bchse  M.  Daraus  folgt,  dass  die  Ebene  des 
Querschnitts,  von  dem  angenommen  wird,  dass 
er  eben  bleibt'),  in  ihrer  neuen  Lage  CoCa 
die  Erümmungsachse  M  schneidet,  wie  in 
Fig.  2  angedeutet  ist.    Wir  erkennen:  unter 


i^-i. 


if 


l'itlleiaiger 
Igleichmäsi 


der     über    den 


Querschnitt    sich 


.  N 


eigung  ( 


ertheilende 

sselhen  der 


No 


ilkraft    P 


ändert    sich 


:  Ehe 


I  herige  Krümmungsachse  schneidet,    dass    also   der  ErUm- 
t  jnangshalbmessei 


elbe  bleibt. 


')  In  Beiug  aar  dlei 
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Normalkraft  P  und  biegendes  Kräftepaar  vom  Moment  A/^ 

sind  vorhanden. 

Wie  soeben  erörtert,  fahrt  die  Normalkraft  P  den  Querschnitt 
/i  in  die  Lage  Cq  Cq,  Fig.  3,  über.  Beginnt  nun  jetzt  das  Moment 
Mf^  zu  wirken,  so  wird  der  Querschnitt  /i  aus  der  Lage  Co  Ci  in 
eine  andere,  etwa  C'i  0\  C\  gelangen  und  die  Erümmungsachse 
von  M  nach  M*  rücken,  entsprechend  einer  Verkürzung  des  Krüm- 
mungshalbmessers von  r  auf  ^,  sowie  einer  Vergrösserung  des 
Querschnittswinkels  dtp  auf  dip-^-  J  dtp.  Hierbei  erfährt  das  Bogen- 
element  OO^^ds  der  Mittellinie  die  gesammte  Dehnung 


o'/[  während  diejenige  der  im  Abstände  ^   gele- 

/■•^  genen  Faserschicht  PP,  aus  der  Verlängerung 

PiPi  zu  bestimmen  ist.   Wird  durch  O'i  die 

Gerade  0\N\\  zu  CiCi  gezogen,  so  findet  sich 


p,  p\  =  i\  isr-f.  NF,  =  0, 0\  -\-NP, 
=  F^ds  -\-  ri  arc  NO\P\  =  ^qV  dtp-h  ^Jd(f\ 

hiermit  die  Dehnung  s  im  Abstände  ^ 


€ 

P,P\ 
PP\ 

fo^ 

*  dtp-\-  fi  J  dif 
(r  4-  n)  dtp 

*c 

•-^^ 

J  dtp 
dtp 

l-H 

r 

unter  Beachtung, 

dass 

/1  dtp 
dip 

—  w, 

n_ 

e  —  fo  +  (« 

1 

r 

,       .     .     .     . 
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1  die  zugehörige  Spannang,    sofern  Kräfte    senkrecht  zur  Stab- 
ise  nicht  einwirken, 


a 


^0  H-  («  —  ^o) 


r-^ri 


1 


a 


■     ■     2) 


Die  im  Innern  des  Stabes  wachgerufenen  Kräfte  müssen  sich 
i;  den  äusseren  im  Gleichgewicht  befinden,  d.  h.  (§  16,  Glei- 
mg  3  und  Gleichung  6) 


df,     .     .     3) 


J.,//=P=j-L  [,.+(«_..)  _4 


ydf.i,=  M^=\—il    fo-^{ia-fo)-^ 


r-'ril 


df.     4) 


Unter  Voraussetzung,  dass  der  DehnungskoeflScient  a  konstant 
;,  folgt 


M,=  ^\.^näf^^.-..)yX-df 


Mit 


Sdf=f, 


fvcl/=0, 


.1  r-f- 


2  _^/=-. 


r-i-  fj 


d/ 


'/, 


5) 


V       je 

-.'    Wr  ——   ^r*» 


It^^/^K'-t:^)  *■=  - 4  „ü"/--''  « 


ird 


P  = [fo (W  €q)x]  , 

a 


oraus 
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M. 


0) — fo  =  « 


x/r 


to  =  ay  -{-  [a  —  to)  X  =  ^  \P  -\ — - 


x/r         /    \  r 


Hiermit  liefert  Gleichung  2 


P   ^i    .    ^fh      fl 


f    '   fr    '  xfrr-^ri 


xr 


.    7) 


8) 


Handelt  es  sich  nm  ein  Material,  für  welches  die  zulässige 
Anstrengung  gegenüber  Biegung,  d.  i.  A^,  erheblich  abweicht  von 
derjenigen  gegenüber  Zug  k^,  so  ist  das  in  §45,  ZiflF.  1  hierüber 
Bemerkte  zu  beachten.  Die  hier  in  Betracht  kommenden  Verhält- 
nisse sind  allerdings  weniger  einfach  und  erscheinen  deshalb  der 
weiteren  Klarstellung  durch  Versuche  dringend  bedtLrftig.  (Vei^l. 
in  dieser  Hinsicht  die  Versuchsergebnisse  in  §  56.) 

Wenn 


P  =  0, 


so  wird 


^'^^  _  ^h 


/r       x/r  r  -h  jy 


und  für  17  =  0 


a  = 


fr 


Bei  dem  geraden  Stab  ergiebt  sich  nach  Gleichung  11,  §  1^? 
für  rj  =  0 

a  =  0, 

d.  h.  während  bei  dem  nur  durch  3/^  belasteten  Stabe  mi^ 
gerader  Achse  die  Normalspannungen  in  der  zur  Ebene 
des  Kräftepaares  senkrechten  Hauptachse  des  Quer- 
schnittes Null  sind,   herrscht  bei  dem  gekrümmten,   auch 
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nur  durch  A/^  belasteten  Stabe  in  dieser  Linie  die  Span- 
nung Afj^ifr.  Die  bezeichnete  Hauptachse  ist  demnach 
hier  nicht  Nullachse. 

Der  Grund  für  dieses  abweichende  Verhalten  liegt  einfach 
darin,  dass  bei  dem  gekrümmten  Stab  die  zwischen  zwei  Quer- 
schnitten gelegenen  Fasern  verschiedene  Längen  besitzen,  während 
bei  dem  geraden  Stab  Gleichheit  besteht.  (Vergl.  das  zu  Anfang 
von  ZiflF.  1  Erörterte.) 

Entsteht  Af^  dadurch,  dass  eine  Last  Q  senkrecht  zu  dem  in 
Betracht  gezogenen  Querschnitt  im  Abstände  r  von  dem  Schwer- 
punkt desselben  ziehend  angreift,  also  durch  den  Kriimmungsmittel- 
punkt  der  Stabachse  geht,  dabei  auf  Verminderung  der  Krümmung 
hinwirkt,  so  ist  wegen 

P=Q,  M,=  -Qr 

nach  Gleichang  8 

/         fr        x/r  r  -+-  iy  xf  r-^tj       x/r  r  -hfj 

Für  $1  =  0   ergiebt  sich  hieraus    (y  =  0,    obgleich    eine 
Normalkraft  vorhanden  ist. 
Nach  Gleichung  6  ist 


[ 


^  -d/=x/r. 


Folglich  auch 


I 


v' 


1+-" 


df  =  xfr 


r 


Wenn  nun  r  sehr  gross  ist  gegenüber  jy,    d.  h.  gegenüber  der 
Abmessung    des    Querschnittes    in  Richtung    von    ?•,    infolgedessen 

gegen  1  vernachlässigt  werden  darf,    so  geht  dieser  Ausdruck 

—  streng  genommen  nur  für  r^=oo  —  über  in 
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*/»^=f— ^rf/=~f^'i/=0'), 


r 


woraus 


0 


10)') 


*)  Zur  Beiirtheilimg,  für  welche  Werthe  von  r  —  im  Verhältniss  zu  den 
Querschnittsabmessungen  in  Richtung  von  r  —  diese  Annäherungsgleichang  be- 
nutzt werden  kann,  sei  Folgendes  bemerkt. 

£s  ist  für  den  rechteckigen  Querschnitt  (vergl.  Ziff.  2,  a)  nach  Glei- 
chung 13,  §54,  da  e  =  4r*^'  =  -|-^«'» 


,       3 

=  1+5 


[27)  "^  T  \2r]  ' 


=  1  +  1-1^1+^1^-1  + 


«     •      •      • 


somit 


für         r        z=       h  2  h  3//  4// 

''•^—     =     1,18  1,04  1,02  1,01. 

Im  Falle  kreisförmigen  oder  elliptischen  Querschnitts  (vergl.  Ziff. 2 J> 
ergiebt  sich  nach  Gleichung  15,  §  54 


folglich 


i-=^^2lr-)-^-16-(7-)-^ 


für         r         =      2  e  4  ^^  <m'  8  <- 

-*-^'-    ==    1,15  1,03  1,02  1,01. 


Hiemach  liefert  die  Gleichung  8a  gegenüber  der  Gleichung  8  das  dntt«^ 
Glied  der  rechten  Seite  zu  gross  und  zwar  beispielsweise  bei  elliptischem  Q"*'"'' 
schnitt    nach  Massgal)e    der  Zahlen    1,15,    1,03  u.  s.  w.     Wird    in   diesem  Gli***»»^ 

J/^  .  .1 

noch   der  Quotient  tj :  r  vernachlässigt,    also  dasselbe  -----  17  gesetzt,   wie  es  ml'Ii 

für  gerade  stal)förinige  Kör|)er  ergiebt,  so  kann  dagegen  sein  Werth  erheblion  zu 
klein   ausfallen,    wie   die  Zahlen  der  nachstehenden  Betrachtung  erkeunen  w>>''D- 
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Die  Einsetzung  dieses  Werthes  in  Gleichung  8  führt  zu 


ff  = 


/ 


fr 


AL 


®    1-+-'- 
r 


.     .     .     8a) 


und  ergiebt  mit  r  =  oo 


^  =  -F  +  -^-t7 


/ 


0 


d.  i.  die  für  gerade  Stäbe  giltige  Gleichung  1,  §  45. 


Für  den  kreisförDÜgen  Querschnitt  A  des  ringförmigen  Körpers  Fig.  4 
beträgt  J/^  =  —  Q  r  und  somit  der  Werth  des  dritten  Gliedes  in  Gleichung  8 
mit  J7  =  —  e  (d.  i.  für  den  innersten  Punkt) 


Qr      — 


f^ 


1-- 


Mrelche  Grösse 
für  r    = 


ergiebt 


cl.  i. 


2e 

~H    1,15'' 

=  1,74--., 
74% 


r 


xfr^ 


Qr 


9 


e 


O^-'! 


Qr       < 
H    3. 1,03^* 

29% 


r 


xfr 


i    » 


c 


Qr       6 


1 1«  ^^'' 

18% 


Se 
Qr       8 


e', 


«   51,02   '  H   7-1,01    ' 


1  IQ  ^^'' 

=  Ijlo^r— f. 


s 


13% 


Xiiehr  als  der  Ausdruck  i;,    giltig   für  gerade  stabförmige  Körper,   mit  dem 


LJTöj«5ten  Werthe  von  *y  liefert. 
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Soll  die  Anstrengung  durch  die  Schubkraft  S,  welche  sich 
nach  dem  oben  unmittelbar  zu  I  unter  ZiflFer  1  b,  S.  468,  Bemerkten 
ergiebt,  ermittelt  werden,  so  kann  das  mit  Annäherung  derart 
geschehen,  wie  in  §  39  beim  geraden  stabförmigen  Körper;  nur  ist 
dabei  zu  berücksichtigen,  dass  das  Gesetz,  nach  welchem  sich  hier  c 
ändert,  ein  anderes  ist. 

Grashof  (Theorie  der  Elasticität  und  Festigkeit,  Berlin  1878, 
S.  283  u.  f.)  gelangt  auf  diesem  Wege  zu  der  Gleichung 

_  S  C        _  SM^ 


welche  unter  Bezugnahme  auf  Fig.  1,  §  39,  an  die  Stelle  der  Be- 
ziehung 2,  §  39, 

SM 


2  y  @  cos  y' 
tritt. 


Die    resultirende  SpannuDg  a   würde    unter  Zugrundelegung   dieser  Zahlen 
betragen 

bei  r  =         2  e  4  f  Ge  8  e 

für  gekrümmte  stab- 
förmige Körper     o  =  8  •  1,74  ~       16  •  1,29  ~-     24  •  1,18  —     32  •  1,13  -i 

=  13,92^^,   =  20,64 -|-,   =28,32-^,   =  36,16  y. 

Für  gerade  stab- 
förmige Körper 
wird  sein 
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2.  Werthe  von  x  = \  — 5 —  df. 

a)    Rechteckiger  Querschnitt. 
Mit  b  als  Breite  und  h  als  Höhe^  sodass 

rgiebt  sich 

h 

x  =  -l  +  ^/» ~- 12) 

n  n 

'-2 


Wird 


h 
2 


esetzt,  so  folgt 


A  ,         « 

In z —  =  In , 

A  ^         e 

r ;r-  1 


nd  unter  Voraussetzung,  dass  r  >  « 


1    l  e  V       1    l  e  V        1    I  e  ^' 
n 


l-H    ' 

e 

1          ' 

r 

3   l r  /         5   l r  /         1    \r 


^omit 

«        1    /«  \*       1    /«  ^« 


3   l  r  /         5   \  r  /         7    \  r 


.     13) 
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b)    Kreisquerschnitt.     Elliptischer  Qaersclinitt. 
Zum  Zwecke  der  Entwicklung  in  eine  unendliche  Reihe  werde 


gesetzt 


f  = 

fr 

y 

r 

■ndf 

V 
r 

-+- 

1^ 

1» 

^i- 

-i- 

/r  J   \  r  r^         r^         r*         r^         r®  /  ^ 

--V  f 7' d/ -+-... j 14) 


Für  den  Kreis  wird  infolge  der  Symmetrie 

f  rtdf=0  ftd/^O 

u.  s.  f. 

Ferner  gilt,  Fig.  4,  §  17,  mit  e  als  Halbmesser: 

f  =7X6^,  fj  ==  e  sin  (fj  df  =  z  drj  =  2  e^  cos'  (p  d(f, 


n 


t.' 


fd/=  ^  e\ 


Damit  findet  sich 


2     .    .  «       ,  n 


rj*  dj  =  4  e®  \      sin^  ^  cos^  ip  dtp  =^  -^  e^, 


("*  .>- 


5 

ff  df  =  4  ^"^  \      sin^  (f  cos'  (p  d(p  =  wi  7i  /, 


0 


sodass 
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1      /l     7t 


TT  1        TT  1       5 


Derselbe  Werth  ergiebt  sich  für  den  elliptischen  Quer- 
chnitt,  sofern  e  diejenige  Halbachse  der  Ellipse  ist,  welche  in  die 
Ibene  der  Mittellinie  des  Stabes  fällt. 


c)    Trapezförmiger  Querschnitt  mit  Symmetrielinie. 


Aus  Fig.  5  folgt  unmittelbar 


/= ~-h,         df=zdTj, 


2  =  *i  H ^ (^1  —  V^ 


Wegen 
ist  zunächst  dieses  Integral  festzustellen. 

C.  Bach,  BlMÜeltlt.    4.  Anfl.  31 


fj  dfj 
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Da 


1- 

r     fjdrj    _ 


-'S 


=]j-7^h= 


r  —  e^ 


so  folgt 


r  —  e^ 


b—b. 


fi  -h^2  —  rln  — 


r—ej 


6,+^(..  +  r) 


In"^^^'- —  {b  —  b,\ 
r  —  ff 


x  =  — 1  + 


2r 


(6H-6,)A 


4.+-"~-^(*.-f-r) 


;» 


^-(Ä-J.) 


.  16) 


d)    Querschnitt  des  gleichschenkligen  Dreiecks. 


Aas  Qleichnng  16  folgt  für 


6,^0, 


2  . 
-3-Ä, 


«s  =  -3-  Ä> 


2r 


T  +  X"'* 


1  -h  -7,-  - 


2  h 

3  r 


1  — 


1    h 
"3    r 


—  1 


.  17) 


e)  Für  zusammengesetzte  Querschnitte  oder  solche,  bei 
deren  Behandlung  die  Integration  Schwierigkeiten  bietet, 

empfiehlt  sich  die  Bestimmung  von  x  in  der  Weise,  dass  der  Quer- 
schnitt in  eine  genügende  Anzahl  Streifen  zerlegt  wird,  welche 
senkrecht  zur  Ebene  der  Mittellinie  stehen,  so  wie  dies  z.  B. 
Fig.  7,  §  17,  für  eine  Eisenbahnschiene  angiebt. 

Ist  A/  der  Flächeninhalt  eines  solchen  Streifens,  1/  sein  Ab- 
stand von  der  Mittellinie  (positiv  oder  negativ,  je  nachdem  er  von 
der  Krümmungsachse  M  weg  oder  nach  derselben  zu  gelegen  ist), 
so  sind  für  alle  Streifen  die  Werthe 
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zu  bilden,  hierauf  ist  deren  algebraische  Summe  zu  bestimmen  und 
diese  schliesslich  durch  — /zu  dividiren.  Das  Ergebniss  ist  der 
gesuchte  Werth  von  x. 

In  neuester  Zeit  hat  A.  Bantlin  ein  zeichnerisches  Verfahren 
zur  Ermittlung  von  x  angegeben  0,  welches  namentlich  gegenüber 
zusammengesetzten  Querschnitten  mit  Vortheil  benutzt  werden  kann 
und  allgemein  den  Vorzug  der  Anschaulichkeit  besitzt. 


3.  Krilnitnungshalbniesser. 

An  der  Hand  der  Fig.  3,  S.  472,  erkannten  wir,  dass  der 
Querschnittswinkel  d(p  und  der  Krümmungshalbmesser  r  unter  der 
Einwirkung  von  P  und  M^  in  d(f-\-/\  dy,  bezw.  q  übergingen. 
Während  für  das  Bogenelement  der  Mittellinie  vor  der  Form- 
änderung die  Beziehung 


OOi  =  d8  =  rd(p 

galt,    ergiebt   sich    für    dasselbe    während    der    Dauer   der  Form- 
änderung 


OOi  =d8-\-  Ad8=Q(d(p-i-  A  d(f), 
woraus  nach  Division  mit  d*,  bezw.  rd<p 

A  ds _Q_L  _r_  A  d(p 

da  r  \  dif 

r 
und  hieraus  unter  Beachtung  der  Gleichungen  7 

r  1  -H  ft)  0)  —  f  0       1    ,  ^t> 


b 


\  o 

')  Zeitschrift  des  Vereines  deutscher  Ingenieure  1901,  S.  164  bis  168,  S.  201 

bis  205. 

31* 
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M^ 


f 


a 


M. 


18) 


Wird    berücksichtigt,    dass    €q  eine  sehr  kleine  Grösse  ist,  so 
kann  mit  genügender  Annäherung  in  der  Regel  gesetzt  werden 


=  1  + 


=  ro  1  -H  ft)  —  f  o> 


woraus  bei  Ersatz  von  a>  —  €q  nach  Massgabe  der  ersten  der  Glei- 
chungen 7  folgt 

1 


1 


a 


Wenn  die  Querschnittsabmessungen  so  klein  sind  gegenüber  r, 
dass  von  der  Gleichung  10,  nach  welcher 

Gebrauch  gemacht  werden  darf,  so  ergiebt  sich 


1 
Q 


a 


5 
0 


oder 


1 
Q 


M.  =      -  -    -    - - 


1 
r 


0 
a 


.     .     19)') 


^)  Diese  Annriherungsgleichung  wird  nicht  selteD  aus  der  für  gerade  stal>- 
förmige  Körper  giltigen  Beziehung,  Gleichung  8,  §  16,  in  der  Weise  abgeleiU'i, 
dass  man  die  ursprüngliche  Krümmung  mit  dem  Halbmesser  /*  auffasst  als  herbei- 
geführt durch  ein  Moment  J/q,  für  das  nach  Gleichung  8,  §  16,  gilt 


1  Mo 


Durch  Hinzufügung  des  Momentes  J/^  gehe  die   Krümmung  in  eine  sololi«? 
mit  dem  Halbmesser  q  über,  somit 


1 


« 


Mo  +  M, 


Wird  der  erstere  Ausdruck  von  dem  letzteren  abgezogen,  so  findet  sieb 


11 

wie  oben  angegeben. 


^f, 


a  - 


^ 


oder        J/.  = , 
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4.  Aenderung  der  Koordinaten  der  MUteUinie» 

In  Fig.  6  sei  APCD  die  Mittellinie  des  gekrümmten  Stabes 
vor  der  Einwirkung  der  äusseren  Kräfte.     Dieselbe  werde  auf  ein 


•JL_?L. 


Flg.  6. 

rechtwinkliges;  in  ihrer  Ebene  derart  gelegenes  Koordinatensystem 
AX  und  A  Y  bezogen,  dass  AX  die  Normale  und  A  Y  die  Tangente 
im  Punkte  A  ist.  Unter  Einwirkung  der  äusseren  Kräfte,  welche 
wir  uns  etwa  durch  eine  im  Punkte  D  angreifende  Kraft  ersetzt 
denken  wollen,  ändert  sich  die  Form  der  Mittellinie  und  damit 
auch  die  Grösse  der  Koordinaten  a^  und  y^  des  Punktes  C  der- 
selben.  Diese  Koordinatenänderungen  seien  mit  A  a^  und  A  y^ 
bezeichnet,  entsprechend  einem  Uebergange  von  a^  und  y^  in 
^,+  A  x^,  bezw.  y^-h  A  y^. 

Zum  Zwecke  der  Ermittlung  von  A  x^  und  A  y^  greifen  wir 
einen    beliebigen  Punkt  P  mit  den  Koordinaten  x  und  y  heraus; 


Dass  diese  Vorstellungs weise  voraussetzt,  es  bleibe  die  Beanspruchung  des 
Stabes  unter  der  Einwirkung  von  Mq  und  J/^  innerhalb  der  Proportionalitäts- 
grenze, springt  sofort  in  die  Augeu,  wie  auch  die  Thatsache,  dass  diese  Voraus- 
setzung nicht  in  Uebereinstimmung  mit  der  Wirklichkeit  steht,  die  eben  einen 
bereits  bleibend  gebogenen  Stab  der  Biegung  durch  3/^  darbietet.  Trotz  des 
hierio  liegenden  Fehlers  gewährt  diese  Ableitungs weise,  nachdem  der  Ausdruck  19 
als  Annäherungsgleichung  auf  strengerem  Wege  ermittelt  worden  ist,  ein  be- 
quemes ^ttel,  um  sich  die  Letztere  rasch  jeder  Zeit  aus  dem  Kopfe  herstellen 
zu  können,  lediglich  auf  Grund  der  für  gerade  stabförmige  Körper  giltigen 
Gleichung  8,  §  16. 
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der  Krümmungshalbmesser  der  Mittellinie  betrage  hier  r.  Das  zu- 
gehörige Bogenelement,  welches  in  die  Richtung  der  Tangente  PT 
föllt,  besitze  die  Länge  d8  =  rd(p^  sofern  d(p  den  zugehörigen 
Centriwinkel  bezeichnet  oder  auch  die  §  54,  S.  469,  angegebene 
Bedeutung  hat. 

Infolge  Einwirkung  der  äusseren  Kräfte  wird  sich  das  Bogen* 
dement  äs  —  den  Punkt  P  denken  wir  uns  hierbei  fest  —  um  P 
drehen:  PT  gelangt  in  die  Richtung  PTi,  dy  ändert  sich  um 
A  d(p=^  ca  dtp  (nach  §  54,  S.  470).  Ausserdem  ifrird  da  eine  Ver- 
längerung um  fods  erfahren. 

Die  Drehung  von  ds  um  A  dq>  hat  zur  Folge,  dass  der 
Punkt  C  auf  dem  Kreisbogen  CCi  =  PC.  A  d(p  nach  d  rückt. 
Hiernach  ändert  sich  die  Abscisse  des  Punktes  C  um 


—  {PC.Ad<p)BmCEA=-'  PC^inCEA .  A  dtp  =  —  {y  —  y)  Adq 
und  die  Ordinate  um 


—  {PC .  A  dy)  cos  CEA  =  —  PC  cos  CEA .  A  dtp  =  —{x^—x)Ad((. 

Aus  Anlass  der  Verlängerung  von  ds  um  f^ds  bewegt  sich 
der  Punkt  C  um  s^ds  in  der  Richtung  von  A,  d.  h.  in  der  Rich- 
tung der  Tangente  PT  vorwärts.  Dadurch  ei-filhrt  die  Abscisse 
von  C  eine  Zunahme  um 

fo  da  sin  (p  =  s^dx 

und  die  Ordinate  eine  solche  im  Betrage  von 

€q  ds  cos  (p  =  €o  dy. 

Demnach  die  Zunahme  der  Koordinaten  x  und  y  ,  veraülasst 
durch  die  Aenderung  der  Richtung  und  durch  die  Aenderung  der 
Länge  des  Bogen  dementes  ds  allein 

d  { A  ic)  =  —  iy  —  yj)  .\  d(p-h  fQdx  =  y^(a  d(p  —  y  <ad^-\-  fodx, 

d{A  y^)=  —  (,r^  —  x)  .  \  dcp '^- fody  =  —  x^wdip  -h  x  <a  d<p -h  fo  ^i/' 

und  somit  die  gesammte  Zunahme  der  Koordinaten  x^  und  y^,  her- 
beigeführt durch  die  entsprechenden  Aenderungen  aller  zwischen 
A  und  C  gelegenen  Bogonclemente 
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Vi 


V'< 


A  x^  =  y^  J  ft)  d(p—  ^y  aid(p'h^  ffidx 

0  0  0 


Vc 


yc 


A  y^  =  —  x^^  (od(p-\-^ x(od(p-h^  fody 

0  0  0 


.     .     20) 


Hierin  sind  a>  und  fo  durch  die  Gleichungen  7  bestimmt. 

Für  den  Fall,  dass  die  Querscbnittsabmessungen  senkrecht  zur 
Mittellinie  genügend  klein  gegenüber  r  sind,  sodass  von  Gleichung  10 
Gebrauch  gemacht  und  in  der  letzten  der  3  Gleichungen  7  (rechte 


Seite)    die  Summe    der    beiden    ersten    Glieder,    d.  h.    P 


M. 


r 


gegenüber  dem  letzten  Gliede  vernachlässigt  werden  darf,  geht  der 
Ausdruck  für  (a  über  in 


«    M„ 


w 


/    xr 


Ob?  a 


5i 

e 


r. 


Hiermit  ergeben  sich  aus  den  Beziehungen  20  die  Annäherungs- 
gleichungen 


A  iir  = 


0 


Ay,=  «  — 


0  0  0  . 


21) 


sofern  bei  Einführung  von  €q  aus  der  zweiten  der  Gleichungen  7 
noch  —  gegenüber  P  vernachlässigt  wird.     Bei  verhältnissmässig 

T 

grossem  r  tritt  überhaupt  der  durch  das  dritte  Glied  der  Gleichungen 
20  und  21  gemessene  Antheil  der  Formänderung  der  Mittellinie 
zurück  gegenüber  dem  Betrage,  welchen  die  Summen  der  beiden 
ersten  Glieder  liefern. 


488 


Stabförmige  Körper  mit  gekrümmter  Mittellinie. 


§  55.  Fälle  bestimmter  Belastungeii. 


1.   Offener  Haken  trägt  eine  Last  Q.    Fig.  1. 

Die  Kraft  Q  ergiebt  ftir  den  horizontalen 
trapezförmigen  Querschnitt*)  ß 06*  das  grösste 
Moment  und  die  grösste  Normalkraft.  Nach 
Gleichung  8,  §  54,  beträgt  die  Spannung  im 
Abstände  17  von  der  Schwerlinie  {00  im 
Grundriss)  desselben 


-X  -tt^j^Ä  -• 


A 


=  — 1  + 


Fig.  1. 

2r 


{b'^b,)h 


M       AL 


a  = 


f        fr       x/r  r  4-  17 


Hierin  ist 

/= s ^ 


und  nach  Gleichung  16,  §  54 


f         b  —  b,  .  . 

61-+-   -^--(^,4- r) 


r  —  e-i 


-ft.) 


,   .    1) 


Für  den  Krümmungshalbmesser  r  der  Mittellinie  im  Punkte  0 
wird  gewählt  »•  =  o  +  e,,  so  dass  A  der  Krümmungsmittelpunkt 
ist.     Damit  folgt  dann  wegen  ei-hr  =  a-h h  und  r  —  ^,  =  a 


=  —  1  + 


2r 

_2r  _( 


6,  +  -  ^-^(a-f-A) 


/« 


a 


{b  -  *,) 


(6+6,)A 


'1'-^  :-'.-:■ 


/«|l+-^-|-(*-W|.  -' 


^)  In  der  Ausführung  werden  die  scharfen  Ecken  des  Trapezes  abgeruuuf^ 
und  die  hiermit  verknüpften  (^uerschnittsverminderiingen  durch  geringe  Wölbung 
der  ebenen  Begreuzungsllächen  des  Trapezstabes  ausgeglichen. 
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•rans  far 

A  =  2  a,  6  =  36, 

gen 

_  h  b-{-2b^  _h   bb,  _  b    ,  _  5 
'^~  3    6-H61   ~  3   46,  ""  12  6  ""' 


_^  11 


h  ergiebt 


*  =  —  1  4-  ^j  (4  /n  3  —  2)  =  0,0974, 

—  =  10,27. 


Die  Spannung  beträgt  anter  Beachtung,  dass 

11 
r  =  a  -I-  tf  j  =  -g-  a  , 

«r=- 10,27^^— 3) 

-g-a+, 

id  insbesondere 

5  Q 

ir  «  ^  —  ^3  == —a  a  =  -\-  8,56  — r-  (im  Punkte  B) 

-    I?  =  ^-a  <T  =  +  3,8o— ,.- 

6  '       / 

fl=  0  <y=         0  (vergl.  auch  Gl.  9,  §  54) 

iy=  H-l-a  er  =  —  2,20-^ 

'  6  '       / 

tl=-^ei  =  -h^a  <T=  —  3,99  ~  (im  Punkte  C). 


Stabfünnige  Körper  mit  gekrümnter  Mittollinie. 


Die   Daretellnng  dieeer  Spaonangen   in    Fig.  2    derart,  d 
senkrecht  zur  Symmetrielioie  des  Trapezes  die  in  dem  betreffen 


Funkte  herrachende  Spannung  atlfgetragen  wird  (beispielsweise 
B  BA  =  +  8,56-?-  ,  in  C  VE  =  —  3,99  -^),  ergiebl  die  Knn 
AOE. 

Wird  der  Querschnitt  HOC  —  Fig.  1  —  als  einem  gerade 
stabf^miigen  Körper  angehörig  betrachtet,  so  findet  sich  nn'' 
Beachtung  der  Spalte  11  der  Znsammenstellung  ZilT.  6  des  §  I 
wegen 


11 


11 


;;=w'.'''=-«n/'' 


30 


60-' 


11 
'30 


"/. 


für  die  .Spannung  im  Punitte  B 
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und  für  diejenige  im  Punkte  C 


-  11 

0  >.                         -^             

7«-      6? 

/            0           / 

/                 / 

Die  Darstellung  dieser  Spannungen  liefert  die  Gerade  FDG, 
Wie  ersichtlich,  ergiebt  die  Unterstellung:  der  Quer- 
schnitt gehöre  einem  geraden  stabförmigen  Körper  an, 
die  massgebende  Anstrengung  im  Punkte  B  um 

'«0^- =  *'"'• 

zu  klein,  fuhrt  also  zu  einer  erheblichen  Unterschätzung 
der  Inanspruchnahme.  Ausserdem  würde  sie  im  vor- 
liegenden Falle  zu  der  Auffassung  veranlassen,  dass  die 
Zuganstrengung  in  B   gleich    der  Druckanstrengung  in  C 

sei,  während  thatsächlich  die  Erstere  (8,56 -^j     um     mehr 

als  100%  grösser  ist  als  die  Letztere   13,99  y-j. 

Die  Beanspruchung  des  Hakens  im  Querschnitt  BOC  wird 
sich  um  so  mehr  derjenigen  eines  geraden,  excentrisch  belasteten 
Stabes  nähern,  d.  h.  die  Kurve  AOE,  Fig.  2,  wird  um  so  weniger 
von  der  Geraden  FDG  abweichen,  je  grösser  der  Krümmungs- 
halbmesser r  ist  Es  ist  deshalb  angezeigt,  den  Krümmungsmittel- 
punkt für  den  Punkt  0  der  Mittellinie  nicht  nach  A,  sondern 
weiter  nach  rechts  von  A  zu  verlegen,  also  dem  Haken  in  dem 
gefährdetsten  Querschnitt  eine  möglichst  geringe  Krüm- 
mung zu  ertheilen^). 


>)  S.  des   Verfassers   Maschinenclemente    189192,    S.  412,    Fig.  252:    1901 
(8.  Aufl.),  S.  662,  Fig.  408. 
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Femer  erhellt  aus  dieser  Sachlage,  dass  ein  aus  zähem  Material 
gefertigter  Haken,  welcher  sich  unter  Einwirkung  der  Last  streckt, 
hierdurch  seine  Anstrengung  vermindert. 

(Vergh  auch  §  56,  Ziff.  2,  insbesondere  Schlussbemerkung.) 


2.   Hohlcylinder,  welcher  als  Walze  dient,  ist  auf  die  Längeneinheit 

durch  den  Ihmck  2  Q  bd,cutetf  Fig.  B. 


Da  sich  bei  dieser  Belastungsweise  die  Viertelcy linder  ABj 
BCj  CD  und  D^  gleich  verhalten,  so  genügt  es,  einen  derselben, 
etwa  A  B,    der  Betrachtung  zu  unterwerfen.     Wir  denken  uns  das 


Fig.  4. 

Viertel  AB  herausgeschnitten,  wie  Fig.  4  darstellt,  ersetzen  die 
Wirkung  der  äusseren  Kräfte  auf  den  Querschnitt  bei  A  durch 
Befestigung,  auf  denjenigen  bei  B  durch  die  Kraft  Q  und  ein 
Kräftepaar  vom  Momente  M,  welches  positiv  oder  negativ  ge- 
nommen wird,  je  nachdem  es  auf  Vermehrung  oder  Verminderung 
der  Krümmung  der  Mittellinie  im  Punkte  B  hinwirkt. 
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Für  einen  beliebigen^  durch  den  Winkel  (f  bestimmten  Quer- 
hnitt  COC  ergiebt  sich  bei  Verlegung  der  Kraft  Q  nach  0  die 
)rmalkraft 

P  =  —  Q  cosy, 

iB  biegende  Moment 

M^  =  M —  Qr{l  —  cos  q>). 

Die  Schubkraft  S  =  Q  sin  (p  werde  vernachlässigt.  Nach 
leichung  8;  §  54;  ist 

p  ^  ^K^  M,     fj 


/         fr         x/r  r-h  tj^ 

orin  /  der    auf  die  Einheit  der  Cylinderlänge  kommende  Quer- 
ihnitt. 
Folglich 

fa  =  —  Q  cos  y  H Q  +  Q  cos  y 


M 


M 


X   \  r  I  r  -\-  fj 

/<T= Q-H—    -    —  Q  +  Qcosy  — f— . 

Zur  Bestimmung  des  unbekannten  Momentes  M  fuhrt  die  Er- 
Igung,  dass,  wie  auch  die  Formänderung  der  Mittellinie  AB  des 
ylinderviertels  sein  möge,  jedenfalls  die  beiden  Normalen  A  M 
id  BM  derselben  immer  rechtwinklig  zu  einander  bleiben  werden, 
Lss  also  der  rechte  Winkel  AMB,  der  auch  gleichzeitig  derjenige 
T  beiden  Querschnitte  bei  A  und  bei  B  ist,  eine  Aenderung 
cht  erfahrt. 

Es  sei  CiOiCi  ein  dem  Querschnitt  COC  unendlich  nahe  ge- 
gener  zweiter  Querschnitt  und  dtp  der  Winkel,  den  beide  Quer- 
hnitte  vor  Eintritt  der  Formänderung  mit  einander  einschliessen. 
nter  Einwirkung  der  äusseren  Kräfte  wird  sich  der  Letztere  nach 
54  um 

A  d(f  =  (o  d(p 

idem.    Die  Summe  dieser  Aenderungen  für  alle  zwischen  B  und  A 
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gelegenen  Querschnitte  moss  nach  dem  eben  Erörterten  gleich  Ni 
sein,  d.  h. 


I 


2~ 


oa  d(p  =  0. 


Unter  Beachtung,  dass  nach  der  letzten  der  Gleichungen  7,  §  & 


also  hier 


0) 


a 


/ 


/    \  r         »r 


M        ^        1   IM       ^       ^  \1 

- — Q-^-\-;. — Q  +  Qcosyj], 


wird 


4h 

I    (ü  d(f  = 


a 

/ 


r  X   i  »• 


n        1 


=  0. 


Somit 


M 


r 


Q  =  - 


2Q 


oder 


M=Q\1  - 


(1  -+-  x)  «  ' 


2 


(1  -^*)n 


Die  Einführung  des  für 


M 


r 


Q 


gefundenen  Werthes    in    die  Gleichung  zur  Ermittlung  der  Spa 
nungen  ergiebt 


/ö'=— -7,  T    N ' —  7r-."^; hQcostf     -  --  . 


J  1    _ 

(1  -hxJTT  X    (       "(1  +x)7r 


cos  (f\ 


r  -h  ij. 


.    0' 
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Für  den  rechteckigen  Querschnitt  ist  nach  Gleichung  13,  §  54^ 


1   le\^       1    leV       1    le 


6 


3  \  r /        5   l  r  /         1   \r 
id  bei  dem  Verhältniss 

r  ~  5  ' 
elches  wir  wählen  wollen, 

1  / 1  \^     1  / 1  \*     1  /  n« 


•  •  • 


3\5/         5\5/         7\5 
Damit  folgt 


=  0,01366. 


—  0,63  -f-  73,2  (—  0,63  ■+-  cos  y)  .—^, 1 .     .  ' 


6) 


Grenzwerthe  ergeben  sich  für  y  =  0  (Querschnitt  bei  B)  und 

TV 

-^-(Querschnitt  bei  A)y  sowie  für  tj  =  dze.     Sie  betragen 


im  q 

Querschnitt 
(f  —  O 

bei 

i  B 

innerste 
tj 

im 

Faser, 
-  e: 

Querschnitt  bei  A 

n 
*       2 

• 

0,63+73,2. 

0,37  l], 

j— 0,63 -f- 73,2.0, 

-  7,40  Ä 

—  -1-10,90-^, 

äusserste 

Faser, 

1?  =  -H«: 


=  -^  /—  0,63 -+-  73,2 . 0,37  -g-j ,  ff.  =  -  S-  (o,63  +  73,2 . 0,63-|- 
=  H-3,88-|-,  =-8,32  |-. 
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Hiemach  findet  die  grösste  Anstrengang  im  Querschnitte  bei  A 

und  zwar  an  der  Innenfläche  des  Hohlcy linders  durch  tangential 

Q 
gerichtete  Zugspannungen  =  10,90 -^  statt.  An  der  Aussenfläche 

desselben  Querschnitts  herrscht  eine  Druckspannung  8,32-^.    Im 

Querschnitt  bei  B  wirkt  innen  die  Druckspannung  7,40  -y-  und 

aussen  die  Zugspannung  3,88  —r-    In  beiden  Querschnitten  geht 

die  Spannung  durch  Null  hindurch.      Die  Stelle,   an   welcher  dies 
stattfindet,  ergiebt  sich 

für  den  Querschnitt  B  (y  =  0) 
aus 


0  =  -  0,63  -+-  73,2  .  0,37 


be 
durch  den  Werth 

fl  =  0,12  €, 


für  den  Querschnitt  A    ly=  — j 


aus 


0  =  —  0,63  —  73,2  .  0,63  -^ 

durch  den  Abstand 

fj=  —  0,067  e. 

Die  Darstellung  Fig.  5  mit  UBJ  als  Linie  der  Spannungen 
im  Querschnitte  bei  B  und  FE  AG  als  Linie  der  Spannungen  im 
Querschnitte  bei  A  giebt  über  das  Gesetz,  nach  welchem  sich  die 
Spannung  in  den  beiden  Querschnitten  ändert,  ein  anschau- 
liches Bild. 

Zur  Erweiterung  desselben  in  Bezug  auf  dazwischen  gelegene 
Querschnitte  werde  noch  Folgendes  festgestellt. 

Für  ri  =  0  findet  sich  aus  Gleichung  6 


(y=  — 0,63  ^ 


/' 


§  55.    Fälle  bestimmter  Belastungen. 


497 


also  nnabhäDgig  von  (p,  d.  h.  in  allen  Punkten  der  mittleren 
Cylinderfläche  ist  die  Spannung  eine  negative,  also 
Pressung,  und  von  gleicher  Grösse. 


Tig.  5. 


Auch  giebt  es  in  jedem  Cylinderviertel  einen  Querschnitt, 
in  welchem  nur  Druckspannungen  und  zwar  ebenfalls  von 
gleicher  Grösse  auftreten.     Setzen  wir  in  Gleichung  5 


COS<jp  = 


(l4-x)7r 


=  0,63, 


80  entfällt  das  Glied,  welches  die  Veränderlichkeit  und  den  Vor- 
zeichenwechsel von  (T  bedingt,  und  es  wird 


Q 


f       (1-+-X)7I 


=  -  0,63 


Q 


Dieser  Querschnitt  ist  in  Fig.  5  durch  die  Linie  AfC  wieder- 
gegeben. 

Zur  Feststellung  derjenigen  Punkte  im  Innern  des  Hohl- 
cylinders,   in   welchen  0=0  wird,  findet  sich  nach  Gleichung  5 

CBaeh,  BU*llelUt.    «.Anfl.  32 
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2  1/2  \      « 

0=-    (1+,)^   +V(-    (l+x);r    +<^^y)rT-,' 


woraus 


cosy  =  A  (i  +  j:^^)  =0,64  -h  0,043^, 


n 

oder 


fl  =  r  T-^ ^ =  0,0675  e  ^ 


1  4-  X       TT  ^  71  ^ 

-^-cosy — 1  -^cos<]p  —  1 


An  der  innersten  Faserschicht,  d.  h.  für  17  =  —  e,  wird  (T  =  0, 
wenn 

cos  (f  =  0,64  —  0,043  =  0,597, 

an  der  äussersten  Fläche,  d.  h.  für  iy  =  -l-^,  ßlllt  (r=0  aus,  wenn 

cos  (f  =  0,64  +  0,043  =  0,683. 

Mit  cos  y  =  0,5  wird  (T=0  für 

jy  =  0,0675 ^ e=  —  0,31  ^, 

und  mit  cos  ip  =  0,8  wird  (y  =  0  für 

n  =  0,0675  Q^^^_^  «  =  -f- 0,26 ^. 

Auf  diesem  Wege  erhalten  wir,  wie  Fig.  5  zeigt,  zwei  Kurven, 
welche  diejenigen  Flächenelemente  bestimmen,  in  denen  die  Normal- 
spannungen gleich  Null  sind. 

Femer  sind  daselbst  auch  noch  in  radialer  Richtung  einge- 
tragen die  Spannungen,  welche  an  den  verschiedenen  Punkten  der 
Innen-  und  Aussenfläche  des  Hohlcylinders  in  tangentialer  Rich- 
tung herrschen '). 


')  Die  in  Fig.  5  gegebene  Darstellung  der  Spannungsvertheilung  in  einzelnen 
Quersclinitten  und  der  Spann ungsänderung  von  Querschnitt  zu  Querschnitt  ist  10 
der  S.  483,  Fussbcnierkung,  erwähnten  Arbeit  von  Bantlin  noch  erweitert  worden. 
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"Was  sohliesslich  die  Formänderung  anbelangt,  so  ist  ohne 
'eiteres  zu  übersehen,  dass  die  kreisförmige  Mittellinie  eine  ellip- 
IBche  Form  annimmt,  entsprechend  einer  Vorgröaaerung  des  KrQm- 
langshalbmesserä  bei  Ä  und  einer  Verkleinerung  desaelbeo  bei  B. 


§  öfi.  Versachsergebnisse. 
I.     Versufhe    mit    lloiacylimlei-n. 

Zu  einer  theilweison  Prüfung  cics  in  §  55,  Ziff.  2  gefundenen 
ianptergebnissea  Gleichung  5  bei  Verwendung  von  Material,  wel- 
ihes  fUr  die  Herstellung  solcher  Hohlcylinder  vorzugsweise  in  Be- 
radit  kommen  kann,  führte  Verfasser  die  nachstehend  besprochenen 
Persache  durch. 

Aus  einem  gusseisemen  Hohlstab  mit  kreisförmigem  Querschnitt 
ind  zwar  von  dem  Material:  Gusseisen  A,  §  35  (Bruchstück  eines 
kr  anter  c  —  S.  316  und  317  —  aufgeführten  3  Hohlstäbe,  Zug- 
estigkeit  1579  kg,  Drehungsfestigkeit  1297  kg)  wurden  kurze  Hobl- 
eylinder  von  der  Lilnge  i  =  6,0cm  durch  Drehen  herausgearbeitet 
ind  nach  Maasgabe  der  Fig.  3,  §  55,  mit  2  Ql  belastet.  Der  Süssere 
Cylindermantel  wurde  nar  soweit  abgedreht,  als  es  erforderlich 
um  den  Druckplatten  der  Prüfangsmaschine  gute  Änlage- 
ttchen  zu  sichern. 

In  ganz  gleicher  Weise  wurden  kurze  Hohlcylinder  aus  dem 
Dnsseisen  ß,  §35  (Bruchstück  eines  der  unter  b,  a  — ^  S.  328  — 
BrwShnten  2  Hohlstabe,  Zugfestigkeit  1679  kg,  Drehungafesligkeit 
1439  kg)  hergestellt. 

Die  Ergebnisse  der  Gleiehang  5,  §  55,  in  welcher  hier 


9  = 


"2  ' 


S35} 


«etzen  ist,  wodurch  wird 


,  ■  I) 


iden    sich,    nach    dieser  Gleichung    berechnet,    in   der  folgenden 
Eneammenstellung  anter  <r^^^  eingetragen. 
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Güsseisen  A. 


Hohlcylinder,  innen  unbearbeitet. 


Durchmesser 

VerhSltniss 

e        rf  — rfo 
r        rf  +  rfo 

Gl.  13, 
§54 

Bruch- 
belastung 
2QI 

kg 

Bruch- 
festigkeit 

G1.1 
kg,'qcm 

Bezeich- 
nung 

äusserer 

d 

cm 

innerer 
cm 

1 

3 
5 

10,0 

10,06 

10,02 

7,0 

7,06 

6,92 

0,176 

0,175 
0,183 

0,0105 
0,0104 
0,0114 

5410 
5420 
5170 

3657 

3685 
3269 

Bemerkungen. 

Der  Bruch  erfolgt  bei  No.  1  und  3  durch  gleichzeitiges  Ein- 
reissen  in  den  Querschnitten  A  und  C,  Fig.  3,  §  55,  welches  innen 
beginnend  sich  auf  etwa  drei  Viertel  der  Wandstärke  nach  anssen 
fortsetzt.     Der  äussere  Cylindermantel  bleibt  unverletzt. 

Im  Falle  No.  5  reisst  zunächst  der  Querschnitt  innen  bei  A 
allein;  die  Fortsetzung  des  Zusammendrückens  veranlasst  denjenigen 
bei  C)  nachzufolgen. 


Hohlcylinder,   innen  bearbeitet. 


Bezeich- 
nung 


Durchmesser 


äusserer 

d 

cm 


innerer 
cm 


Verhältniss 


c 
r 


d  +  d. 


Gl.  13, 
§54 


Bruch- 


Bruch- 

,    ,  festigkeil 

belastunff      ^  ^ 

--<ii   \  ai 

kg       I   kgqcm 


2 
4 


10,06 
10,02 


7,28 
7,32 


0,160 
0,156 


0,00867     4410 


0,00823 


4395 


3498 
3695 


Wie  oben  No.  5. 


Bemerkungen. 
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Gasseisen  B« 


Hohlcylinder,  innen  unbearbeitet. 


Durchmesser 

Verhältniss 

e        d  —  (/o 
r  ~d-hdo 

Gl.  13, 
§54 

Bruch- 
belastung 
2QI 

kg 

Bruch- 
festigkeit 

max 

Gl.  1 
kg/qcm 

Bezeich- 
nung 

äusserer 

d 

cm 

innerer 

rfo 

cm 

1 

3 

10,08 
10,06 

6,96 
6,96 

0,183 
0,182 

0,0114 
0,01127 

5005 
4980 

3135 
3156 

Bemerkungen. 
Wie  oben  bei  Gusseisen  A,  No.  5. 


Hohlcylinder,   innen   bearbeitet. 


Durchmesser 


Bezeich- 
nung 


äusserer 

d 

cm 


innerer 
cm 


Verhältniss 


e 
r 


d-d, 
d+d. 


Gl.  13, 
§54 


Bruch- 
belastung 
2QI 

kg 


Bruch- 
festigkeit 


max 


Gl.  1 
kg/qcm 


2 
4 


10,07 
10,04 


7,43 
7,42 


0,151 
0,150 


0,00771 
0,00760 


3980 
4200 


3508 
3759 


Bemerkungen. 
Wie  oben  bei  Gasseisen  A,  "So.  5. 

Za  diesen  Ergebnissen  ist  Nachstehendes  zu  bemerken. 

a)  Hohlcylinder  A 1  und  A  3  sind  die  beiden  einzigen  der 
Versuchskörper,  welche  an  den  zwei  diametral  einander  gegen- 
über liegenden  Stellen  gleichzeitig  einreissen.  Sie  müssen  dem- 
nach einen  grösseren  Werth  von  a^^^  aufweisen  als  sonst  gleiche 
Hohlcylinder,  bei  denen  dieses  Einreissen  nach  einander  stattfindet. 
Daraus  erklärt  sich  die  geringere  Bruchfestigkeit  von  A  5  gegen- 
über A  1  und  A  3  ohne  Weiteres. 
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b)    Zum   Zwecke    der    Prüfang    des    Eioäasses    der  Gasshwit 
kann   nach  Masagabe   des  unter  a  Gesagten  Dar  Ab  mit  A2  vti   , 
A  4    verglichen    werden.     Hierbei    findet    sich    die  Festigkeit  der 
innen    von    der  Gusshaut  befreiten  Hohlcylinder  A2  und  Aivm 
durchschnittlich 


3498  -+-  3695 


3269  =  3596  -  3260  =  327  kg. 


grösser  als  diejenige  des  unbearbeiteten  Körpers  A  5. 

Für  das  Gusseisen  B  ergiebt  sich  dieser  Unterschied  i 


=  488  kg, 


-IS= 


15,5  "/o. 


Diese  Zahlen  bestätigen  den  bereits  in  §  22,  Zifl'.  3  feslse- 
stellten  Einfluss  der  Gusshaut. 

{Vergl.  auch  §  58,  Fassbemerkung  8.  539.) 

c)  Die  Zugfestigkeit  des  Gusseisens  A  war  zu  1579  kg,  die- 
jenige des  Gusseisens  ß  zu  1679  kg  ermittelt  worden.  Wird  jueh 
S.  236  No.  4  die  Biegungsfestigkeit  für  den  rechteckigen  Stab  « 
1,75  mal  Zugfestigkeit  angenommen,  so  wäre  für  bearbeite"^ 
Stäbe  auf  eine  Biegungsfestigkeit  von 

1579.  1,75  =  2763  kg, 


zu  rechnen  gewesen. 
des  Einreissens  an 
(No.  2  und  4)  um 

3596  —  2763  = 

für  das  Gusseisen  B  (Nt 


1679. 1,75  =  2938  kg 

Thatsächlich  sind  die  Werthe  von  ff,„  {Wl* 
zunächst    einer    Stelle)    für    das  Gusseisen  J 


833  kg,     oder 
,  2  und  4)  um 
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3633  —  2938  =  695  kg,     oder    100,^^  =  24 


0/ 

/o 


)sser.  Dieser  Unterschied  dürfte  zum  grossen  Thcile  auf  Rech- 
Qg  der  dem  Gusseisen  eigenthümlichen  Veränderlichkeit  des 
hnungskoefHcienten  a  zu  setzen  sein,  welche  den  Verlauf  der 
annungslinie,  z.  B.  AEF  im  Querschnitt  A,  Fig.  5,  §  55,  dahin 
indert,  dass  die  wagrechten  Ordinaten  weniger  rasch  wachsen,  als 
\  Rechnung,  welche  Unveränderlichkeit  des  Dehnungskoefficienten 
raussetzt,  ergiebt.  War  diese  Abweichung  schon  bei  geradem 
bfbrmigen  Körper  von  grossem  Einflüsse  (vergl.  §  20,  namentlich 
^.  9),  so  muss  dieser  hier  noch  bedeutender  ausfallen. 

Um  zu  prüfen,  inwieweit  etwa  Gussspannungen  bei  der  vor- 
genden  Frage  betheiligt  seien,  wurden  diejenigen  Hohlcylinder, 
Iche  nur  an  einer  Stelle  gerissen  waren  und  bei  denen  derVer- 
jh  nicht  bis  zum  Einreissen  an  der  zweiten  (gegenüber  liegen- 
tt)  Stelle  fortgesetzt  worden  war,  an  der  Rissstelle  aufgeschnitten 
d  sodann  genau  gemessen,  ob  hierbei  ein  Zusammengehen  oder 
weitem  des  Ringes  (oder  der  Schnittfuge)  stattfand.  Eine  solche 
tnderung  Hess  sich  nicht  oder  nur  in  ganz  verschwindender 
össe  feststellen.  Das  Ergebniss  blieb  auch  nach  vollständiger 
seitigung  der  äusseren  Gusshaut,  sowie  nach  Ausbohren  des 
Qges  auf  die  halbe  Stärke  das  gleiche.  Hiemach  können  Guss- 
mnungen  von  Erheblichkeit  nicht  vorhanden  gewesen  sein. 

Werden  diejenigen  Werthe  von  o^^^  welche  für  die  ausge- 
hrten  Hohlcylinder  ermittelt  wurden,  in  Vergleich  mit  der  Zug- 
tigkeit  gestellt,  so  findet  sich  für  das  Gusseisen  A 

3596  ,,       ^_       ,„     .    


"^««^      1579  ^ 

'J,2Jö  mal 

Ziugtestigkeit, 

•  das  Gusseisen  B 

3633 
^"«      1679     ' 

—  2,16  mal 

Zugfestigkeit, 

0  durchschnittlich 

2,22  mal 

Zugfestigkeit, 

gen 

1,75  mal 

Zugfestigkeit 

im  geraden  Stabe. 
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2,  Versuche  und  Darlegungen  zur  Fr€iige 
der  Spannufig»vertheüung  Über  die  Querschnitte  gekrüm»Uer 

atahförtniger  Körper. 

Zur  raschen  Gewinnung  eines  Einblicks  in  die  Verhältnisse, 
welche  bei  Beurtheilung  dieser  in  neuerer  Zeit  aufgeworfenen 
Streitfrage  in  Betracht  kommen,  lässt  es  sich  nicht  vermeiden, 
bereits  aus  dem  Früheren  Bekanntes  zu  wiederholen. 

Die  Biegungslehre  ist  bisher  sowohl  für  gerade  als  auch  für 
gekrümmte  stabförmige  Körper  von  den  Voraussetzungen: 

1 .  dass  die  Querschnitte  eben  bleiben, 

2.  dass  zwischen  Dehnungen  und  Spannungen  Proportionalität 
besteht, 

ausgegangen. 

Damit  gelangt  sie 

für  gerade  stabförmige  Körper, 

in  Bezug  auf  deren  Belastung  angenommen  sei,  dass  die  Ebene 
des  biegenden  Kräftepaares  den  Querschnitt  in  einer  der  beiden 
Hauptachsen  schneidet,  zu  den  Ergebnissen: 

a)  dass  die  Gerade,  in  welcher  die  Dehnungen  und  die  Span- 
nungen den  Werth  Null  besitzen,  die  sogenannte  „neutrale 
Achse"  oder  „Nullachse",  durch  den  Schwerpunkt  des  Qae^ 
Schnittes  geht  und  mit  der  anderen  Hauptachse  zusammenftllt, 


±^_ 


Fig.  1. 


b)   dass  die  Spannungen  a  proportional  mit  dem  Abstände  */  von 
der  Nullachse  wachsen,  d.  h.  unter  Bezugnahme  auf  Fig- 1' 
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a  =  (fiti, 


1) 


sofern  Ci  die  Spannung  im  Abstände  1  bezeichnet,  dass  also 
die  Vertheilung  der  Spannungen  über  den  Querschnitt  nach 
dem  Gesetze  der  geraden  Linie  erfolgt. 


Für  den  gekrümmten  stabförmigen  Körper, 

in  Bezug  auf  den  vorausgesetzt  werde,  dass  die  Mittellinie  eine 
einfach  gekrümmte  Kurve  und  ihre  Ebene  Ort  der  einen  Haupt- 
achs<3  sämmtlicher  Stabquerschnitte,  sowie  Ebene  des  biegenden 
Kräftepaares  sei,  kommt  die  Biegungslehre  unter  den  bezeichneten 
Voraussetzungen,  Ziff.  1  und  2,  zu  den  Ergebnissen: 

a)  dass  die  unter  I.  a)  bezeichnete  Hauptachse  des  Querschnittes 
nicht  mehr  Nullachse  ist,  dass  diese  vielmehr  parallel  dazu 
liegt, 

b)  dass  die  Spannungen  er  nicht  mehr  proportional  mit  dem  Ab- 
stände fj  von  der  Nullachse  zunehmen,  sondern  auf  der  Seite, 
welche  der  Krummungsachse  zugekehrt  ist,  rascher  und  auf 
der  anderen  Seite  langsamer  als  fj  wachsen,  wie  Fig.  2  er- 
kennen lässt. 


9^*    ^ 


^ 


Fig.  2. 

Der  Grund  dieser  abweichenden  Ergebnisse,  zu  denen  man 
unter  den  gleichen  Voraussetzungen  gelangt,  liegt  lediglich  darin, 
dass  bei  dem  gekrümmten  Stab  die  zwischen  zwei  Querschnitten 
gelegenen  Fasern  verschiedene  Länge  besitzen  (vergl.  das  in  Fig.  2 
gezeichnete  Körperelement  mit  den  Stabquerschnitten  AD  und  BC), 
Während    bei    dem    geraden  Stabe   Gleichheit  der  Faserlänge  vor- 


t  gekrümmter  UittelliDie. 

handen  ist  (vergl.  das  in  Fig.  1  dargestellte  Körperelement  mil 
den  Stabquerachnitten  AD  und  BC).  Wenn  eine  kürzere  Faser 
um  diß  gleiche  Strecke  gedehnt  wird  als  eine  Iflngere,  so  wird 
eben  in  der  Ersteren  eine  grössere  specifische  DehnuDg  und  d&mil 
auch  eine  grössere  Spannung  wachgerufen   als  in   der  Letzteren'). 

In  neuerer  Zeit  hat  nun  Föppl  die  Vertretung  der  Ansicht 
aufgenommen,  dass  für  den  gekrümmten  stabförmigen  Körper  eben- 
falls die  durch  Gleichung  1  auBgeeprochene  Spannungsvertheilnng 
die  riehtige  sei*),  Triift  dies  zu,  so  müssen  sich  die  ursprünglich 
ebenen  Querschnitte  wegen  der  auch  von  Föppl  festgehalleiieo 
Proportionalität  von  Dehnungen  und  Spannungen  —  lediglich  trat» 
Einwirkung  des  biegenden  Krftftepaares  —  krümmen. 

Föppl  stützt  sich'),  wenn  wir  zunächst  das  von  ihm  als  Vor 
stand  des  früher  von  Eaaschinger  geleiteten  mechanisch- tech- 
nischen Laboratoriums  der  Technischen  Hochschule  München  bei- 
gebrachte neue  Versuchsma-terial  ins  Auge  fassen,  auf  die  Form- 
ändernng  eines  Ringes,  den  er  aus  weichem  Stahl  von  250  nun 
äusserem,  150  mm  innerem  Durchmesser  und  44  mm  Höhe  herGtellen 
sowie  auf  einer  der  beiden  Stirnflächen  mit  koncentrischen  Kreisen 
und  unter  Benutzung  der  Heissnadel  mit  radialen  Strichen  in  Ab- 
ständen von  ungefilhr  10  mm  versehen  liess.  Der  Ring  wurde  m- 
aammengedrückt,  sodass  sich  der  eine  Durchmesser  um  etwa  30  mm 
verkleinerte,  der  andere  um  ungefähr  20  mm  vergrösserte.  In 
Bezug  auf  die  ursprünglich  geraden  radialen  Striche  bomerkt 
Föppl:  „Die  Striche  in  den  Mitten  der  vier  Quadranten  sind  sehr 
deutlich  S-fbrraig  gebogen.  Natürlich  sehe  ich  diesen  Versacli 
nicht  als  entscheidend  an,    da    die    bleibende    Formändernng 


')   Die  Suche  liegt  liier  fihnlich,  vfie  bei  üiokwp-aBdigeu  Uubloj-lbdeni.    Di' 
ADstrengiiDg  in  tangeQlialer  ßichtuug  ist   ioneo    um    grüssd-D    und    nimmt  i 
aussen  hin  ab.     (Vergl.  S.  536  a.  f.,  insbesondere  ixiich  t'ig.  4,  S.  539.) 

')  Centralblatt  der  Bauvonrallung  1896,  S.  490  und  491.  Sie  winl  d»clW 
bU  „  Geradlinien gesetz"  be;!eii!bn.et.  Diese  Bezeichnang  lässt  leicht  ein«  Vf^ 
wechselung  mit  der  aaderen  Annahme,  dass  die  Querschnitte  eben  bleibeOi  *<" 
denn  hier  erfolgt  die  Vertheilung  der  Dehnungen  nach  dem  Gesota  der  giwiila 
Linie.  Am  einfacbston  und  für  den  Ingonisur  am  deutlichsten  nird  aich  Ji*  res 
Föppl  vertretene  Ansicht  ausspFBuhen:  der  gekrümmte  stabförmige  Kflrp<f 
ist  in  Bezug  auf  BeikaBprni:liung  durch  ein  biegendes  Mutuent  aml 
durch  eine  Normalkrnfl  zu  behandeln,  iila  ob  seine  Q  iierscbDiUt 
einem  geraden  Slabo  augebGrttfu. 


S  56-   Versa  chscrgebci: 
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andere  Gesetze  befolgt  nls  die  clastieclie.  Ich  Hess  ihn  auf 
Anregung  eines  meiner  Schüler  ausfüliren,  der  über  diese  Frage 
gern  elwiis  unmittelbar  Greifbares  vor  Augen  liaben  wollte,  und 
führe  ihn  eigentlich  nur  an,  weil  ich  ihn  nicht  ausdrücklich  ver- 
schweigen will;  immerhin  spricht  auch  er  offenbar  nicht  zn  Gunsten 
der  Annahme,  dass  die  Querschnitte  bei  der  elastischen  Form- 
ändernng  eben  bleiben." 


Da  Föppl,  unter  mehrfacher  Nennung  der  Arbeiten  des  Ver- 
fassers nnd  unter  Hervorhebung,  dass  er  es  für  sehr  unerwünscht 
halte,  wenn  in  verschiedenen  Theilcn  des  Deutschen  Reiches  ver- 
achiedene  Lehrmeinungen  über  einen  so  wichtigen  Punkt  vorge- 
tragen werden,  die  Beleuchtung  seiner  Ansicht  ausdrücklich  wünscht, 
die  er  bis  auf  Weiteres  für  die  richtige  halte  nnd  seinen  Zuhöreni 
gegenüber  vertreten  werde,  so  hat  Verfasser,  obgleich  er  im  Allge- 


I 
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meinen  der  Meinung  ist,  dass  derjenige,   welcher  auf  wissenschaft- 
lichem Gebiete  eine  abweichende  Ansicht  aufstellt,  den  Beweis  für 
die  Richtigkeit  derselben  zu  geben  habe,  und  das  umsomehr,  wenn 
—  wie    im    vorliegenden    Falle  —  diese  neue  Ansicht  dazu  fuhrt, 
das  Material  als  weniger  beansprucht  anzusehen,  wie  nach  der  bis- 
herigen Auffassung,  im  Interesse    der    Sache    doch    geglaubt,   sich 
an  dieser  Stelle  der  ihm  durch    Föppl    gestellten    Aufgabe    einer 
Beleuchtung  der  Ansicht  des  Letzteren   nicht  entziehen  zu  sollen. 
Dazu  gehörte  in  erster  Linie  die  Feststellung  der  Querschnittsform 
des  deformirten  Rings  und  die  Angabe  der  Last,  welche  diese  Form- 
änderung herbeigeführt  hatte. 


Fig.  3  giebt  das  photographische  Bild  eines  Ringviertels  in 
einer  solchen  Lage  wieder,  dass  die  belastende  Kraft  senkrecht  zu 
denken  ist.  Deutlich  lässt  sich  oben  die  S-förmige  Krümmung  der 
ursprünglich  ebenen  Querschnitte  erkennen.  Die  Kraft,  durch 
welche  der  Ring  belastet  gewesen  war,  betrug  70  600  kg. 

Ehe    in    eine   Erörterung  der  S-Form  des  radialen  Ringquer- 

« 

Schnitts  eingetreten  wird,  wollen  wir  uns   die    Frage    stellen:  wie 
müssen  sich  die  ursprünglich  ebenen  Querschnitte  AHG  und  TW" 
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Fig.  4,  des  Körperelements  ABCDEFGH  wölben,  wenn  der  Körper 
durch  ein  biegendes  Kräftepaar  beansprucht  wird,  dessen  Drehungs- 
sinn derart  sein  mag,  dass  die  Krümmung  vermindert  wird? 

Nach  der  üblichen  Voraussetzung,  dass  die  Querschnitte  eben 
bleiben,  wurde  sich  der  Querschnitt  AHG  um  die  in  Hi  sich  pro- 
jicirende  Nullachse  drehen  und  die  Lage  AiHiGi  einnehmen,  während 
der  Querschnitt  CDE,  sich  um  Di  drehend,  in  die  Lage  CiD^Ex 
gelangen  würde,  wobei  die  Formänderung,  um  sie  hervortreten  zu 
lassen,  in  stark  übertriebenem  Massstabe  gezeichnet  ist.  Wird 
nun  —  mit  Föppl  —  vorausgesetzt,  dass  nicht  die  Querschnitte 
eben  bleiben,  sondern  die  Spannungsvertheilung  nach  Gleichung  1 
stattfinde,  so  müssen  sich  die  längeren  Fasern  verhältnissmässig 
mehr  verkürzen  und  die  kürzeren  verhältnissmässig  weniger  dehnen, 
d.h.  die  Querschnitte  müssen  sich  wölben,  unge&hr  wie  in  AjHGj, 

bezw.  C^DEtj  durch Linie  eingetragen,    angenommen  ist, 

hohl  nach  dem  mittleren  Querschnitt  BF  hin,  also  ohne 
Wendepunkt.  Von  S-förmiger  Wölbung  kann  unter  Ein- 
wirkung des  biegenden  Kräftepaares  somit  keine  Rede 
sein.  Die  S-förmige  Krümmung  ist  vielmehr  die  Folge 
der  Schubkraft  und  tritt  bekanntlich  auch  bei  geraden 
Stäben  auf,  wenn  nur  die  Schubkraft  gross  genug  ist, 
wie  die  Abbildungen  in  §  52:  Fig.  6,  Fig.  9  und  Fig.  8,  Taf.  XVI 
deutlich  zeigen  und  wie  aus  der  Lehre  von  der  Schubelasticität 
und  Schubfestigkeit  bekannt  ist^). 

Diese  Schubkraft  ist  im  vorliegenden  Falle  recht  gross.  Sie 
liefert  mit  der  Genauigkeit,  mit  welcher  die  für  gerade  stabförmige 
Körper  mit  rechteckigem  Querschnitt  giltige  Gleichung  (vergl. 
§  39,  a,  S.  355)  auf  den  vorliegenden  Fall  angewendet  werden 
darf,  in  der  Nullachse  die  grösste  Schubspannung 

3  70  600  o.nrri.      ' 

^««,  =  "o  -^  ~v  -inr  =  2407  kg/qcm. 
"*«*        2     2  .  5  .  4,4  ^ '  ^ 

Die  Wirksamkeit  dieser  Schubkraft  und  der  durch  sie  hervor- 
gerufenen Schubspannungen  gegenüber  dem  weichen  Stahl  lässt  sich 


*)  Föppl  ist  allem  Anscheine  nach  entgangen,  dass  die  S-fOrraige  Wölbung 
tior  Querschnitte  eine  nothwendige  Folge  der  Wirkung  der  Schubkraft  ist,  und  dass 
das  von  ihm  zur  üebertragung  dos  biegenden  Momentes  angenommene  Ver- 
^heilungsgesetz  der  Spannungen  (Gleichung  1)  nicht  zu  einer  S-förmigen  Wöl- 
'^ung  fuhrt. 


in  Fig.  3  deutlich  erkennen.  Die  auf  der  Stirnfläche  des  Ringi« 
gezogenen  Kreise  und  radialen  Geraden  schnitten  sich  ursprünglicb 
senkrecht.  Wie  das  Innere  der  Ringflfiche  in  Fig.  3  (oben)  zeigt, 
haben  diese  rechten  Winkel  ganz  bedeutende  Aendeningeti  erfahrcD, 
d.  i.  eben  die  Folge  der  Wirkung  der  Schubkraft. 

Hiernach  mnss  ansgesprocben  werden,  dass  die  S-förmige 
Krümmung  der  Querschnitte  desStahlringcs  in  Bezug  auf 
die  zur  Erörterung  stehende  Frage  nicht  das  Geringste 
zu  beweisen  im  Stande  ist,  selbst  wenn  die  bleibenden 
Formänderungen  nicht  anderen  Gesetzen  als  die  elasti- 
schen folgen  würden. 

Weiteres  Versuchsmaterial  ist  von  Föpplin  Aussicht  gestellt  and 
seit  der  Zeit  der  Veröffentlichung  des  Vorstehenden  und  der  folgen- 
den Versuehsergebnisse  (S.  ÖIO  bis  518)  beigebracht  worden.  Die 
Fussbemerkungen  Ziff.  1,  S.  518  und  521   geben  hierüber  Auskunft. 

Da  die  Frage  von  grosser  praktischer  Bedeutung  ist,  so  hat 
Verfasser  geglaubt,  zu  den  früheren  Versuchen  in  dieser  Richtnng 
(vergl.  oben  unter  Ziff.  1)  noch  weitere  hinzufügen  zu  sollen,  Über 
welche  im  Nachstehenden  berichtet  wird.  Dabei  sind  die  Körpor- 
formcn  so  gewählt,  dass  vorzugsweise  der  Einfluss  des  biegenden 
Momentes  sich  äussert,  dagegen  der  einer  Normalkrafl  oder  einer 
Schubkraft  zurücktritt. 


a)    Versuche  mit  Stäben  aus  grauem  Roheisen,  Fig.  5. 
Bearbeitet. 


§  56.    Versuchsergebnisse.  51 1 


Stab  1. 

/  =  552  mm,  r  =  70  mm,  A  =  80  mm,  b  =  24,2  mm, 

/  =2,42.  8  =  19,36  qcm, 

nach  Gleichung  12,  §  54 

7        74-4 
X  =  -  1  -4--^  /n  ,;-^  =  0,137. 

o  I  —  4 


Der  Bruch  erfolgt  bei  P  =  855  kg  nach  der  in  Fig.  5  ein- 
getragenen Linie  11.     Bruchfläche  gesund. 

Nach  Gleichung  8,  §  54,  berechnet  sich  hieraus  die  Bruch- 
festigkeit 

^     855  855.55,2  855.55,2  4 

^•"«*        19,36  i9,36 .  7  0,137  .  19,36 .7    7—4 

=  44,2  —  348,3  4-  3390  =  c^  3086  kg/qcm. 

Von  den  beiden  Schenkelstücken,  die  durch  den  Bruch  ent- 
standen waren,  wurde  das  eine  bei  der  Auflagerentfemung  von 
500  mm  als  gerader  Stab  der  Biegungsprobe  unterworfen.  Diese 
lieferte  bei  gesunder  Bruchfläche  nach  Gleichung  11,  §  16,  die 
Biegungsfestigkeit 

JSr^  =  2524  kg/qcm. 

Würde  man  den  gekrümmten  stabförmigen  Körper  als  geraden 
behandeln,  d.  h.  seine  Anstrengung  durch  das  biegende  Moment 
nach  Gleichung  11,  §  16  beurtheilen,  wie  Föppl  verlangt,  so  er- 
giebt  sich  die  Bruchfestigkeit  zu 

,       .         855     .     855.55,2        ,^^^  ,    , 

^^'^^       ^ .  2,42  . 8' 
b 
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Die  Rechnung  auf  Grund  der  Voraussetzung,    dass  die  Que^    « 
schnitte  eben  bleiben,  würde  mit  der  Biegungsfestigkeit  K^  =  2524 
eine  Bruchbelastung 

OMA. 


liefern,  während  die  Annahme,  dass  die  Spannungsvertheilung  nach 
Gleichung  1  stattfinde,  d.  h.  genau  so,  als  ob  der  Querschnitt  einem 
geraden  stabförmigen  Körper  angehöre,  eine  Bruchbelastung  Pj 
erwarten  lässt,  die  sich  aus 

2524=       ^'        '      ^^'^^>^ 


oder 


^'*^  •  ^       4- .  2,42 . 8' 

D 


p -855  2^24 


zu 


Pa=1153kg 

ergiebt. 

Hieraus  folgt,  dass  die  letztere  Annahme  zu  einer  bedeutenden 
Unterschätzung  der  Anstrengung  führt;  sie  liefert  eine  um 

1153—855 
yj  =  100 g^g  —  =  r^  3o7o 

zu  grosse  Widerstandsfähigkeit. 

Die  erste  Voraussetzung  dagegen  beurtheilt  dieselbe  um 

855- 699  _ 

y,=  100— g-.-^— =l8''/o 

ZU  niedrig^). 


')  Dass  der  Unterschied  (/.j  zu  einem  grossen  Theile  seine  Begründiinir  in 
der  Veränderlichkeit  des  Dehnungskoefficienten  n  bei  Gusseisen  hat,  wurde  o^tr. 
8.  503  bereits  hen^orgehoben. 
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Stab  2. 

/  =  554,2  mm,  r  =  70  mm,  A  =  80  mm,  b  =  22,7  mm. 

Bruch  erfolgt  bei  P  =  810  kg  nach  der  in  Fig.  5  eingetragenen 
Bmchlinie  22.     Brnchfläche  gesund. 
Es  finden  sich  die  Werthe 

«^«x  =  3128  kg/qcm,    K,  =  2500  kg/qcm,    (cr^J  =  1899  kg/qcm, 


^.  =  100i5«^^=320/„     ,.  =  100«^-^^  =  20»/o. 


Stab  8. 

l  =  552  mm,  r  =  70  mm,  A  =  80  mm,  b  =  23,5  mm. 

Bruch    erfolgt    bei  P  =  790  kg,    nach    der    in    Fig.  5    einge- 
tragenen Linie  33.     Bruchfläche  gesund. 

Die  Berechnung  der  Versuchsergebnisse  führt  zu: 

cr^,,=  2936  kg/qcm,      K,  =  2339  kg/qcm,      (cr^J  =  1782  kg/qcm, 
/>x  =  ^90  II  =  629  kg,  P,  =  790  ?|g  =  1037  kg, 

1037-790_  _  790-629  _ 

^j  =  lüü ^öö ^^  /o,  ya  —  IW ^gö ~  ^^  /o- 

Sämmtliche  3  Stäbe  zeigen,  dass  die  FöppTsche  Vor- 
aussetzung, die  Spannungsvertheilung  erfolge  nach 
Gleichung  1,  zu  einer  bedeutenden  Unterschätzung  der 
Inanspruchnahme  des  vorliegenden  Materiales  führt  und 
z'war  im  Durchschnitt  um 

C.  B»e]i,  BlMtleit&t.    4.  Anfl.  33 
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35  +  32  +  31  „„ 
=  CN*33  "ja, 

wenn  die  ermittelten  Werthe  von  y,  zn  Grunde  gelegt  werden. 


b)  Versache  mit  Stäben  aus  grauem  Roheisen,  Fig.  6. 
Bearbeitet. 

Die  Fonn  dieser  Stäbe  ist  so  gewählt,  dass,  wenn  die  Föppl'sche 
Ansiebt,  die  SpannongBvertheilang  in  dem  Qaerschnitte  eines  ge- 
krümmten   Stabes    sei    die    gleiche,    als    gebore    derselbe    einem 


■<T 


rtä- 

-l-l— 

i 

i 

al-- 


geraden  stabförmigen  Körper  an,  zutreffend  wäre,  der  Brach  inn«'' 
halb  der  geraden  Strecke  AB  erfolgen  müsste;  denn  für  aH^ 
anderen  Qaerschnitte  würde  dann  —  die  Richtigkeit  dieser  An- 
nahme vorausgesetzt  —  die  Beanspruchnng  geringer  sein. 

In  der  That  ist  jedoch  keiner  der  Stäbe  in  der  geraden  Miltel- 
streekeAIi  gebrochen^  selbst  dann  nicht,  wenn  der  Guss  in  die«r 


§  56.  Versuchsergebnisse.  515 

Mittelstrecke  schlechte  Stellen  hatte.  Sämmtliche  brachen  in  der 
Krtimmung.  Der  Querschnitt  des  immer  von  der  inneren  Krümmung 
ausgehenden  Bruches  soll  jeweils  durch  die  Grösse  y,  Fig.  6,  fest- 
gelegt werden. 


Stab  1. 

l  =  554  mm,     r  =  70  mm,     A  =  80  mm,     b  =  22,4  mm, 

/=2,24.8=17,9qcm, 

7       11 
x  =  —  l-\--^ln--'-  =  0,137. 

o         o 

Der  Bruch  erfolgt  bei  P  =  870  kg  in  der  Krümmung  derart, 
dass  y  =  1,6  cm.     Bruchfläche  gesund. 

Für  den  Bruchquerschnitt  ergiebt  sich 

das  biegende  Moment 

P  {l--.y)  =  870  (55,4-1,6)  =  870.53,8  =  ^  46800  kg. cm, 

die  Normalkraft  670  kg. 

Nach  Gleichung  8,  §  54,  berechnet  sich  hieraus  die  Bruch- 
festigkeit 

=  _670^  _   870 .  53,8  870 .  53,8         4 

^max  —  17  9  17  9    7     +0,137  .  17,9  .  7  7-4 

=  37  -  374  +  3636  =  3299  kg/qom. 

Von  den  beiden  durch  den  Bruch  entstandenen  Schenkel- 
Stücken  CD  wurde  das  eine  bei  500  mm  Auflagerentfernung  der 
Bruchprobe  durch  Biegung  unterworfen.  Dasselbe  ergab  bei  ge- 
sunder Bruchfläche  nach  Gleichung  11,  §  16,  die  Biegungs- 
festigkeit 

K^  =  2668  kg/qcm. 

Würde    das   gekrümmte    stabförmige    Körperstuck,    innerhalb 

dessen    der  Bruch    erfolgt    ist,    als  gerader  Stab  behandelt,   d.  h. 

33* 
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seine  AnstreDgnng  durch  das  biegende  Moment  nach  G-leichuDg  11^ 
§16,  benrtheilt,  so  fände  sich  die  Bruchfestigkeit 

(-..)  =  ^-^  f^.  =  37  4- 1961  =  1998  kg/qcm. 

6 

Die  Rechnung,  welche  voraussetzt,  dass  die  Querschnitte  eben 
bleiben,  würde  von  der  Biegungsfestigkeit  if^  =  2668  kg/qcm  auf 
eine  Bruchbelastung 

''■ = «™  m = '« ■'« 

führen,  während  die  Annahme,  dass  die  Spannungsvertheilung  so 
stattfände,  als  gehöre  der  Bruchquerschnitt  einem  geraden  stab- 
fbrmigen  Körper  an,  eine  Bruchbelastung 

erwarten  lässt. 

Da  der  Versuch  die  Bruchbelastung  zu  870  kg  ergab,  so 
folgt,  dass  die  letztere  Annahme  die  Widerstandsfähigkeit  um 


y.  =  ioo^^^:"^^^=~34o/. 


1162—870 
870 

überschätzt. 

Die  erste  Voraussetzung  dagegen  beurtheilt  diese  um 


870-704 
870' 


irkA    04U—   4U4:  . 

ya  =  100 ^-- =  c^  19% 


zu  niedrig*). 


')  Vergl.  Fussbemerkimg  S.  512. 
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Stab  2. 

l  =  552  mm,  r  =  69  mm,     A  =  78  mm,    b  =  22,4  mm,    x  =  0,133, 
Bmchbelastang  P=  790  kg,  y  =  13  mm,  Bruchfläche:  fehlerhafte 

Stelle,  Noi-malkraft  645  kg. 

Es  finden  sich  hiermit: 
^^  =  3131  kg/qcm,     K,  =  2759  kg/qcm,     {a^J  =  1909  kg/qcm, 

275Q  275Q 


,^^1142-790       ..,.                   ^^^790-696        .^,, 
^'  ^        79Ö ^       '"'        ^' ""         79Ö ^        ''• 


Stab  8. 

l  =  554  mm,       r  =  70  mm,       A  =  80,2  mm,       i  =  19,9  mm, 

X  =  0,137  mm. 

Brachbelastung  P  =  780  kg,    y  =  9  mm,    Bruchfläche  gesund, 
Normalkraft  685  kg. 

Damit  ergeben  sich  die  folgenden  Werthe: 
0.0.  =  3378  kg/qcm,      K,  =  2633  kg/qcm,     {rt^J  =  2043  kg/qcm, 

i>,  =  180  g~  =  608  kg,     P,  =  780  ^  ■- =  1005  kg, 


Somit  weisen  auch  hier  sämmtliche  Stäbe  nach,  dass 
eine  Ueberschätzung  der  Widerstandsfähigkeit  statt- 
findet, und  zwar  im  Durchschnitt  um 


51g  Stabförmige  Körper  mit  gekrümmter  Mittellinie. 


34  4-^  +  29  ^^3^,^^ 


oder  bei  Ausschluss  des  Stabes  mit  fehlerhafter  Bruch- 
fläche um 

^-^  =  31.6  %, 

wenn  die  Spannungsvertheilung  nach  Gleichung  1,  also 
angenommen  wird,  der  Bruchquerschnitt  gehöre  einem 
geraden  stabförmigen  Körper  an*). 


Schlussbemerkung. 

Aus  den  Versuchen  ist  Folgendes  zu  schliessen. 

Die  Anwendung  der  Gleichung  1  für  die  Spannungsvertheilung 
bei  gekrümmten  stabförmigen  Körpern,  d.  h.  die  Behandlung  der 
selben  als  Stäbe  mit  geraden  Mittellinien,  führt  bei  den  Körpern 
Fig.  5  und  6  zu  einer  ganz  bedeutenden  Ueberschätzung  der 
Widerstandsfähigkeit,  und  zwar  bei  den  Stäben  Fig.  5  um  durch- 
schnittlich 33°/o,  bei  den  Stäben  Fig.  6  um  durchschnittlich  min- 
destens 31,5  °/o'). 

*)  Nach  den  Mittheilungen  aus  dem  mech.- technischen  Laboratorium  Jer 
Techn.  Hochschule  München,  26.  Heft  (1898),  hat  Foppl  mit  Gusseisenkörporn, 
welche  den  in  Fig.  6  dargestellten  genau  nachgebildet  worden  waren  (S.  39),  ebt'n- 
fulls  Versuche  durchgeführt  und  im  Wesentlichen  bestätigt  gefunden,  was  oben 
angegeben  wurde.  Er  ermittelte  sogar  einen  Unterschied  von  42  %  (S.  40,  recite 
Spalte  oben). 

Die  am  Schlüsse  dieser  Veröffentlichung  gegebenen  Mittheilungen  über  die 
Untersuchung  eines  Gusseisenringes  enthalten  die  iVngaben  der  Einzelheiten,  welche 
erforderlich  sind,  um  eine  sichere  Beurtheilung  zu  ermöglichen,  nicht.  Sie  machen 
überdies  an  verschiedenen  Stellen  Vorbehalte,  weisen  Unsicherheiten  auf  uml 
kommen  schliesslich  zu  dem  nicht  klärenden  Ergebniss,  dass  einige  der  Schaulinien 
von  der  Ge:>talt,  welche  auf  Grund  der  Annahme  des  Ebenbleibens  der  Quer- 
schnitte zu  erwarten  steht,  nicht  allzuviel  abw^eichen,  während  andere  sich  mit 
dieser  Annahme  durchaus  nicht  vereinigen  lassen  (S.  43). 

^)  Wie  Verfasser  aus  Anlass  eines  Unfalles  in  der  Zeitschrift  des  Vereine.- 
deutscher  Ingenieure  1901,  S.  1567,  festgestellt  hat,  kann  diese  Ueberschäizunil 
der  Widerstandsfähigkeit  in  praktisch  wichtigen  Fällen,  je  nach  der  Körper-  un" 


Versnchsergebni 
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Diese  Unterschätzung  der  Anstrengung  des  Materials  wird 
nnter  sonst  gleichen  Verhältnissen  um  so  bedeutender  ausfallen, 
je  grösser  die  in  Richtung  des  Krümmungshalbmessers  r  liegende 
Qaerschnittsabmessung  h  im  Verhälfniss  zu  r  ist.  Sie  tritt  in  dem 
Hasse  zurück,  in  welchem  diese  Abmessung  k  im  Vergleich  zum 
Krämmungshalbmcsser  r  abnimmt,  wie  bereits  in  §  54,  namentlich 
Fassbemerkung  daselbst  S.  416  u.  f.,  dargelegt  ist. 

Die  Annahme,  dass  die  Querschnitte  eben  bleiben,  ftthrt  zn 
Zahlen,  welche  auf  eine  Unterschätzung  der  WiderstandstMigkeit 
hindeuten,    und    zwar    bei   den  Stäben  Fig.  5  um   durchschnittlich 


18- 


20 


■  -  lfl"/o, 


bei   den  Stäben   Fig.  6  unter  Ausschluss    des    zweiten    Stabes 
durchschnittlich 


-^^-^  =  ^  20,5  %. 

Dase  dieser  Unterschied  jedoch  zu  einem  grossen  Theile  auf 
ßechnung  der  dem  Gusseisen  eigenthüm liehen  Veränderlichkeit 
Dehnungskoefticienten  a  zu  setzen  ist,  wurde  bereits  hervor- 
(vergl.  S.  503).  Die  Unterschätzung  der  Widerstands- 
it  beträgt  hiemach  nur  einen  kleinen  Brachtheil  der  an- 
;en  19%  bezw.  20,5%. 
Hiernach  muss  es  als  gegen  den  Sinn  des  Zweckes 
technischen  Rechnungen  verstossend  und  deshalb 
bIb  unrichtig  bezeichnet  werden,  gekrümmte  Körper,  für 
welche  r  im  Vcrhättuiss  zu  h  nicht  ausreichend  gross  ist, 
auf  Grund  des  Gesetzes  Gleichung  1  allgemein  wie  Stäbe 
[3nit  gerader  Mittellinie  zu  berechnen'). 


UiMrsehmllsfarin,  «»weit  gehen,  lioss  die  thatailcliliuhe  WidersUailsfüliigkeit  rund 
piltr  «in  Driltnl  von  derjenigen  ist,  die  noch  der  Aufiaasung,  der  Bruchcjuerachnitt 
»hörn  ^nem  geradan  Blabförmigea  K6r|)er  lui,  t«icb  ergiebt. 

■}  Dbm  man    I»    dienem  Ergebnia«  «ncli   auf  dem  Wege  der  tTeberUgiing 
,  folgt  uu«  (ItiD  üben  gegebeneu  Dartegangen  Ton  salbst.    Sciiun  die  S.  500, 
Mbfltnerkiing  1,  erwlhutu  Aehnlichkcit  lie-ta  dtuiHlbc  erwarten. 


Stftblönnige  KAiper  mit  gekifiininter  Uittelliiiie. 


Hieran  ändert  auch  die  ErwHgnng  nichts,  dass  die  Quer- 
schnitte des  gekrümmten  Körpertheiles  da,  wo  an  ihn  eine  gerade 
Strecke  anschüesst,  so  z.  B.  im  Falle  der  Fig.  G  bei  A  und  B, 
oder  aach  bei  C,  weniger  stark  beansprucht  sind,  da  in  diesen 
Grenzqn ersehn itten  wegen  ihrer  Angehörigkeit  sowohl  zum  ge- 
krümmten wie  znm  geraden  Stabatück  nicht  gleichzeitig  die  für 
Ersteres  und  die  für  Letzteres  geltende  Spannnngsvertheilang  vor- 
handen sein  kann.  Vielmehr  wird  sich  hier  ein  gewisser  Aus- 
gleich vollziehen,  ähnlich,  wie  er  in  §  46,  Ziff.  3,  S.  405  ond  406 
besprochen  worden  ist')-  Die  grösste  Zngspannnng  wird  in  diesen 
Querschnitten  (vergl.  Fig.  6)  kleiner  sein,  als  sie  sich  für  den  ge- 
krümmten .Stab  ergiebt,  und  grösser,  als  sie  für  den  geraden  Stah- 
theil  berechnet  wird.  Darin  ist  ea  auch  begründet,  dass  keiner 
der  Stabe  Fig.  6  im  Querschnitt  bei  A  und  B  gebrochen  ist,  ob- 
gleich hier  das  biegende  Moment  und  auch  die  Normalkraft  am 
gross ten  ausfallt. 

Aehnlich  liegt  der  Fall  bei  dem  in  §55,  Fig.  1,  S.  488,  da^ 
gestellten  Haken.  Hier  ninss  der  Umstand,  dass  der  Krömmungs- 
balbmesser  der  Mittellinie  oberhalb  des  Querschnittes  BOC  sehr 
bald  bedeutend  zunimmt,  eine  solche  ausgleichende,  d.  h,  die  grÖsste 
Zugspannung  in  diesem  Querschnitt  etwas  vermindernde  Wirkung 
äussern.  Dagegen  wird  ein  solcher,  auf  Venninderung  der  grössten 
Anstrengung  wirkender  Einfluss  bei  dem  Körper  Fig.  4,  §  54,  S.  477. 
nicht  erwartet  werden  können. 

Eine  Kflrperform,  die  sich  unter  Einwirkung  der  äusseren 
Kräfte  so  defonuirt,  dass  r  für  den  in  Betracht  kommenden  Quer- 
schnitt zunimmt,  während  sich  gleichzeitig  das  biegende  Moment 
infolge  Abnahme  des  Hebelarmes  verringert,  wie  dies  beispielsweise 
bei  Fig.  4,  §  54,  S.  477,  und  Fig.  1,  §  55,  S.  488,  der  Fall  ist,  wird. 
reichliche  Zähigkeit  des  Materials,  d.  h.  weitgehende  Fähigkeit,  die 
Gestalt  zu  ändern,  vorausgesetzt,  bei  Bruchversnchen  —  voraus- 
gesetzt, dass  überhaupt  Bruch  eintritt  —  naturgemäss  eine  be- 
deutend grössere  Biegungsfestigkeit  ergeben  müssen,  als  die  Rech- 
nung, die  noch  dazu  Proportionalität  zwischen  Spannungen  ud^ 
Dehnungen  voraussetzt,  erwarten  lässt.     Von  der  so  nach  weit  ge- 


']  An  Stellen  mit  plötzliulier  ÄenileriiDg  der  Fonn  de«  «labfüntiigoa  Kürprrs 
abo  mit  Stetigkeitsiinlerbrccliimgen  in  der  Fonti  wird  sicli  iinnier  ein  soldwr 
Ausgleich  einstellen  mfissen. 
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triebener  Formänderung  ermittelten  Festigkeit  kann  ein  Schluss 
auf  die  Beansprachung,  wie  sie  im  normalen  Zustand  des  Körpers 
thatsächlich  statthat^  aueh  nieht  mit  einiger  Annäherung  gezogen 
werden,  wie  bereits  fär  gerade  stabförmige  Körper  in  §  22,  ZifF.  1  a, 
S.  232  u.  f.  dargelegt  worden  ist*). 

n.   Die  Mittellinie  ist  eine  doppelt  gekrümmte  Kurve. 

In  Berücksichtigung  der  Grenzen,  welche  diesem  Buche  ge- 
zogen sind,  haben  wir  uns  hier  auf  das  Nachstehende  zu  be- 
schränken. 


§  57.   Die  gewundenen  Drehungsfedern. 

Eine  genaue  Berechnung  dieser  Federn  ist  sehr  umständlich; 
der  hiermit  verknüpfte  Zeitaufwand  würde  in  den  allermeisten 
Fällen  ausser  Verhältniss  zur  praktischen  Bedeutung  des  Ergeb- 
nisses stehen.  Infolgedessen  pflegt  man  bei  Feststellung  der  Zu- 
sammendruckung oder  Ausdehnung,  sowie  der  Beanspruchung  An- 
nahmen zu  machen,  welche  zu  genügend  einfachen  Beziehungen 
führen. 

Die  Mittellinie  ABCDEy  Fig.  1,  des  gewundenen  Stabes  von 
gleichem  Querschnitte  bestehe  aus  dem  Kreisbogen  ABCD  vom 
Halbmesser  q  und  aus  der  Geraden  DE,  welche  in  die  Richtung 
eines  Halbmessers  fkllt.  Im  Punkte  A  sei  der  Stab  eingespannt 
und  im  freien  Endpunkte  Ej  der  gleichzeitig  Mittelpunkt  des 
Kreises  ist,  durch  eine  Kraft  P  senkrecht  zur  Bildebene  (Ebene 
des  Kreises)  belastet. 

Für  den  beliebigen  Querschnitt  im  Punkte  B,  welcher  durch 
den  Winkel  (p   bestimmt  sein  möge,    ergiebt  die  Kraft  P  ein  auf 


*)  An  der  in  der  Fussbemerkung  Ziff.  1,  S.  518,  genannten  Stelle  ist  ein  Be- 
richt über  Zugversuche  mit  Eisenbahnkuppelungshaken  enthalten,  der  seine  Schlüsse 
in  solcher  Weise  aufbaut,  also  insbesondere  die  Gleichung  1,  §  45,  Avelche  Pro- 
portionalität zwischen  Dehnungen  und  Spannungen  voraussetzt,  bis  zum  Bruche  hin 
als  gütig,  d.  h.  die«  Kurve  OBCE^  Fig.  1,  §  3  als  Gerade  annimmt.  Eine  auf  die 
EiDzelheiten  dieses  Berichtes  eingehende  Besprechung  hat  A.  Bantlin  in  der  Zeit- 
schrift des  Vereines  deutscher  Ingenicure  1899,  S.  261  u.  f.  gegeben.  Gegenrede 
Und  Erwiderung  hierzu  findet  sich  S.  40i^  und  404  daselbst. 
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Drehung  wirkendes  Eräftepaar  vom  Moment  M^  =  Pg  und  eine 
Schubkraft  P,  welche  vernachlässigt  wird.  Die  Materialanstren- 
gung erscheint  hiernach  festgestellt  durch  Gleichung  6,  §  34, 
natürlich  mit  derjenigen  Genauigkeit,  mit  welcher  diese  für  den 
geraden  Stab  entwickelte  Beziehung  auf  den  gekrümmten  Stab 
übertragen  werden  darf. 


Fig.  1. 

Der  Querschnitt  im  Punkte  C  der  Mittellinie,  welcher  von 
demjenigen  im  Punkte  B  um  d8  =  gdtp  absteht,  muss  sich  unter 
Einwirkung  von  M^  gegenüber  dem  letzteren  Querschnitt  verdrehen. 
Ist  &  der  verhältnissmässige  Drehungswinkel,  mit  der  soeben  be- 
zeichneten Genauigkeit  bestimmt: 

für  den  kreisförmigen  Querschnitt  durch  Gleichung  5,  §  32, 

n        32    Pg  ^ 
für  den  rechteckigen  Querschnitt  durch  Gleichung  9,  §  43, 


so  beträgt  diese  Verdrehung  &d8  =  &gd(p.  Dementsprechend  wird 
sich  der  Angriffspunkt  E  der  Kraft  P  um  d^ds .  g  =  &Q^d(f>  in 
Kichtung  der  letzteren  bewegen.  Hieraus  ergiebt  sich  die  Strecke  y. 
um  welche  der  Punkt  E  infolge  der  Verdrehung  sämmtlicher  Qücr* 
schnitte  des  Bogens  AB  CD  fortrückt,  zu 


tu 


Durch  Einführung  von 
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»bei  beträgt: 

für  den  kreisförmigen  Querschnitt 


32    1 
n    S 


^  = ""  -;-  P  ß, 


für  den  rechteckigen  Querschnitt 


^  =  3,6-,;„-P/J, 


Igt 


<u 


y 


A  \  ß'  d<p. 

0 


1) 


Die    Bewegung    von    E    aus    Anlass    der    Durchbiegung    des 
rmes  DE  wird  —  als  verhältnissmässig    klein  —  vernachlässigt. 


1,  I>ie  cylindri9ch4in  Schrauben  federn,  Fig.  2  und  JV 


Fig.  2. 


Fig.  S. 


Das  in  Gleichung  1  gewonnene  Gesetz  überträgt  man  nun  auf 
ese  Federn,  indem  bei  i  Windungen  der  Schraubenlinie 


(r) 


2ni 


isetzt  und  an  die  Stelle  von  q  der  Halbmesser  r  eingeführt  wird, 
amit  folgt 
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2  Tri 


y'  =  A\r^d(p  =  2ni  At^^ 


insbesondere  für  den  kreisförmigen  Querschnitt  unter  Beachtxmg 
der  Gleichung  3,  §  32,  nach  welcher 

Pf»  -» 

i,'  =  64i-^ß  =  4ni-jk^ß,    ....     2) 

and  fUr  den  rechteckigen  Querschnitt  bei  Berücksichtigung  der 
Gleichung  5,  §  34, 

9 


Pr  =  ^k^b*h, 


Diese  Gleichung  lässt  sich  auch  unmittelbar  aus  der  Be- 
ziehung 8,  §  43,  ableiten. 

Die  mechanische  Arbeit,  welche  durch  die  von  Null  bis  auf  ¥ 
gewachsene  Belastung    bei  Zurücklegung    des  Weges  y'  verrichtet 

wird,  ist    w^Py.     Dieselbe  muss  gleich    sein    der  Arbeit,    welche 

die  Formänderung  des  gewundenen  Stabes,  dessen  Mittellinie  die 
Länge  2nri  besitzt,  fordert.  Mit  der  Genauigkeit,  mit  welcher 
die  zunächst  für  den  geraden  Stab  entwickelte  Gleichung  8,  §  43, 
auf  den  gekrümmten  übertragen  werden  darf,  findet  sich  wegen 
M^  =  Pr  und  1=  2  nri 

wie  oben  ermittelt. 

In  ganz  gleicher  Weise  kann  auch  die  Beziehung  2  aus  der 
Arbeitsgleichung  für  den  kreiscylindrischen  Stab  abgeleitet  werden. 


§  57.    Die  gewundenen  Drehungsfeclero. 


525 


Die  mechanische  Arbeit  A,  welche  die  cylindrische 
Schraubenfeder  aufzunehmen  vermag,  wird  unmittelbar  durch  die 
Gleichung  2,  §  43,  worin 


71 


V=  ^cP.2nrt 
4 


bezw.  durch  die  Gleichung  7,  §  43,  mit 

V=bh,2nri 

bestimmt,  oder  kann  auch  mittelst  der  Beziehungen  2  und  3  unter 
Berücksichtigung  der  Gleichungen  3,  §  32,  und  5,  §  34,  als  Produkt 

-^Py   ermittelt  werden. 


V,    JHe  Kegelfeilem,  Fig.  4,  5  und  G. 


wmm^mmmm^ 


— n— 


Fig.  4. 


;5 


m 


^ 


Fig.  5. 
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Auch  auf  diese  Federn  pflegt  die  Beziehung  1  übertragen  zu 
werden,  indem  man  q  als  Veränderliche  ansieht  und  bei  i  Win- 
dungen setzt 

Q  =  r^—  (r,  —  rj) 


2ni' 


^  2ni     ^' 


dg>  = dg, 

r^  —  ri 


Hiermit  wird  dann 


r,  — n    *  J  '^  ^'^  2      ra  —  rj 


TTt    r,*  —  r* 


y  =—    ^_,,^   A^Q^dQ  =  -^   ^,        ^,    A 


=  ^-(ri  +  r,)(n«H-r,')^. 


Für  den  kreisförmigen  Querschnitt  folgt 

y'  =  ^  (»•.  -t-  r,)  (n»  -4-  r,«)  ^  ^.-  P  /J 


und  im  Falle  der  Fig.  6,  wegen  r,  =^0,  rf==r 


y=16i-^P/S. 


Die  Anstrengung  k^  wird  bestimmt  aus 


^k,d^  {Fig.  4), 


bezw. 
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Pr  =  ^k,cP  (Fig.  6). 


Für  den  rechteckigen  Querschnitt,  Fig.  5,  ergiebt  sich 
y'  =  -^  (n  H-  r,)  (r.«  -h  r/)  3,6  -^3^'  P  ß 


=  l,8  7ii(r.-+-r,)W-+-r/)-^^3^*'-P/J.    .     .     6) 


Die  Anstrengung  k,  folgt  aus 


2 

9 


Pri  =  -^  k^  b^h. 


Die  vorstehenden  Entwicklungen  bedürfen  hinsichtlich  des 
Grades  der  Genauigkeit  einer  gründlichen  Prüfung  auf  dem  Wege 
des  Versuchs,  namentlich  dann,  wenn  die  Querschnittsabmessungen 
der  Federn  nicht  sehr  klein  sind  gegenüber  dem  Krümmungshalb- 
messer der  Mittellinie  und  wenn  die  Ganghöhe  der  Schrauben- 
fedem  verhältnissmässig  bedeutend  ist. 


I 


Sechster  Abschnitt. 

Gefässe« 


§  58.    Hohlcylinder. 
1.  Innerer  und  äusserer  J>riick. 

Unter  Bezugnahme  auf  Fig.  1  bezeichne 

9\  den  inneren  Halbmesser  des  an  den  Stirnseiten  geschlossen 
vorausgesetzten  Hohlcylinders, 

r^  den  äusseren  Halbmesser  desselben, 

p.  die  Pressung  der  den  Cylinderhohlraum  erfüllenden  Flüssig- 
keit, 

p^  die  Pressung  der  den  Cylinder  umschliessenden  Flüssigkeit 


t 
I 
[ 

H 

I 
I 


Flg.  1. 


Der  Abschluss  an  den  Stirnseiten  des  Cylinders  sei  derart^ 
dass  die  Formänderung  des  abschliessenden  Bodens  einen  Einfluss 
auf  die  Cylinderwandung  nicht  äussere  oder  dass  dieser  wenigstens 
unerheblich  ausfalle. 

Der  Cylinder  werde  auf  ein  rechtwinkliges  Koordinatensystem 
bezogen,    in   der  Weise,    dass  die  o:- Achse  mit  der  Cylinderachse, 
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die  y 2:- Ebene  mit  der  einen,    den  Hohlraum  begrenzenden  Stirn- 
ebene  des  Cylinders  zusammenfallt,  wie  dies  Fig.  2  erkennen  lässt. 


Fig.  s. 

Wir  greifen  einen  beliebigen  Punkt  P  des  Cylinders  heraus, 
welcher  in  der  ^e -Ebene  liegt  und  vor  Eintritt  der  Formänderung 
absteht: 

von  der  yz-Ebene  um  jr,  und  von  der  Cylinderachse  um  z. 

Unter  Einwirkung  der  den  Cylinder  belastenden  Fliissigkeits- 
pressungen  wird  sich  ausser  x  noch  r,  und  zwar  um  f  vergrössern. 
Aus  der  j?z- Ebene  tritt  der  Punkt  hierbei  nicht  heraus. 

Femer  werden  im  Punkte  P  folgende  Spannungen  entstehen: 
a^  in  Richtung  der  ar-Achse,  d.  i.  in  achsialer  Richtung, 


y 


d.  i.  in  der  Richtung  des  Umfanges, 


in  tangentialer  Richtung,  und 
cr^  in  Richtung  der  js-Achse,  d.  i.  in  radialer  Richtung. 


Fig.  3. 


Dementsprechend    wirken    auf   das   unendlich  kleine  Körper- 
elementy    Fig.  3,    welches    wir  uns  durch  Cylinderflächen   im  Ab- 

C.  B  a  e  h ,  BlMtieitlt.    4.  Anfl.  34 
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Stande  z  und  z-\-dz  aus  dem  Cylinder  herausgeschnitten  denken, 
in  der  Bildebene  der  Figur  die  Kräfte: 

a  ,2  z  d^  da  radial  einwärts, 


~d^ 


dz\  .2(z-h  dz)  d(p  dx  radial  auswärts, 


tf. .  dz  dx  senkrecht  zu  den  beiden  Flächen  dz  dx. 


y 


Der  Gleichgewichtszustand  fordert  nun,   dass  die  Summe  der 
Kräfte  in  senkrechter  Richtung  gleich  Null  ist,  d.  h. 

/  ^^z        \ 

a^.2zd(pdx—'  \^z-^~^^^^\  •2(z'i'dz)dg)dx-h2c.dzdx.sm(dq^)^=0j 

woraus  sich  unter  Beachtung,  dass  sin  (dy)  =  rxj  dy,  und  nach 
Division  mit  2d(fdxdz  bei  Vernachlässigung  des  unendlich  kleinen 
Gliedes 

da^ 

j—dz 
dz 


gegenüber  den  übrigen  endlichen  Grössen  ergiebt 


d(T         1 

dz        z  ^  y 


<^J. 


1) 


In  §  7  fanden  wir  unter  der  Voraussetzung  vollkommener 
Gleichartigkeit  des  Materials  für  ein  beliebiges  Körperelement, 
welches  in  Richtung  der  drei  Achsen  gleichzeitig  die  Spannungen 
a^  tf  (Xj   erfährt,  die  hieraus  sich  ergebenden  Dehnungen : 


in  Richtung  der  o;- Achse  €i  =  a\a  — 


!/' 


f.,  =  a\a  — 


*3  =  tt   I  Ö", 


^ 

-+-«^. 

m 

*. 

+  *x 

m 

<^. 

^^ 

m 


4,  §7. 
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Hieraas  folgt 

f  1  -h  e.j  +  f  3  — 

«  \^. 

+  tf^-Hff.       2 

*, 

^x  +  <^,-+-^,- 

m 
m  — 

2            «         ~ 

=:  _ 
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U 


m 


m 


m  —  2 


a 


sofern 


f ,  H-  f 2  +  f3  =  ^. 


2) 


Wird    hierzu    die  aus  der  ersten  der  Gleichungen  4,  §  7,  ab- 
geleitete Beziehung 


ma  —  CT  —  a  =  m 

X  y  z 


a 


hinzugefügt,  so  ergiebt  sich 


m  fS 


m         e  f. 


m  —  2 


a 


a 


m         1 


cr,=    - 


1  -+-  wi     «    \  m  —  2  / ' 


Das  gleiche  Verfahren  liefert 


m         1    /  ^ 


1  +  wi     a 


m  —  2 


cr_  = 


m 


1  -\-  m     a 


-    f , 


e 


m  —  2    • 


Hieraus  findet  sich  bei  BerücksichtiguDg  der  Gleichung  3,  §  31, 


2    /  e 

^x=  p  Ui  +  -:: — s 


ni  —  2 


<'y=    ß    \'^    '      ,„_2 


2   /  /? 


3) 


34* 
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Im    vorliegenden    Falle    beträgt,    da   sich  z  um  ^  ändert,  die 
tangentiale  Dehnung  ff  im  Punkte  P 


^1  = s =  ~ 

Ä  nz  z 


4) 


Für  die  radiale  Dehnung  €3  liefert    die    Erwägung,    dass   die 
Strecke  dz  die  Aenderung  dj  erftlhrt,  den  Ausdruck 


«3  = 


dl 


dz 


0) 


Hiermit  wird  aus  den  Gleichungen  3 


(;_  = 


2 


(^-\-—-\-—, 


dz 


m  —  2 


a  ==- 


2      f 


2: 


dz 


ll\z 


m 


_  9 


2id: 

ß\dz 


y 
^ 


dz 


wi  — 2 


Die  Einsetzung  des  aus  der  ersten  dieser  Gleichungen  folgen 
den  Werthes 


m  —  2 
'2(7«  — 1) 


ßa^- 


t 


4b 


dz 


VI  —  1 


in  die  beiden  anderen  führt  zu 


Ö"  = 


1 


m—1     ß 


jn 


: 


d: 

dz 


m  —  1 


ff  =     - 


2 

Wi  —  1 


1 


—hm--- 

z  dz 


VI  —  1 


■  (>) 
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Hier  ist  unter  Voraussetzung  gleichmässiger  Vertheilung 
der  Achsialkraft  n  r?  p .  —  ^r  r^  p^  tlber  den  Cylinderquerschnitt 
71  r^  —  Trr^  d.  h. 

^  (^i  -  '•')  ^x  =  ^  (P,-  *•?  -  P«  ^)» 

die  achsiale  Spannung 

ri      i  ta     a  n\ 

r    —  7. 

a  t 

als  unveränderliche  Grösse  anzusehen. 

Die  Einführung  der  Werthe  a^  und  cr^  aus  den  Gleichungen  6 
in  die  Gleichung  1   ergiebt 


■» ... 


dz*  ^  dz         z  ' 


oder 


cPfc 


d'^ 


dz"    •         dz 


Durch  Integration 

— ,-  -  H =  konstant  =  c^, 

dz  z 

Hieraus 

z—y--^l  =  c^z^ 
dz 

oder 

d  {zi;) 

dz 
und  bei  nochmaliger  Integration 

Mit  den  hieraus  sich  ergebenden  Werthen 

Km 

s    ^\    _,      ^'a 
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J^  =  fL 
dz         2 


liefern  die  beiden  Öleichungen  6 


1 


^y        m  —  lß 


cr.= 


m—1    ß 


4^(^  +  1) -^(m-1) 


m  —  1 


m  —  1 


.    8) 


Die  zwei  Konstanten  c,  and  c,  bestimmen  sich  ans  den  Be 
dingongen,  dass  sein  muss: 


für  z^r. 


«^^  =  -  Pi 


r 


^.^  —  v, 


d.  h. 


?'■        m—1     ß 


-^•-(m+l)-^(m-l) 


«i  —  1 


—  Pa 

woraus 


m  —  l     ß 


Ci 


^(m-f-l)-^(ni-l) 


m—1    ^  I  Pi^l 


r  a     a 


m  —  1 


r"  —  rz 

a  % 


m  —  1 


Ci  = 


Vi  -    Pa 


ß 


a     t 


a  I 


Hiermit  wird  unter  Beachtung  der  Gleichung  7 


'^.= 


<y_  = 


Pi^-l 

pA 

a 

1 

p,  rf 

ra     a 

»*•  /»•* 


(p.- 


--  (p.-  - 


<l 


N            a      1 

PJ    ^           ^ 
a             i 

1 

*> 

1 

a             1 

m  »  \' 
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Die  Dehnungen  tj,  ff  und  fs  in  den  drei  Hauptrichtungen  er- 
geben sich  aus  den  Gleichungen  4,  §  7  nach  Einführung  der  Werthe  a^ 
(Gleichung  7),  cr^  und  cr^  (Gleichung  9)  zu 


««  = 


*s  = 


m       2 

P.-^-Pa^« 

m 

a             t 

m—2 
m 

a                          1                "     t        t  \Pi 

-PJ 

1 

m  —  2 

;'.»•? -Pa»"«        »nH-1          »-J'f      , 

-Pj 

1 

m 

r*  —  rr                m           »•"  —  »•;   ^  ' 

a            t                                               a            t 

?    ' 

10) 


4?«  Intierer  Ueberdruck  p.  (if  =  O). 

Die  Gleichungen  10  ergeben  unter  Beachtung  des  in  §  48,  ZifF.  1 
Erörterten  die  Materialanstrengung  im  Punkte  P  und  zwar 

in  Richtung  der  Cylinderachse 
€,         m  —  2         »•?  ^  -        r? 


a 

»     "         »    Pi  —  ^7*         -                     P/> 

«            «                                a         'i 

in  Richtung  der  Tangente  (des  Umfanges) 

a 

m  —  2         r]                  m-M       »*«  »"f           1 
m         7'*  —  r?  ^*   '         w         7'*  —  7'?   ^*  r' 

a            t                                               a            1 

0,4^,      ^.P,+  l,3^,- ,.,-/>,,,. 

a            *                                 tt            1 

in  Richtung  des  Halbmessers 

a 

m  —  2         r]                  ,H-M       ^Ir]          i 
7»         r*  —  r?  ^*             7u         7**  —  7'?   ^*  c' 

a            1                                                 a            t 

7'?                              r^  7*?              1 

""0,4          -      p.      1,3       -   ^,-  ;).   ^,  , 

11) 


sofern  noch  jeweils  m  =  —    gesetzt  wird. 
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Die   Zuganstrengung  —  in    Richtung   der    Achse    tritt  voll- 

ständig   hinter   die   Znginanspruchnahme  —^j  welche  im  Sinne  des 

Umfanges   statthat^    zurück,    sodass    sie  nicht   weiter    in  Betracht 

gezogen  zu  werden  braucht.      —  und  -—  erlangen    die    grössten 

ce  cc 

Werthe  für  s  =  r^  d.  h.  an  der  Innenfläche  des  Hohlcylinders. 

Somit  wird  mit  k^  als  zulässiger  Zug-  und  k  als  zulässiger  Druck- 

anstrengung 


max    —  = ;-i ^v Pi  = z z />,.  <  a\, 


a  t 


I       fA       (m-+-l)rj-(m-2)rj          l,3rj-0,4r? 
max =--   >2 xV Pi^^ 2 9 Pi<^' 


12) 


Die  Zuganstrengung  max  |-^-|  in  Richtung  des  Umfanges,  d.  L 

in  tangentialer  Richtung,    ist    der    grössere,    also  der  bestimmende 
Werth.     Hiemach  findet  sich  als  massgebende  Beziehung 


wi  -h  1      »        m  —  2     o 


r 


-  f^  —  ^-i  «^«  fX  —  ^»         i-i' 

a  t  a  i 


oder 


a  I 


14)') 


')  Zur  Entwicklung  dieser  Beziehung  in  der  Zeitschrift  des  Vereines 
tleutsoher  Ingenieure  1880,  S.  283  u.  f.  war  Verfasser  durch  die  Beobachtung  ver- 
anlasst worden,  das>  Sohlriuche,  welche  zum  Zwecke  der  Prüfung  innerem  Ueber- 
druck  ausgesetzt  wurden,  sich  verlängern,  während  die  Grundlage  der  von  Gras- 
hof in  seiner  Theorie  der  Elasticitüt  und  Festigkeit  1878,  8.312,  für  die  Be- 
rechnung von  ilohlcylindern  entwickelten  Gleichung 
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Für  1^3p.=  k^  wird  r^  =  cx),  gleichgiltig  wie  klein  auch  der 
innere  Durchmesser  sein  mag,  sofern  er  nur  grösser  als  Null  ist. 
Da  nun  der  zulässigen  Anstrengung  k^  für  jedes  Material  eine 
unüberschreitbare  Grenze  gezogen  ist,  so  folgt  hieraus,  dass  nur 
solche  Verhältnisse  möglich  sind,  für  welche 


z 


oder  allgemein 


P'^1,3' 


*  m 


(Vergl.  hierzu  Fussbemerkung  S.  539.) 


/  m  k,  -H 

-  =r.l/-      :^ 


.     .     .     15) 


nncl  niit  m  =    q- 

o 


welcbo  dem  Verfasser  bis  dahin  als  die  zutreffendste  erschienen  war,  infolge  der 
Vernachlässigung  der  Achsialkraft  ft^^Pi  nicht  eine  Verlängerung,  sondern  eine 
Verkürzung  des  Uohlcy linders  ergiebt,  indem  für  die  Dehnung  f^  in  Richtung 
der  Cylinderachse  ein  negativer  Werth  gefunden  wird.  (S.  am  angegebenen  Ort 
in  No.  199  den  Ausdruck  für  Z'-«^,  vergl.  Zeitschrift  des  Vereines  deutscher 
Ingenieure  1880,  S.  288  und  290.) 

Die  Beziehung  15  wurde  in  der  Form 


(I  mk,+ 


(m-l);>. 


{ni-{-\)p. 


auch    als    Winkler'sche    Gleichung    bezeichnet     (v.   Reiche,    Die    Maschinen- 
fitbrikation  1876,  S.  37,  wobei  mit  m  =  3  gesetzt  ist, 


u.  A.).  Verfasser,  welcher  gelegentlich  der  Abfassung  dieses  Buches  (1889)  die 
Winkler'scho  Arbeit  über  cylindrische  Gefiisse  im  Civiliugenieur  1860  erstmals 
durchgesehen  hat,  fand  bei  dieser  Gelegenheit,  dass  Winklcr  bereits  damals 
nicht  Mos  die  Beziehung  15  aufgestellt  hatte,  sondern  auch  eine  weitere  Glei- 
chung, welche  die  erwähnte  Achsialkraft  berücksichtigte  (S.  348  und  349  daselbst) 
und  die  sich  von  Gleichung  14  nur  durch  den  mit  4  etwas  zu  gross  gewählten 
Werth  von  m  unterscheidet. 


53g  Ge&sse. 

Dads  es  durch  fortgesetzte  VergrösseniDg  der  Wandstärke 
nicht  möglich  sein  soll,  die  Flüssigkeitspressung  über  eine  gewisse 
Höhe  hinaus  zu  steigern ,  kann  ftlr  den  ersten  Augenblick  über 
raschen^  erklärt  sich  jedoch  durch  die  Ungleichmässigkeit  derVer 
theilung  der  Anstrengung  über  den  Wandungsquerschnitt. 

Denken  wir  uns  beispielsweise  einen  Hohlcylinder  aus  6nss- 
stahl  mit  den  Durchmessern 

2  r,  =  80  mm,  2  r  =  200  mm, 

der  Wandstärke 

r  —r.  =  100  —  40  =  60  mm 

a  I 

hergestellt  und  einem  inneren  Ueberdruck  von  1200  kg  auf  das 
Quadratcentimeter  ausgesetzt.  Dann  ergiebt  sich  nach  der  zweiten 
der  Gleichungen  11  die  tangentiale  Anstrengung  (Zug)O 

a)  an  der  Innenfläche,  d.  h.  för  z  =  4  'cm, 

0'4  1^^,  1200  +  1,3  j^;^, .  1200  ^  =  ex,  1950  kg: 


b)  in  der  Mitte,  d.  h.  für  z  =  l  cm, 

0.4  loTZrj.  1200  +  1,3  jj^-f^i .  1200  ^,  =  <^  700  kg; 


c)  an  der  Aussenfläche,  d.  h.  für  z  =  10  cm, 

0,4  j(j^%  1200  +  1,3  j  J,^ .  1200  ^,  =  ~  390  kg. 


')  Die  riuliale  Anstrengung  (Druck)  beträgt  an  der  Innenfläche  nach  der 
zweiten  tler  Gleichunj/en  12 

und  die  achsialo  Anstrengung  (Zug)  nach  der  ersten  der  3  Gleichungen  11 

V  =  0,4^^^^.1200  =  91  kg. 
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In  Fig.  4  ist  der  Verlauf  der  Inansprachnahme  dargestellt. 


Fig.  4. 


Die  Anstrengung  beträgt  hiernach  aussen  nur  den  fünften  Theil 
derjenigen  an  der  Innenfläche.  Da  die  letztere  massgebend  ist^ 
so  wird  das  nach  aussen  gelegene  Material  sehr  schlecht 
ausgenützt^). 

Vergrössem  wir  die  Wandstärke  fortgesetzt,  bis  schliesslich 
in  der  Gleichung 


')  WoDn  68  sich  um  ein  Material  handelt  mit  derart  veränderlichem  Deh- 
noDgskoefficienten ,  dass  derselbe  bei  wachsender  Spannung  zunimmt,  sodass 
also  der  Stoff  um  so  nachgiebiger  ist,  je  stärker  er  angestrengt  wird,  wie  dies 
z.  B.  bei  Gusseisen  zutrifft,  so  zeigt  sich  diese  Ungleichmässigkeit  nicht  in  dem 
hohen  Grade:  an  der  Innenfläche  fallt  die  Anstrengung  geringer,  an  der  Aussen- 
fläche  grösser  aus,  als  die  vorstehenden  Gleichungen,  welche  Unveränderlichkeit 
des  Dehnungskoefficienten  und  des  Werthes  m  zur  Voraussetzung  haben,  erwarten 
lassen.  Bei  Gusseisen  kommt  andererseits  wieder  der  in  §  22,  Ziff.  3,  festge- 
stellte £influ8s  der  Gusshaut  hinzu.  Ist  diese,  geringere  Nachgiebigkeit  be- 
sitzende Schicht  an  der  Innenfläche  vorhanden,  so  muss  sie  die  Festigkeit  ver- 
mindernd wirken.    Durch  Bearbeitung  der  Innenfläche  —  vorausgesetzt,  dass  die 
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1,3  +  0,4  (-^)' 
l,3r«  +  0,4rj                                Wj 
*,  =  -— — Vi  = ; — ; Pi 


a  i 


r.  \  2 

Null  gesetzt  werden  darf,    so  ist  ^,  =  l,3p,.,    unter  welche 


r 

a 


Anstrengung  also  nicht  zu  gelangen  ist,  wie  oben  bereits  fest- 
gestellt. 

Die  erkannte  Unvollständigkeit  der  Ausnützung  der  Wider 
Standsfähigkeit  des  Materials,  welche  um  so  bedeutender  ist,  je 
grösser  die  Wandstärke,  hat  zur  Konstruktion  von  zusammen- 
gesetzten Hohlcylindern  (RinggeschfLtzen  u.  s.  w.)  geführt, 
deren  Wesen  sich  aus  Folgendem  ergiebt. 

Wir  denken  uns  den  Hohlcylinder  des  soeben  behandelten 
Beispiels  aus  zwei  Hohlcylindern  bestehend: 

einem  inneren,  für  welchen  r.  =  40  mm,        r^  =    70  mm, 
äusseren,    -  -         r,  =  70    -  r  =  100     - 

Der  äussere  Cylinder  sei  auf  den  inneren  (warm  oder  in  an- 
derer Weise)  so  aufgezogen,  dass  dieser  zusammengepresst  wird; 
infolgedessen  tritt  bei  dem  inneren  Cylinder  eine  nach  innen 
wachsende  Druckspannung  auf.  Wenn  nun  jetzt  die  gepresste 
Flüssigkeit  (Arbeitsflüssigkeit)  den  inneren  Cylinder  belastet,  so 
fällt  hier  die  Zuganstrengung  um  den  Betrag  geringer  aus,  welcher 
der  Druckanstrengung  entspricht,  die  durch  das  Aufziehen  des 
äusseren  Cylinders  mit  Pressung  wachgerufen  worden  war.  Da- 
gegen ergiebt  sich  die  Zuganstrengung  des  äusseren  Cylinders  um 
denjenigen  Betrag  grösser,  welcher  von  dem  Aufziehen  auf  den 
inneren  herrührte.  Zweckmässigerweise  wird  man  bei  solchen,  aus 
mehreren  Hohlcylindern  zusammengesetzten  Cylindern  dahin  streben 
müssen,    dass    die  Spannungen  an  den  Innenflächen   der  einzelnen 

Kiicksicht  iiuf  (las  Dichthalten  gegenüber  der  Flüssigkeit  das  Aasbohren  gestattet 
würde    die   Widerstandsfähigkeit    unter    sonst    gleichen    Verhältnissen    erhobt 

werden  können. 

(Vergl.  in  §  56  das  unter  Ziff.  1  b)  und  c)  S.  502  sowie  503  Gesagte.) 
Der  Eintlu.ss  der  etwaigen  Veränderlichkeit  von  m   ist  von    keiner  grossen 

Bedeutung. 
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Cylinder  unter  Einwirkung    der  Flüssigkeitspressung   gleich  gross 
ausfallen. 

Für  im  Verhältniss  zum  Halbmesser  geringe  Wandstärke 
«  =  r^  —  r.  kann  mit  genügender  Annäherung  gleichmässige  Ver- 
theilung  der  Spannungen  über  den  Wandungsquerschnitt  ange- 
nommen werden.     Dies  giebt  für  den  /  langen  Hohlcylinder 

2r,lp,<:28lk, 

woraus 

r.                                    p. 
k,>p. — ~         oder  «>r.-y- 16) 

Aus  der  allgemeinen  Gleichung  14  lässt  sich  diese  Beziehung 
in  folgender  Weise  ableiten. 

Mit  m  =  oo  (d.  h.  die  Zusammenziehung,  welche  ein  in  Rich- 
tung seiner  Achse  gezogener  Stab  senkrecht  zu  dieser  erfährt,  wird 
vernachlässigt)  folgt  zunächst 


=^yi^^.yr- 


»•a  =  '-*l/-7^-^  =  '-.l/l+2X^p. 


Unter  Beachtung^  dass  bei  geringer  Wandstärke  p.  nur  einen 
kleinen  Bruchtheil  von  k,  bildet, 


•./h 


r„  =  <^'v  |/l-+-2-^'=c^r,(l-+--^^ 


Pi 

wie  oben  unmittelbar  entwickelt  wurde. 

Die  Spannung  er,    welche    in    dem    senkrecht    zur  Achse    ge- 
legenen Querschnitt 

^  (^«  —  ^P 

des  Hohlcylinders  eintritt,  findet  sich  aus 

nr]p.  =  7i{rl  —  ;•;)  a 

ZU 
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»•*  r.  1         r. 

(r  —  r.) 

d.  h.  halb  so  gross  als  die  Anstrengung   (nach  Gleichung  16) 
in  Richtung  des  Umfanges. 

5.   Aeusserer  Veherdruck  p^  (p.  =  O). 

Wenn  Flachdrücken  oder  Einbeulen  der  Wandung  und  bei 
grosser  Länge  ausserdem  die  in  §  23  besprochene  Knickung  nicht 
zu  erwarten  steht,  sind  die  Anstrengungen  nach  den  Gleichungen  10 
mit  p.  =  0  zu  berechnen.     Dieselben  gehen  dann  über  in 

a  i 

<  m-hl  <^i  1 

f=  —  of  p a  — i 5- P«  -T 

a  t 


m 

m 

m 

2 

m 

2 

*3  = —  «  T.2  _-Tr  P. 


wi-hl 

m 

m-f-l 

^a  m-f-l  r^rf  i 


a 


m  r^  —  r:  ^"^  m  r*  —  r?  ^'^  2' 

a  t  a  I 

Den  grössten  Werth   erlangen  die  Anstrengungen    -und-- 
—  die  Inanspruchnahme  -  -  kommt  als  wesentlich  kleiner^  wie  die 


gleichzeitige  Anstrengung  -  -  nicht  weiter  in  Betracht  —  auch  hier 

wieder  für  das  kleinste  z,  d.  h.  für  die  Innenfläche  und  zwar 
in  Richtung  der  Tangente  (des  Umfanges) 


6,  \        2m-l        rl  rl 

'  a  I  a  ( 

in  Richtung  des  Halbmessers 
max  I     -  ==      "  ~  9 rr  p„  =  0,9  — ^ ^  »  , 

sofern   noch  m  =         eingeführt  wird.     Hiernach 

o 


17) 
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r*  r, 

A:  >  1 ,7     o     — 9  p„      oder      r  = 


/■-'■'t 


r« 


k\  >  0,9     ^     — ^  »^      oder     r  = 


a 


-|/l  -  0,9  ^ 


.     18) 


Auch  hier  gilt  die  zur  Gleichung  14  gemachte  Bemerknng, 
dass  nur  solche  Verhältnisse  möglich  sind,  für  welche 

p„<jAbe2w.;>,<^g. 

(Vergl.  das  unter  Ziffer  2,   S.  539  und  540  über  den  Einfluss  der 
Veränderlichkeit  des  Dehnungskoefficienten  Bemerkte.) 

Für  verfaältnissmässig  geringe  Wandstärke  8  =  r^ — r^  findet 
sich  unter  den  oben  ausgesprochenen  Voraussetzungen  und  auf  dem 
gleichen  Wege,  welcher  zur  Beziehung  16  führte, 

^-^P..—^        oder       s^^^-T'      •     •     •     19) 


Bei  den  Entwicklungen  dieses  Paragraphen  blieb  der  etwaige, 
die  Festigkeit  des  Cylindermantels  unterstützende  Einfluss  der 
Cylinderböden  (und  zutreffendenfalls  der  Quemähte)  unberück- 
sichtigt. Je  kürzer  der  Cylinder  im  Vergleiche  zum  Durchmesser 
ist,  um  so  bedeutender  wird  unter  sonst  gleichen  Verhältnissen 
dieser  Einfluss  sein;  je  grösser  die  Länge,  um  so  mehr  wird  er 
verschwinden.  In  der  Mehrzahl  der  Fälle  tritt  er  in  den  Hinter- 
grund; wo  dies  nicht  zutrifft,  kann  seine  Berücksichtigung 
schätzungsweise  unter  Beachtung  der  Verhältnisse  des  gerade  vor- 
liegenden Sonderfalles  dadurch  erfolgen,  dass  die  zulässige  An- 
strengung des  Materials  entsprechend  höher  in  die  Rechnung  ein- 
geführt wird. 

Wenn  der  Hohlcylinder  nicht  aus  dem  Ganzen  besteht,  sondern 
aus  einzelnen  Theilen  hergestellt  wurde,  die  durch  Nietung  oder 
in  anderer  Weise  verbunden  sind,  so  wird  die  Widerstandsfähigkeit 
der  Verbindung  in  Betracht  zu  ziehen  sein. 
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Die  Ermittlung  der  Wandstärken  solcher  Hohlcjlinder,  bei 
welchen  unter  Einwirkung  des  äusseren  üeberdruckes  ein  FUch- 
drücken  (Einknicken,  Einbeulen)  der  Wandung  zu  befürchten  steht, 
gehört  bei  dem  derzeitigen  Stand  dieser  Aufgabe,  sowie  in  Anbe- 
tracht der  besonderen  Einfltisse,  welche  dabei  zu  berücksichtigen 
sind,  an  diejenigen  Stellen,  wo  die  betreffenden  Gegenstände,  zn 
denen  solche  Hohlcylinder  gehören,  behandelt  werden*,». 


§59.    Hohlkugel. 

Mit  den  Bezeichnungen 

r.    der  innere  Halbmesser  der  Hohlkugel, 
r       -     äussere  -  -  - 

et 

k^    die  zulässige  Zuganstrengung, 
k       -  -         Druckanstrengung 

finden  sich  auf  demselben  Wege,    welcher   in  §  58    eingeschlagen 

worden  ist,  und  für  w  =  ..    die  folgenden  Beziehungen. 

o 


1,   Innerer  Ueberdruck  p.* 

Die  grösste  Anstrengung  tritt  auch  hier  an  der  Innenfläche  ein: 
in  Richtung  der  Tangente  (des  Umfanges) 


k  :- 
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0,65  rf^  -f-  0,4  r^ 


fä  —  r? 

a  I 


P^ 


in  Richtung  des  Halbmessers 


m  -\-  1 


..3  __ 
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_  9 


in 


41 


r' 
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.3 
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_  ,-^ 


Pi  = 


1,3  »^„-0,4,-; 


..3 


P.- 


'  lobiT  iVw  Hereoliming  ilor  äusserem  Uebertlnicke  ausgesetzten  Flumiu- 
rolnv  von  l)aiii]>f kesseln  fnuiet  sich  Naiieres  in  des  Verfassers  Masohinenelenieuten 
IS'.M  il2,  S.  M7  u.  f.,  liH)l  (8.  Autl.\  S.  198  u.  f. 
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Naturgemäss  sind  in  denselben  nur  solche  Verhältnisse  mög- 
lich, für  welche  sich  endliche  Werthe  von  r^  ergeben. 

Für  im  Verhältniss  zum  Halbmesser  geringe  Wandstärke 
*  =  r^  —  r.  ergiebt  die  aus 


folgende  Beziehung 


1        ** 


oder        «=  2  ^-   ^ 


.     .     2) 


die  Anstrengung,  bezw.  Wandstärke  genügend  genau. 


2.   Aeusserer  Ueberdruck  p^(p.  =  O). 

Sofern  Einknicken  (Einbeulen)  der  Wandung  nicht  zu  be- 
fürchten steht,  gilt  für  die  Anstrengung,  die  auch  hier  wieder  an 
der  Innenfläche  den  Grösstwerth  erreicht 

in  Richtung  der  Tangente  (des  Umfanges) 


k 


3(m— ^) 
2  m 


a  i  a  i 


in  Richtung  des  Halbmessers 


* 


3 
m 


< 


..3 


m3  __  mS    *  a 
a  i 


=  0,9^-J^yi>„. 


.     3) 


Für  verhältnissmässig  geringe  Wandstärke,  wie  oben 


k 


^  2 


r 


8 


oder        8=  2  *•«-/,    • 


.     4) 


Die  zwei  letzten  Sätze  von  §  58  sind  auch  sinngemäss  auf  die 
Hohlkugel  zu  übertragen  und  demgemäss  zu  beachten. 


C.  Baeh,  BlaiUeltlt.    4.  Aufl. 


:jr) 


Siebenter  Abschnitt. 

PlattenfSriuIge  KSrper. 


Die  Ei'örterBiig  der  Widerstandsfähigkeit  ebener  Platten  vbA 
Wandungen  gegenüber  einer  gleichförmigen  Belastung,  insbesondere 
dnrch  Flüssigkeitsdruck,  oder  gegenüber  senkrecht  zu  ihnen  wir- 
kenden Einzelkräften  fahrt  auf  eine  der  schwächsten  Stellen  der 
Elasticitäls-  und  Festigkeitslehre. 

Eine  ziemlich  streng  wissenschaftliche  Ableitung  der  Idu- 
spruchnahme,  welche  die  am  Umfange  gestützte  oder  eingespannte 
Platte  bei  der  bezeichneten  Belastung  erfahrt,  ist  nach  Wissen  dea 
Verfassers  nur  für  den  Fall  der  ebenen  kreisförmigen  PUtU, 
der  Scheibe,  unter  gewissen  Voraussetzungen  gegeben  worden, 
die  übrigens  in  den  meisten  Füllen  zu  einem  erheblichen  Theile 
mit  den  thatsächliehen  Verhältnissen  iu  Widerspruch  stehen,  wia 
später  näher  auszuführen  sein  wird  (§  60,  Ziff.  2), 

Für  die  elliptische  Platte  fehlte  es  trotz  ihres  häufigen  Vo^ 
kommens  als  Mannlochdeckel  u.  s.  w.  überhaupt  an  einer  Beziehimg 
zwischen  der  Flüssigkeitspressung,  den  Abmessungen  und  da 
Materialanstrengaug. 

Die  zur  Bestimmung  der  Inanspruchnahme  rechteckiger 
Platten  vorliegenden  Angaben  beruhen  auf  Entwicklungen,  üt 
zwar  zunächst  den  streng  wissenschaftlichen  Weg  einschlagen,  aicl 
jedoch  im  Verlaufe  der  Rechnung  zu  vereinfachenden  ADnahmen 
gezwungen  sehen,  welche  die  Zuverlässigkeit  der  Krgebniss«  beein- 
trächtigen. Ueberdies  muss  von  wesentlichen  der  gemachten  Vo^ 
aussetzungen  das  Gleiche  gesagt  werden,  was  in  dieser  Hinsicki 
bei  der  kreisförmigen  Platte  bemerkt  wurde.  Der  zur  Lösung  der 
Aufgabe  nöthige  Aufwand  an  mathematischen  Hilfsmitteln  ist  trott- 
dem  und  ganz  abgesehen  von  der  Umfänglichkeit  der  liechnnDgea 
ein    sehr    bedeutender    und    geht    recht    erbeblich    über   das  Ma» 


Plattenfurmige  Körper. 
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hinaus^  welches  dem  zwar  wissenschaftlich  gebildeten,  jedoch  mitten 
in  der  Ausfilhrung  stehenden  Ingenieur  durchschnittlich  noch  ge- 
läufig ist. 

Auf  andere  als  ebene  Platten  erstrecken  sich  diese  Betrach- 
tangen überhaupt  nicht,  also  nicht  auf  Deckel  von  den  Formen, 
wie    sie    z.  B.   die    Figuren   1    bis    5    wiedergeben.     Querschnitte 


Flg.  1. 


Flg.  2. 


\Vy//yV//^////////////////////////////A 


Flg.  3. 


mi^        %    \^\        mm 


n^ 


t 

Flg.  4. 


,'?MJMWMIIIinH>)'>->WJKU»f\r 


W'T^ 


I 

Flg.  5. 


dieser  Art  aber  sind  bei  den  in  der  Wirklichkeit  vorkommenden 
Deckeln  u.  dergl.  weit  häufiger  zu  finden,  als  das  einfache  Rechteck. 

Unter  diesen  Umständen  erscheint  die  Sicherheit,  mit  welcher 
der  Konstrukteur  die  Inanspruchnahme  von  Platten  und  Wandungen 
der  in  Frage  stehenden  Art  thatsächlich  feststellen  kann,  durch- 
schnittlich recht  gering;  in  nicht  wenigen  Fällen  kann  überhaupt 
nicht  von  einer  Sicherheit,  sondern  es  muss  vielmehr  von  einer 
Unsicherheit  gesprochen  werden,  welche  bezüglich  der  Widerstands- 
fthigkeit  solcher  Eonstruktionstheile  besteht.  Dieser  Zustand  musste 
am  so  drückender  empfunden  werden,  als  auf  manchen  Gebieten 
des  Maschineningenieurwesens  (Dampfkessel-,  Dampfmaschinenbau 
a.  8.  w.)  Aufgaben  der  in  Frage  stehenden  Art  sich  sehr  häufig  zu 
bieten  and  hier  überdies  eine  hohe,  auch  auf  Menschenleben  sich 
erstreckende  Verantwortlichkeit  einzuschliessen  pflegen. 

Bei  dieser  Sachlage    hat  sich  Verfasser  zur  Befriedigung  der 

vorliegenden   überaus   dringlichen  Bedürfnisse  veranlasst  gesehen, 

einen  Nftherungsweg  einzuschlagen,  wie  er  sich  aus  dem  Späteren 

35* 


548 


Plattenformige  Körper. 


(§  60,  Ziff.  4,  §  61,  §  62,  §  63)  ergeben  wird.  Die  erste  dabin- 
gehende  Veröffentlichung  findet  sich  in  der  Zeitschrift  des  Vereines 
deutscher  Ingenieure  1890,  S.  1041  u.  f. 


§  60.  Ebene  kreisförmige  Platte  (Scheibe). 

1.  Ermüdung  der  Anstrengung  auf  detn  Wege  der  Rechnung. 

Die  Behandlung  dieser  Aufgabe  ist  1860  von  Wink! er  und 
1866  von  Grashof  der  Oeffentlichkeit  übergeben  worden.  Der 
Gang  der  Entwicklungen  ist  bei  Beiden  im  Wesentlichen  derselbe. 


» 


se 


Sß. 


Flg.  7. 


Die  folgenden  Rechnungen  geben  die  Lösung  wieder,  wie  sie  sich 
in  Grashofs  Theorie  der  Elasticität  und  Festigkeit  1B18. 
S.  329  u.  f.  findet. 


§60..  Ebene  kreisförmige  Platte. 
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Die  Scheibe  von  der  Stärke  h  wird  aufgefasst  als  am  UmfaDge 
vom  Halbmesser  r  frei  aufliegend^  wie  in  Fig.  6  dargestellt,  oder 
als  daselbst  eingespannt,  wie  Fig.  8  wiedergiebt,  und  in  Bezug  auf 
ihre  Belastung  angenommen,  dass  diese  im  Allgemeinen  bestehe 

aus  einer  Einzelkraft  P,  welche  im  Mittelpunkte  angreifend 
senkrecht  zur  Oberfläche  gerichtet  ist, 


Fig.  8. 

aus  einem  gleichmässig  über  die  Oberfläche  ni^  vertheilten 
Normaldruck  von  der  Grösse  ;;  auf  die  Flächeneinheit,  und 

aus  einer  auf  die  kreiscylindrischc  Mantelfläche  2nrh  gleich- 
mässig vertheilten,  radial  auswärts  wirkenden  Kraft,  deren  Grösse 
py  auf  die  Flächeneinheit  beträgt. 


% 


Fig.  9. 


Die  Scheibe,  welche  zunächst  noch  nicht  belastet  sei,  denkt 
man  sich  auf  ein  rechtwinkliges  Koordinatensystem  bezogen,  dessen 
X-  und  y-Achse  in  der  Mittelebene  liegen,  während  die  c-Achse 
senkrecht  dazu  (positiv  nach  unten)  gerichtet  ist  (Fig.  G  und  7). 
Der  in  der  o?;? -Ebene  gelegene  beliebige  Punkt  P  der  Scheibe  er- 
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scheint  durch  die  Abscisse  x  und  den  Abstand  A  von  der  ursprüng- 
lich ebenen  Mittelfläche  bestimmt,  unter  Einwirkung  der  Belastung 
geht  die  Letztere  in  eine  Rotationsfläche  über  (Fig.  9),  deren 
Meridianlinie  durch  die  Koordinaten  x  und  z  festgelegt  wird. 

Werden    nun    för    den    in    Betracht   gezogenen  Punkt  P  be- 
zeichnet 

mit  0"^  die  Normalspannung  und  mit  e^  die  Dehnung  in  Rich- 
tung der  o:- Achse, 
mit  c    die  Normalspannung  und  mit  b    die  Dehnung  in  Rieh- 

tung  der  y-Achse, 
mit  ö;  die  Normalspannung  und  mit  b^  die  Dehnung  in  Rich- 
tung der  xr-Achse, 
so  ergeben  sich  auf  demselben  Wege,  auf  welchem   die  Beziehun- 
gen 3,  §  58,  gefunden  wurden,  die  Werthe 
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Unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Stärke  h  der  Scheibe 
gering  ist  gegenüber  2r,  kann  die  Spannung  o",  nur  klein  ausfallen 
im  Vergleich  zu  ov  und  er.  Demgemäss  vernachlässigt  man  a., 
d.  h.  setzt 


f 


^        771-2 


woraus  folgt 


X  tf 


in  —  1 


und  erhält  hiermit 
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<^.= 7^)/ ("♦'«+*; 


''^Jrn-lfß-^''-^'^'^^ 


1) 


Bedeuten  für  den  Punkt   P'  der  Mittelfläche,    welcher    um  »r 
von  der  r- Achse  absteht  (Fig.  6,  9), 

e'  und  «'  die  nach  der   Richtung   der   o:-,    bezw.    y -Achse  ge- 

nommenen  Dehnungen, 
Q    den  Krümmungshalbmesser  der  Meridianlinie, 
Qi     '  -  '     Mittelfläche  in  dem  dazu  senk- 

rechten Normalschnitt, 
welche  Radien  als  sehr  gross  gegenüber  den  Abmessungen  der 
Scheibe  vorausgesetzt  werden, 
so  ist  mit  der  Annäherung,  mit  welcher  die  für  gerade  stabfbrmige 
Körper  ermittelte  Oleichung  1,  §  16,  nach  hier  übertragen  werden 
darf, 

f,  =  .;+—       und       5^=,;+V. 

Da  nach  Oleichung  9,  §  16, 

1  _  d^z 

und  femer  ^i  gleich  der  Länge  der  Normalen  bis  zum  Durchschnitt 
mit  der  Achse  der  Rotationsfläche  ist,  d.  h.  unter  Bezugnahme  auf 
Fig.  9 

X  .  X  X 

sm  if  tg  if>  dz 

~~dx 

1  1    dz 

^1  .r    dx 

so  ergiebt  sich 
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y 


X    dz 

X  dx 


und  nach  Einführung  dieser  Werthe  in  die  Gleichungen  1 


2) 


ö".  =  -;— - 


a  = 
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{m* 
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(m« 
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i)«l 

+«.:— A 


d^z 


1   dz 
X  dx, 

m    dz 
X    dx 


3) 


Die  Spannungen  a^  und  a^  in  dem  Punkte  P'  der  Mitte! 
fläche,  welche  sich  aus  den  Gleichungen  3  für  Jl  =  0  ergeber 
rühren  —  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  —  nur  von  de 
Spannung  pi  am  Umfangsmantel  der  Scheibe  her^  somit 

und  infolgedessen  auch  aus  den  Gleichungen  3  mit  Jl  =  0 


^        (ni 


m 


m  € 


=  Pi 


folglicli 
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^'■'       \m'—\)a 


s' -\-  ms' 

X  y 


=  Pu 


m  —  1 


€    =  6    =  er     -    -        -  l>t, 


Hieniiit  liefern  die  Gleichungen  2 


fH  —  1         -  d'z 


m 


dx" 


■.,=  ^Pi 


m  —  1         X  dz 
in  X  dx 
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und  die  Gleichungen  3 


m  I     (Pz        1    dz 


m 


cPz       m  dz 


dx*       X  dx 


■     4) 


Vom  Punkte  P  ausgehend  denkt  man  sich  ein  Körperelement, 
Fig.  10,    mit  den  Querschnittsabmessungen  dx  und  dX  konstruirt 


-r# 


9 


j»-7Ci»--- 


^Wt^ 


Fiff.  10. 


und  herausgeschnitten,  sodann  die  auf  dasselbe  wirkenden  Span- 
nungen eingetragen,  wobei  zu  berücksichtigen  ist,  dass  Schub- 
spannungen nur  da  auftreten  können,  wo  Winkeländerungen 
(Gleitungen)  stattfinden,  und  die  Gleichgewichtsbedingung 

a^x  difdX-\-2  a  sin  —^  dX  dx  -f-  t  U  H — ^-\  d(p  dx 
-—L  -H  ---  dx\(x  -\-  dx)  d(p  dX  —  L-h    ,^  dkj  U  +   ö-|  dg)dx  =  0 


siufgestellt.     Aus  derselben  folgt 
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do;  dt 


d<s_ 


tt_-{-x 


X 


dX         a  X  X         X        dx 


Nach  EinfuhniDg  der  Oleichnng  4 


dA         X  K*        m*  —  \    a"  \  du?    '     x    dx 


m        1      Id^z        m    dz  . 


m        1    ,  /        ^^  d^z 

mr  —  1    a      l        ax^  dx 


dr  m?        1    Jd'z        1    (Pz         1    dz 


dl         rr?  —  1    «      \  d^        x  dx*        j?  dx 


und  durch  Integration  in  Bezag  auf  die  Veränderliche  X 


«t» \    X*  IdPz        l    tPz  _  1    dz  . 

''•■' ~  »«'  —  1    tt'2\da?'^'x    da?        .r"    dx    "*" 


.    h 
Die  Konstante  C   ist    bestimmt  dadurch,    dass  für  il  =  —  ö 

die  Schubspannung  r  =  0,  somit 

m'»        1    A^-4x2  /(i';:        1    d^z        1    </r,      -, 


^'  m^— 1     a  8         \(/^'        X   dx^        x"   da:, 

Das  Vorzeichen  von  r  deutet  an,  dass  der  ursprünglich  rechte 
Winkel,  an  dessen  Kanten  in  Fig.  10  die  Schubspannungen  ein- 
getragen sind,  in  einen  stumpfen  übergeht,  diese  also  nicht  m 
den  eingezeichneten,  sondern  in  den  entgegengesetzten  Richtungen 
wirken. 
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ooo 


Um  z  als  Funktion  von  x  zu  erhalten,  denkt  man  sich  eine 
Scheibe  vom  Halbmesser  a^  Fig.  11,  herausgetrennt.  Auf  dieselbe 
wirkt  in  Richtung  der  Scheibenachse  die  Belastung  PH-yr^^p, 
welche  durch  die  Schubkräfte  übertragen  werden  muss;  somit 


s 


X  .2  nxdk 


na?  pj 


wobei  die  Integration  lediglich  in  Bezug  auf  X  zu  erfolgen  hat. 
Nach  Einfuhrung  des  absoluten  Werthes  von  %^  aus  Gleichung  5 
ergiebt  sich 


71V 


nx 


TT?  —  1    a   \da? 


und  somit  in 


1    ld?z         1    cPr 
X  dx^ 


---1?^ 


A»  — 4^ 
8 


2 


=  P-\-nx*  p 


dX 


dj^         a    da^        «'   dx  m*  AM  Trar  ' 


die  Differentialgleichung  der  Meridianlinie. 


I 
ff 


.  —  -tili  111- . 


I 


ar 


--H 


4—- 


Fig.  11. 


Die  Einsetzung  des  Ausdrucks  auf  der  rechten  Seite  dieser 
Gleichung  in  Gleichung  5  ergiebt  für  die  absolute  Grösse  der 
Schabspannung 
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3  ]^ 
4 


4i' 


\px 


nx 


■     .    1) 


Wie  ersichtlich,  würde  t  für  a:  =  0,  d.  h.  für  die  Mitte  der 
Scheibe,  unendlich  gross  werden,  sofern  P  >  0  ist.  Dies  verlangt, 
dass  die  Einzellast  P  nicht  als  im  Mittelpunkt  der  Scheibe  zu- 
sammengedrängt angreifend,  sondern  als  auf  eine  mit  der  Scheiben- 
Oberfläche  konzentrische  Kreisfläche  vom  Halbmesser  Tq  vertheilt 
gedacht  wird,  wobei  r^  natürlich  klein  gegenüber  r  anzunehmen 
ist.  An  die  Stelle  der  Kreisfläche  nr^  kann  auch  der  Kreis- 
umfang 2  TT  7*0  treten. 

Mit  den  abgekürzten  Bezeichnungen 


w'-l 


m»— 1        6     P 


in* 


h^ 


-  =  b 
n 


geht  Gleichung  6  über  in 


cPz 


1    (Pz 


1    dz 


a:    dx^        a?  dx 


ax 


b 

X 


und  da  die  linke  Seite  gleich 


d    Id'z 
dx  \dx' 


1    dz 
X   dx 


d 
dx 


1     d 


dz 


X 


.  X   dx  \     dx 


1 


so  ist  auch 


woraus  folgt 


(/   (    1     d    I     dz 
dx  I    X   dx  \     dx 


=  ax-\ — 


X 


l    d    I    dz 
X  dx  V   dx 


a 
2 


b  Inx  -{-  Ci, 


./•        =  -'-  x^  -h  b   \  X  In  X  dx  -\-  -^-  »c'  -h  c^ , 


'/.r 


8 


2 
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und  wegen 


f  x^ 

\xlnxdx=  -  -  (2  In  x  —  1) 


dz        a     ^       b 


dx        8 


x"  -t-  V  x{2  In  X 


i)+-5  ^+v-  •  ^^ 


Somit 


a 


^'^öö^'^'T''^^^^^  —  1)  + 


-}- x^ -h  Colnx-h  c^.     .     9) 
4 


Hiemach  finden  sich  für  die  in  den  Gleichungen  4  auftreten- 
den  Werthe 


1     dz 

a 

X    dx 

8        ' 

6 
4 

(2/«« 

-1)  + 

2 

-f- 

x^ 

d'z 
dx* 

=  ga^«-f- 

b 
4 

(2Z«a; 

+  1)  + 

2 

10) 


Zur  Bestimmung  der  Integrationskonstanten    ist    zunächst    zu 

dz 
beachten,  dass  für  ^  =  0  auch    ^  =  0,    d.  h.  dass  die  Tangente 

uX 

an   der  Meridianlinie  im  Scheitel    derselben    wagrecht   sein    muss, 
also  nach  Gleichung  8 


0=-^{xlnx)-h    ^' 

J  X 


Da 


X  In  X  ^ 


In  X 
T" 

X 


für  x  =  0. 


oc- 


und   dieser  Werth  für  a:  =  0  zu         wird,    so    ist    für  Zühler   und 


rsu 


Nenner  der  erste  Differentialquotient  zu  bilden: 
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2 


dx 


{Inx) 


dx 


1 

X 


x=0 


=^-^),=.=o 


T=0 


Hiermit 


0  =  0-h 


x=0 


was  nur  durch  0^  =  0  ermöglicht  wird. 

Ist  die  Scheibe  am  Rande  nur  gestützt,  also  lose  anf- 
liegend, so  mnss  für  alle  Ponkte  des  Umfangsmantels  der  Scheibe^ 
d.  h.  für  j:  =  r  und  für  jeden  möglichen  Werth  von  X  o*,  =  Pi  sei^. 
Nach    der    ersten    der  Gleichungen  4  ist  das  nur  möglich,    wenn 


dx^        X  dx  ' 


woraus  nach  Einführung  der  rechten  Seiten  der  Gleichung  10  folgt 


t\ 


1   3  m  4- 1        ,       ,  /,  1     m  —  1 

4    wi  -h  1  \  2    m  -H  1 


11) 


Ist  die  Scheibe  am  Rande  eingespannt,  sodass  die  or-Ächse 
an  der  Befestigungsstelle  Tangente  an  der  Meridianlinie  ist,  Fig.  12, 


% 


Fig.  12. 


(vergl.  hierüber  auch  §  5i>),  so  muss  für  x=^r   -~-  =  0  sein,  somit 
nach  Gleichung  8,  da  c^  =  0, 
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0=  |-H4--*-r(2/«r— l)-H-^-r, 


^.  =  - |'^-i(^«r-|j 12) 


a)  Die  Scheibe  ist  nur  durch  p  gleichmässig  belastet; 

P  =  0. 

Mit  P  =  0  wird 

.         m^-1         6    P 

Die  Konstante  c^   der    Gleichung  9    bestimmt   sich   dadurch^ 
dass  für  a  =  r   z  =  0  sein  muss,  alsO;  da  c,  =  0  (S.  558),  aus 


^  =  3V-*-T''-*-^» 


zu 


^'  =  -  32  '   -  4   '  • 


Damit  geht  die  Gleichung  9  der  Meridianlinie  über  in 

-  ^^^  -  ^)  -  ^^  (»^  -^)  =  -la  ^l"-^  -I-  c^--^.    13) 


a)  Die  Scheibe  liegt  am  Rande  lose  auf. 
Gleichung  11  ergiebt  mit  i  =  0 


1   3w-f-l       , 
4     //i  -I-  1 
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Durch  EinfiihruDg  dieser  Grösse  und  von 


m'  —  1        6 


in  Gleichung  13  liefert  diese 


Ib       m^  /r   \  m  + 1  / 


Hieraus  folgt  die  Durchbiegung  in  der  Mitte  für  x  =  0 

—  apy,       .     .     .     lo) 


16  m«  "^  h^ 


und  mit  m  =  .. 

o 


0,7  «p^ 16) 


Für  pi  =  0  gehen  die  Gleichungen  2  a  über  in 


X    dz  3    in^  —  1        ;;      /  3  »i  -f-  1  ^         3 . 


Diese  Dehnungen  erlangen  ihren  grössten  Werth  für  cr  =  0 
(Mitte  der  Scheibe)  und  für  X  =  :^.:.  -  (äusserste  Fasern).  Diese 
Höchstwerthe  sind  überdies  gleich  gross,  nämlich 

.;    3    (/>i— l)(3m+l)        IrV  .  , 

max  (f  J  =  -  -  g-  ~  3     ay^^^^  =  niax  (0- 

An  den  bezeichneten  Stellen  sind  die  Schubspannungeu  nach 
Gleichung  7  gleich  Null,    somit    ist  maxi    ""  I  die  grösste  Anstren- 
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gang    und    demgemäss    mit    k^    als  zulässiger  Biegungsinanspruch- 
nahme 


k'>-J- 


jMit  m  =  -^    wird 
o 


±1  (=_-.)gB±.)/MV.    .   .    „, 


,..3 


^,  > --i.  0,87  I  y  I  p 18) 


ß)  Die  Scheibe  ist  am  Umfange  eingespannt. 


Gleichung  12  liefert  mit  b  =  0 


9      9 
Ci=  —      .     >  . 


4 


In  ganz  gleicher  Weise  wie  unter   «)    ergiebt  sich    hier    die 
Gleichung  der  Meridianlinie 

.3_  J^rzl  „  P-  (,a  _  ,^^«  im 

" ~  16     /«'     "  A^  ^'     ^)  ■  •   ■   ■   m 


und  hieraus  die  Durchbiegung  in  der  Mitte  (x  =  0) 


20) 


und  mit  m  = 


3    Jrt'  —  1          »■* 
"        16       m"       "P  h^ 

10 

3 

z-0,nap]. 

21) 


Aus  den  Gleichungen  2  a  folgt,  da 


1   dz  _3    ni"  —  1         p 
X  dx        4        m 


,        a ----- {r^  -  ..\ 


C.Bach,  ElMtlcUIt.    4.  Aufl.  36 
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3    »»*  —  1 


m 


a 


«  -g-  (»^  -  S;!'), 


m —  1 


5. 

a 


m 


m 


1 


m 


Pi 


-Pi+  .-- 


7?l 


2 


--f,-A(>- 


A3 


3  .r'), 


4        m«        7*3  ^  ^ 


_    ^2 


^)' 


Ist,  wie  vorausgesetzt,  pi  >  0,   so  erlangt  — --  zwei  grösste 


Fig.  13. 


Werthe:    den   einen  für  a  =  0  und  A  = 


(Mitte  der  Scheibe, 


unterste  Faser,  bei  Ay  Fig.  13)    und    den    anderen   für  .r  =  /•  und 
X= —    ^r- (Einspannstelle,    oberste    Faser,    bei  B,    Fig.  13).    Der 

Erstere  beträgt 


max 


X 

a  1 1 


m 


1 


in 


Pi 


».   i  2 


3    wi'  —  1  /  r 
2"    vi  P- 


8 


7H- 


A 


der  Letztere 


VI 


max 


1 


a   I  'J 


VI 


Pi 


3    vi"  —  1 


2 


^/i" 


P 


Dieser  ist  der  grössere*);  somit,  da  die  Schubspannungen  nach 
Gleichung  7  für   X  =  zL-^-  Null  werden, 


*)  In  Wirklichkeit  pllegt  die  EinspaDnung  Dur  eine  unvollkoiumone  zu  ^m- 
Durch  Nachgiebigkeit  des  ])efestigten  Scheibeuran  des    (gegenüber    dem    Zusiamle 
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7.  ^  m—  1 


3     m2—  1 


nr 


..    \2 


P 


22) 


Für  pi  =  0  wird 


/: 


b 


3    »i^  —  l  i  r 


-4 


/?r 


.  \2 


P 


und  mit  .  =  -1,^ 


0,68 


r 


'.r.^,--l/,  iP- 


23) 


b)  Die  Scheibe  liegt  am  Rande  frei  auf  und  ist  nur  durch 
die  in  der  Mitte  angreifende  Kraft  P  belastet. 

Die  Gleichung  der  Meridianlinie  ergiebt  sich  in  gleicher  Weise, 
wie  unter  a  ermittelt,  bei  Beachtung,  dass 


a  = -^ —  a-    p  =  0  (wegen  p  =  0),  Co  =  0, 


m' 


A3 


und 


für  x  =  r     z  =  0 


aus  Gleichung  9  zu 


b 
4 


r*  (In  r  —  1)  —  x^  {In  x  —  1) 


-^^.-  (r«  -  ..'). 


p,  =0    von    dein   Wertho  -,z  — 

ö       m 


vollkommener  Einspannung)   nimmt  dio  Anstrengung  der  Sclien)e  an  dem  Rande 

ab,    dagegen  diejenige  in  der  Sclieil)enmitte  zu.     Hierbei    steigt    die    letztere   für 

-1  /  /-Xa  . 

.—    I   rl  i>»    giltig    für    vollkommene    Eiuspan- 

nang,  bis  zu  dem  dnrcli  Gl.  17  bestimmten  betrag,  giltig  für  Freiautliegen,  wrdirend 

die  Beanspruchung  am  Umfange  von  dem  Werthe  -~       ^ —  I-    j   p  bis  auf  Null 

sinkt.     Für    eine    gewisse  Nachgiebigkeit   an  der  Befestigungsstelle  wird  die  An- 
strengung der  Scheibe  am  geringsten  ausfallen  (vergl.  S.  460  u.  f.). 

86* 
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Nach  Einführung  von 

1     m-1 


Ci  =  —  b  \lnr-+' 


2    m  +  l 

und 

m^  -  1         ß    P 
b  = z — «-V3-  — 


w*^  Ä^    n 


wird 


3     m^  -  1         P 
4:71         m^  li^ 


r        m  +  1 


.    24) 


Somit  die  Durchbiegung  in  der  Mitte  der  Platte  (a?  =  0) 


3     (m  - 

-1)(3»H-1)           ,-* 

und  mit  m  —  -„ 

-•  =  0,55aP-~ 26) 

Die  Gleichungen  2  a  führen  mit  den  Gleichungen  10,  sowie 
unter  Beachtung,  dass  pi  =  0,  Cj  =  0  und  c^  durch  GleichuDg  11 
bestimmt  ist,  sowie  unter  Berücksichtigung  der  Bedeutung  von  b  zu 

3    m^  —  1         P  i,      r  1        \  , 


*d    w?  —  1         P   L      r  m        ,  - 

y        TT         m^  h^  \       X  Wl  +  1  / 


Wird  gemäss  der  Bemerkung  zu  Gl.  7  (S.  556)  die  Kraft  ^ 
auf  der  Kreislinie  2  nr^  —  in  Wirklichkeit  auf  der  dieser  Linie 
entsprechenden  schmalen  Kreisringfläche  —  gleichmässig  vertbeilt 
angenommen,  wobei  r^  klein  gegen  r,  immerhin  aber  so  gross  vor- 
ausgesetzt ist,  dass  der  grösste  Werth  der  aus  Gl.  7  folgenden 
Schubspannung,  d.i.  wegen  Jl  =  0   p  =  0  und  x  =  Tq, 
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T  ■ — d,  i) 

4tn   hvo ^ 

das  höchstens  noch  für  zulässig  erachtete  Mass  nicht  überschreitet, 
so  ergeben  sich  die  Grösstwerthe  von  e^  und  i?„  für 


a;  =  ro  und  ^  =  \<'} 


nnd  zwar  ist 


max  1-^1  =  -^-  "*'~^    L  '•  +  -^'*-    -1  i' 
«  /        2  TT        m'        \       ro        m  + 1  /  A^ 


die  grössere    der    beiden  Anstrengungen*);    somit,    da    die  Schub- 
spannungen nach  Gl.  7  für  jl  =  zh  —    Null  werden, 

3       rn^_i    I       r  m       \  P 

Hierbei  ist  allerdings  vorausgesetzt,  dass  die  der  Schub- 
spannung Gl.  27  entsprechende  Dehnung  nicht  eine  grössere  An- 
strengung liefert,  was  im  Falle  vollkommener  Gleichartigkeit  des 
Materials  darauf  hinauskommt,  dass 

3      /^_^+J_<,,    /M,       ...     29) 
47r    kr^        m         —  \  a  j 

Diese  Voraussetzung  wird  erfüllt  sein,  wenn  die  Scheiben- 
stArke  A,  die  nach  Gl.  28  die  Anstrengung  mit  der  zweiten  Potenz 
beeinflusst,  verhältnissmässig  klein  gegenüber  r  ist,  welche  An- 
nahme der  ganzen  Entwicklung  dieses  Paragraphen  zu  Grunde 
liegt  (vergl.  S.  550). 

Gl.  27  bezw.  29  ermöglicht  übrigens  in  jedem  Falle  eine 
Prüfung. 


')  Streng  genommen  wäre  noch  (He  Formänderung  und  dit»  Anstrengung 
mneiiialb  des  mittleren  Theiles  der  Scheibe,  entsprechend  dem  Durchmesser  2  /q, 
zu  untersuchen;  hierauf  sei  zunächst  verzichtet. 
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10 


Mit  m  =  -:^  geht  Gl.  28  über  in 
6 


/:,>0,334[l,3Z/.^  +  l]-J 


30) 


V,   Vergletchung  der  Voraussetzunffen,  welche  bei  tien  uttter  Ziff.l 
durchgefilhrten  Rechnungen  gemacht  worden  sind 9  mit  tieft  that- 

sdchlichen  Verhältnissen^), 

In  den  weitaus  meisten  Fällen  der  Verwendung  plattenförmiger 
Körper  im  Maschinenbau  handelt  es  sich  um  die  Widerstands- 
fähigkeit gegenüber  Flussigkeitsbelastung.  Die  Platten  müssen 
alsdann  in  der  Regel,  damit  sie  abdichten,  kräftig  gegen  die  Dich- 
tungsfläche gepresst  werden.  Sie  liegen  also  keinesfalls  lose  auf 
ihrem  Widerlager  auf,  können  auch  häufig  nicht  als  einfach  einge- 
spannt aufgefasst  werden,  sind  vielmehr  meist  eigenartig  befestigt. 
Betrachten    wir  beispielsweise  die  Scheibe,    welche  in  Fig.  14  ein 


Fig.  u. 


cylindrisches  Hohlo:efäss  verschliesst,  so  erkennen  wir  sofort,  dass. 
noch  bevor  die  Flüssigkeitspressung  wirkt,  schon  durch  das  An- 
ziehen der  Flanschenschrauben  die  Scheibe  sich  wölben  rauss  und 
zwar  umsomehr,  je  grösser  der  Abstand  a;  der  Schrauben  von  der 


')  \Vio  S.  548  l>emerkt,  entsprechen  die  imter  Ziff.  1  gegebenen  Entwi»-*^ 
langen  der  von  Griishof  in  seiner  bekannten  scharfen  und  klaren  Weise  ai"' 
gf])auton  —  erstmals  vor  reichlicli  35  Jahren  veröffentlichten  —  Berechnuug  •J*''" 
kreisförmigen  Platte.  In  der  , Festigkeitslehre"  von  Föppl,  1900,  S.  273u. f- 
ist  gnindsät/.licli  in  gleicher  Weise  vorgegangen,  jcdocli  zu  einem  Theile  ein  etw^-^ 
anderer  (lang  der  Iveclinung  —  unter  W'eglassung  der  radialen  Belastung  fi  ^"^ 
Sclu-iben umfang  —  gewählt.  Die  wesentlichen  Voniussetzungen  und  die  Eo^^* 
ergebnisse  der  Rechnung  sind  die  gleichen  wie  bei  Gras  ho  f. 
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Diclitungsstelle,  d.  h.  von  derjenigen  Umfangslinie  ist,  in  welcher 
der  Widerlagsdrack  des  Dichtungsringes  zusammengedrängt  ange- 
nommen werden  darf.  Die  Scheibe  wird  also  bereits  auf  Biegung 
beansprucht,  noch  ehe  eine  Flilssigkeitspressung  in  Thätigkeit  ge- 
treten ist.  Diese  Inanspruchnahme  kann  bei  kräftigem  Anziehen 
der  Schrauben  unter  Umständen  schon  allein  die  zulässige  An- 
strengung des  Materials  überschreiten. 


>d^r 


l- 


Flg.  16. 

Aber  selbst  dann  ist  die  Sachlage  anders,  als  die  Rechnung 
voraussetzt,  wenn  ein  solcher  Hebelarm  a:  nicht  vorhanden  wäre, 
wie  z.  B.  im  Falle  der  Fig.  15,  welche  die  vom  Verfasser  in  seinem 
Versuchsapparat  zur  Prüfung  ebener  Platten  angewendete  Be- 
festigungsweise zeigt*).  Die  Scheibe  liegt  hier  unten  (Seite  der 
gepressten  Flüssigkeit)  auf  einem  Dichtungsring  von  weichem 
Kupfer  (etwa  8  mm  stark)  und  stützt  sich  oben  gegen  eine  etwa 
2,5  mm  breite  Ringfläche  von  dem  gleichen  mittleren  Durch- 
messer wie  der  Kupferring.  Durch  Schrauben  wird  das  Obertheil 
des  Apparates  gegen  das  Untertheil  so  stark  gepresst,  dass  die 
Abdichtung  gesichert  ist.  Unter  Einwirkung  der  Flüssigkeits- 
pressung  biegt  sich  die  Scheibe  durch;  dabei  sucht  sie  auf  dem 
Dichtungsringe  einerseits,  sowie  auf  dem  Widerlager  andererseits  zu 
gleiten  und  gleitet  thatsächlich  (vergl.  §  46,  Ziff.  1).  Hiermit  aber 
werden  Kräfte  in  den  Berührungsflächen  zwischen  Dichtungsring 
und  Scheibe,  sowie  zwischen  dieser  und  dem  Widerlager  wach- 
gerufen, die  in  der  Regel  entgegengesetzt  gerichtet  sind  und  meist 
auch  von  sehr  verschiedener  Grösse  sein  werden.  Diese  Kräfte 
liefern    für    die    Älittelfläche    der    Scheibe    im   Allgemeinen    radial 

*)  Vergl.  hieniber  die  in  §  64  genannte  Schrift,  oder  auch  Zeitschrift  des 
Vereines  deutsclier  Ingenieure  1890,  S.  1041  u.  f.,  oder  Abhandlungen  und 
Berichte  1897,  ö.  111  u.  f. 
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wirkende  Kräfte,  sowie  Formlinderung  und  Biegnngsanstrengang 
beeinflussende  Momente.  Diese  Momente,  unter  Umständen,  welche 
die  Regel  zu  bilden  pflegen,  von  ganz  erheblicher  Bedeutung,  sind 
bei  den  Entwicklungen  unter  Ziff.  1,  a,  a,  nm  die  es  sich  hier 
handelt,  vollständig  ausser  Acht  gelassen.  Je  grösser  die  KraA 
ist,  mit  welcher  die  Scheibe  zum  Zwecke  der  Abdichtung  ange- 
presst  wird,  um  so  bedeutender  werden  —  unter  sonst  gleichen 
Verhältnissen  —  die  erwähnten  Momente  sein.  Hierbei  nimmt  die 
Oberflächenbeschaffenheit  der  Scheibe,  des  Widerlagers  und  des 
Dichtungsringes  Einfluss  (vergl.  §  46,  Ziff.  1,  insbesondere  das  über 
den  Werth  [i  Gesagte). 

Auch  der  Umstand  kann  Einfluss  erlangen,  dass  die  Scheibe 
—  Fig.  6,  S.  548  —  mit  ihrem  Umfange  über  das  Widerlager 
hinausreicht,  einmal  insofern,  als  durch  das  überstehende  Material 
die  Widerstandsftlhigkeit  der  Scheibe  erhöht  wird,  sodann  bei  Be- 
lastung der  über  das  Widerlager  hinausragenden  Ringflächo  da- 
durch, dass  sich  der  Charakter  der  Stützung  über  dem  Widerlager 
ändert,  indem  bei  ausreichender  Grösse  der  Ueberragnng  die 
Scheibe  aus  dem  Zustande  der  einfachen  Stützung  in  denjenigen 
des  Eingespanntseins  übergeführt  wird.  Bei  den  üblicheu  Ver- 
hältnissen (r  gross  im  Vergleich  zu  A)  ist  der  erste  Einflnss  des- 
halb von  geringer  Bedeutung,  weil  die  grösste  Beanspruchung  in 
der  Mitte  der  Scheibe  auftritt.  Ob  der  zweite  Einfluss  bedeutungs- 
voll auftritt,  ist  im  einzelnen  Falle  zu  entscheiden. 


ticfi  sc-ff/eb  n  isse. 


d 


Von  den  Ei^ebnissen  der  Versuche,  welche  Verfasser  Bber 
die  Widerstandsfähigkeit  ebener  Platten  seit  1889  angestellt  und 
hinsichtlich  welcher  im  Allgemeinen  auf  §  64  verwiesen  werden 
darf,  seien  hier  diejenigen  angeführt,  welche  sich  auf  kreisförmige 
Scheiben  aus  Flnssstahlblech  erstrecken.  Dieses  Material  besitzt 
konstanten  Dehnungskoefiicienten,  und  erscheinen  deshalb  die  an 
solchen  Scheiben  innerhalb  der  Proportionalitätsgrenze  gemessenen 
Durchbiegungen  zu  einer  Prüfung  der  unter  Ziff.  1  erhaltenen 
Rechnungscrgebniase  geeignet.  Der  Durchmesser  (Fig.  15,  J 
betrug  hierbei  560  mm. 
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a)  Die  Scheibe  ist  nach  Massgabe  der  Fig.  16  in  der 
Mitte  belastet  und  am  Umfange  gestützt.  Sie  legt  sich 
—  abgesehen  vom  Einflüsse  des  Eigengewichts  —  nur  mit 
derjenigen  Pressung  gegen  das  Widerlager,  welche  durch 
die    den  Versuchskörper   in    der    Mitte    belastende    Kraft 

hervorgerufen  wird. 


^i'Zr- 


t 


l  VA  VV  V/AV///J/////y/?/J/J/J//////  V//.^///77. 


Fig.  16. 

Der  Dehnungskoefficient  «   für  federnde  Durchbiegung  ergab 
sich  nach  Gleichung  26  (ä  =  8,4  mm) 

bei  einer  Gesammtdurch* 

biegung  von     0,205  cm        0,355  cm         0,530  cm  1,1  cm 

auf  der  Belastungs- 
stufe 2  3  4  5 

158/753  753/1373      1373/2258  3688/5208  kg 


1 


zu  a 


1 


1 


1 


2900000'      3025000'      3972000'      5116000' 


während  Biegungsversuche    mit  Streifen  (Flachstäben)    aus    genau 
dem  gleichen  Material 

1 


a 


2147  000 

lieferten. 

Wird  die  Summe  der  Durchbiegungen  auf  der  ersten  und 
zweiten  Belastungsstufe  zu  Grunde  gelegt,  so  liefert  Gl.  26 

1   ^   0,205.  0,84^  ^  1 

a  ~0,5'5.  28^753""    2  672  000  ' 

Wir  erkennen,  dass  mit  wachsender  Durchbiegung  der  Scheibe, 
d.  h.  mit  zunehmender  Abweichung  derselben  von  der  ebenen  Form, 
also    mit   wachsender  Wölbung,    der   Dehnungskoefficient    anfangs 
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langsam,  dann  jedoch  rasch  abnimmt,  später  —  bei  weit  gi- 
tiiebener  Durchbiegung  —  wird  diese  Abnahme  wieder  geringer. 
Von  einer  schärferen  Untersuchung,  welche  namentlich  mit  niedri- 
geren Belastungen')  und  tleineren  lielastungsstafen  zu  arbeiteo 
hätte,  würde  zu  erwarten  sein:  zunächst  FroportionaliUit  zwischen 
Belastungen  und  Durchbiegungen  bis  zu  einem  gewissen  Grads 
der  Belastung  hin,  dann  stärkere  Zunahme  der  Darchbiegangen 
nach  Ueberschreiten  der  Material beanspruchung,  welche  auf  der 
Höhe  der  Sti-eckgrenze  liegt,  später  wieder  langsameres  Wachsen 
(Folge  der  Wölbung). 

Femer  erhellt,  dass  der  aus  Gl.  26  berechnete  Dehnnogs- 
koefficient  ganz  erheblich  kleiner  ist  als  der  wirkliebe 
Dehnungskoefficient  des  Materials.  Der  Unterschied  hetilgt 
bei  Zugrundelegung  selbst  des  grössten  Werthes  von  a 


100 


!  672  000  — 2  147  000^ 

2  147  000 


24,5  "/„. 


Es  musB  zunächst  dahin  gestellt  bleiben,  ob  das  verwendet» 
Stahlblech  das  Material  genau  in  dem  Zustande  enthielt  wie  die 
Streifen').  Aber  selbst  wenn  in  dieser  Hinsicht  ein  Unterschied  be- 
standen hätte,  so  würde  dieser  eine  Abweichung  von  Sö'/o  nicht 
zu  erklären  vermögen.  Sonach  muss  geschlossen  werden,  dass  di« 
Voraussetzungen,  auf  Grund  deren  die  Gleichung  26  erlangt  wurde, 
nicht  —  selbst  bei  lose  anfliegender  Scheibe  —  in  dem  Masse  n- 
treffen,  als  bei  Darchflihrong  der  Rechnungen  angenommen  ist. 

Da  der  Verfasser  die  Zeit  nicht  erübrigen  konnte,  die  tat 
Klärung  der  Sache  nöthigeu  weiteren  Versuche  auszaltlhren,  so 
regte  er  Herrn  Privatdocent  Ensslin  zu  dieser  Untersnchung  « 
und  stellte  ihm  alles  zu  den  Versuchen  Erforderliche  znr  Vef 
fügung;  inabesondere  Hess  er  die  Einrichtung,  welche  im  J»!"* 
1890  zu  den  Plattenversuchen  mit  Belastung  durch  eine  Einw'' 
last  getroffen  war,  nämlich  hydraulische  Presse  mit  Kolben,  welcher 


')  Der  Belasluug  P=^7Ö3  kg  unUpricht    j 
Aiistri'iigunjt 


.  Gl.  30  I. 


')  Wuliracheinlich    iviril    eine    i 
tliiES  £ciD  kunaeD;   man  denke  x.  B. 


ikhe  VereuhieclBn 
n  gelianimertes  r 
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mittelst  Stülp  abgedichtet  wurde'),    durch  eine  Presse  mit    einge- 
schliffenem   Kolben,   wie  in  Fig.  17    dargestellt,   und    durch  Vor- 


i'ichtung  zum  Messen  des  Druckes  mit  Quecksilbersäule  (System 
Amsler-Laffon)  ersetzen.  Hierdurch  war  eine  genauere  Be- 
stimmung   der    die  Platte    belastenden  Kraft    möglich   als    früher. 

I)  Zeitaohrift  des  Vereines  deutsclier  Ingenieure  1890,  S.  1104,  Fig.  12,  bczw. 
S.  1042,  Fig.  9  und  10,  oder  „Abband  [iin gen  und  Eorichte",  Ü.  126  litzw.  112. 
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Die  Belastung  der  Platte  wird  durch  einen  Kupferring  auf  eine 
Ereisringfläche  vom  mittleren  Halbmesser  Vq  übertragen.  Zunächst 
wurde  r©  =  15  mm  gewählt.  Die  Messung  der  Durchbiegungen  in 
der  Mitte  erfolgte  durch  das  schon  1890  benutzte  Instrument  0-  Für 
den  Durchmesser  des  Auflagerringes  wurden  560  mm  beibehalten. 
Von  den  Ergebnissen,  über  welche  Herr  Ensslin  nach  Ab- 
schluss  der  Versuche  ausführlich  berichten  wird,  seien  hier  die 
folgenden  für  Scheiben  aus  Flusseisen  erlangten  mitgetheilt. 


Schi 

eibe  A. 

Sch 

eihe  B. 

h  — 1,616  cm,  . 

Durchmesser  56  cm 

//  —  1,193  cm,  ] 

1 

Durchmesser  57  oni 

Durchbiegung  in 

i 

Durchbiegimg  in 

Belastungsstufe 

der  Mitte 

BelastuDgsstufe 

der  Mitte 

in  Viooo  cm 

in  Viooo«" 

300/  600  kg 

13 

300/  700  kg 

46 

600/  900  - 

13 

700/1100  - 

47 

900/1200  - 

13 

1100/1500  - 

45 

1200/1500   - 

13 

1500/1900  - 

46 

1500/1800   - 

13 

1900/2300  - 

46 

1800/2100   - 

13 

• 

2100/2400  - 

12 

2400/2700   - 

13 

2700/3000  - 

13 

3000/3300   - 

13 

3300/3600  - 

13 

Nach  Gl.  26  ergiebt  sich  hieraus: 
für  die  Scheibe  A 


a 


1,616 


1 


0,142 

0,55    28'  (3600  —  300)  ~   2'380  000  ' 


für  die  Scheibe  B 


a 


0,23  1,193» 

0,55  28'^  (2300  —  300) 


1 


2  210  000  ■ 


')  S.  Fiissbcmerkung  S.  571. 
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Durch  Zugversuch  mit  einem  aus  dem  Material  der  Scheibe  A 
herausgearbeiteten  Rundstab  wurde  ermittelt 


a 


2160  000 


Proportionalitätsgrenze  rund  2500  kg/qcm 
Streckgrenze  2682 

Zugfestigkeit  3899       - 

Bruchdehnung  24     % 

Querschnittsverminderung  52,5  - 

Somit  ergiebt  sich  für  die  Scheibe  A  hinsichtlich  des  Deh- 
nungskoefHcienten  ein  Unterschied  in  dem  gleichen  Sinne, 
wie  oben  festzustellen  war,  jedoch  beträgt  derselbe  nur 

,^2  380  000  —  2160000  ,  ^^,, 

100 2  ^--^ =  rund  100/, 

Für  die  Scheibe  B  wird  sich  der  Unterschied  voraussichtlich 
noch  kleiner  herausstellen. 


b)   Die  Scheibe  ist  durch  den  Fltlssigkeitsdruck  p  gleich- 
massig    belastet    und    am    Umfange    nach    Massgabe    der 

Fig.  15  gestützt  und  abgedichtet. 

Der  Dehnungskoefficient  a  ergiebt  sich  nach  Gleichung  16  ganz 
allgemein  weit  kleiner,  als  ihn  das  Material  thatsächlich  besitzt, 
ausserdem  im  Einzelnen  zunehmend  mit  wachsender  Flüssigkeits- 
pressung.  Beispielsweise  fand  sich  für  die  eine  Scheibe  (A  =  8,5  mm) 

für  die  Belastungsstufe  p  =  0,5  bis  1  kg  3  bis  3,5  kg 

bei  einer  Gesammtdurchbiegung    z  =  0,106  cm  0,450  cm 

1  1 

'"6  257  000  "4  434  000' 


a 


Durch  Nachdrehen  der  Muttern,  d.  h.  durch  stärkeres  Zu- 
sammenpressen von  Ober-  und  Untertheil  des  Versuchsapparates, 
sinkt  der  Dehnungskoefficient 
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für  tue  Bclastungsstufe 


Qitdarchbiegung 


8  147  000 


An  dieser  Abnahme  ist  allerdings  —  jedoch  zom  weit  ge- 
riBgeren  Theile  —  der  Einflusa  der  zunehmenden  Wölbung  be- 
theiligt. Die  Hauptursacho  aber  bildet  die  'Abdiehtungskraft,  d.  h. 
die  Kraft,  mit  welcher  die  Scheibe  durch  die  Schrauben  znni 
Zweck  der  Abdichtung  einerseits  gegen  die  Dichtnng  und  anderer- 
seits gegen  das  Widerlager  gepresst  wird,  (Vergl.  das  oben  unter 
Ziff.  2  Bemerkte.) 

Eine  stilrkere  Scheibe   (A=:  10,1  mm)  liefert 


für  die  Belastungssttifc 

bei  einer  Gesamnitdurchbiegung 


^  0,5  bis  1  kg 
=    0,090  om 


3  bis  3,5  kg 
0,365  cm 

l 1__ 

4  444000'      3  664O00' 


also  verhält nissmäasig  grössere  Werthe  des  Dehnungskoeflicienlen. 
Eine  andere  Scheibe  (A  =  8,4  nini)  ergiebt  für  die  Belastung*- 
stufe  p=0,l  bis  0,7  kg  bei  einer    Gesammtdurchbiegiing    bi?   in 
0,143  cm,  wenn  die  Schrauben  krüftig  angezogen  sind: 

1 


wenn  dieselben  allmählich  mehr  und  mehr  gelöst  werden: 


5  970000  ' 


4  920000 


und 


3  820  000  ■ 


Lösen  der  Schrauben,  d.  i.  Verminderung  der  Abdichtangskrift, 
vermehrt  demnach  a,  ergiebt  also  Zunahme  der  Durcbbieguiif, 
während  Nochziehen  der  Schrauben,  d.  i.  Vergrösserung  der  Ab- 
dichtungskraft, Verminderung  der  Durchbiegung  zur  Folge  hat. 

Ohne  in  die  Einzelheiten  der  Wirksamkeit  der  Abdichtung^ 
kraft  einzutreten,  kann  der  Einflusa  derselben  leicht  dahin  (est 
gestellt  werden,  dass  sich  die  Scheibe  nrasomehr  von  dem  Zuetandf 
des    Loseaufliegens    entfernt    und    nmsomehr    einem    anderen  siA' 
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nähert,  welcher  demjenigen  des  Eingespanntseins  ähnelt'),  je  grösser 
—  unter  sonst  gleichen  Verhältnissen  —  die  Abdichtungskraft  ist. 
Da  nun  Lösen  der  Schrauben  diese  Kraft  vermindert,  Anziehen 
derselben  sie  vermehrt,  so  kommt  Ersteres  auf  Annäherung  an 
den  Zustand  des  Loseaufliegens,  Letzteres  auf  Annäherung  an  den- 
jenigen des  Eingespanntseins  hinaus. 

Hiemach  wird  bei  derselben  Grösse  der  Abdichtungskraft  eine 
stärkere  Platte  unter  sonst  gleichen  Verhältnissen  dem  Eingespannt- 
sein  sich  weniger  nahe  befinden  als  eine  schwächere,  d.  h.  die 
stärkere  Scheibe  muss  unter  sonst  gleichen  Umständen  einen 
grösseren  Dehnungskoefficienten  ergeben  als  die  schwächere.  Das 
ergab  sich  auch  thatsächlich  für  die  10,1  mm  starke  Scheibe,  ver- 
glichen mit  der  zuerst  angeführten  8,5  mm  dicken  Scheibe. 


4.    Nüheruiigsweg  zur  ErmitUinifß  iler  Anstrengung. 

a)  Die  Scheibe,  im  Umfange  vom  Halbmesser  r  aufliegend, 
wird  durch  den   Flüssigkeitsdruck  p  über  die  Fläche  nr'^ 

belastet,  Fig.  15. 


Flg.  18. 


Entsprechend  dem  Umstände,  dass  bei  Gleichartigkeit  des 
Materials  die  Querschnitte  der  grössten  Anstrengung  durch  die  Mitte 
der  Scheibe  gehen  müssen,  werde  die  Letztere  als  ein  nach  einem 


*)  Von  einer  ToUstäDdigen  EinspannuDg   kann    natürlich    bei    der   Sachlage 
Fig.  15  nicht  die  Rede  sein. 
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Durchmesser  eingespannter  Stab  von  rechteckigem  Querschnitt, 
dessen  Breite  d  =  2  r  und  dessen  Höhe  h  ist,  aufgefasst,  Fig.  18. 
Belastet  erscheint  *  diese  Scheibenhälfte  bei  Vernachlässigung  des 
Eigengewichts : 

a)   durch  die  auf  die  Unterfläche  0,5  n  r'  wirkende  Flüssigkeits- 
pressung p,  welche  mit  Rücksicht   darauf,   dass  der  Schwer- 

punkt  der  Halbkreisfläche  um  — —  von  der  Mitte  absteht,  für 
^  on 

die  Einspannstelle  das  Moment 

4  V 
0,5  Ttr^p  '  -;: 

on 

liefert,  und 
ß)    durch  den  auf  die  Umfangslinie  nr  sich  vertheilenden  Wide^ 
lagsdruck  0,5  m^p,   welcher  als  im  Schwerpunkte  der  Halb- 
kreislinie nr  angreifend  gedacht  werden   kann,    dessen   Ab- 

2r 
stand von    der   Mitte    beträgt  und  deshalb  das  Moment 

71 

2r 

0,5  nr^p  ' 

7t 

ergiebt. 
Hieraus  folgt  das  biegende  Moment 

2  r  4  »•        1 

0,5  71  r^p  -  -    —  0,5;rr^p  ^  —  =  ,.-  i"^  p 

7t  ö  7t  iy 

und  somit  nach  Gleichung  13,  §  20,  S.  221,  da  hier 

-  —       9  »•    A'  •  -    =  -  -  2  »•  Ä' 
e        \2  2        &  ' 

unter  der  Voraussetzung,  dass  sich  das  Moment  gleichmässig  über 
den  Querschnitt  von  der  Breite  d  =  2  r  überträgt,  und  unter  Ver 
nachlässigung  des  Umstandes,  dass  senkrecht  zu  einander  stehende 
Normalspannungen  vorhanden  sind.  Thatsächlich  treflFen  diese  Vo^ 
aussetzungen  nicht  zu;  insbesondere  werden  die  nach  der  Scheiben* 
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mitte  hin  gelegenen  Elemente  des  gefährdeten  Qaerschnittes  stärker 
beansprucht  sein.  Dem  kann  dadurch  Kecbnung  getragen  werden, 
nicht  die  volle  Querschnitts  breite,  sondern  nur  ein  Theil,  etwa 

— ,  in  die  Biegungsgleichung  eingeführt  wird,  womit 


'.>(♦ 


■'/(• 


31) 


Hierin  wird  der  Grösse  |U  ganz  allgemein  der  Charakter  eines 
durch  Versuche  festzustellenden  Berichtigungskoeffi- 
nten  beizulegen  sein.  Derselbe  triigt  alsdann  nicht  blos  der 
ungleiclimSssigcn  Vertheilung  des  biegenden  Momentes  über  den 
Qnerschnitt  Rechnung  (insofern  müsate  er  grösser  als  1  sein),  son- 
dern auch  sonstigen  Verhältnisaen,  namentlich  dem  Umstände,  dass 
Geokrecht  zu  einander  wirkende  Normalspannungen  thätig  sind 
(insofern  würde  er  kleiner  als  1  zu  sein  haben).  Er  wird  sich 
femer  in  erheblichem  Masse  abhängig  erweisen  müssen  namentlich 

der  Befestignngs weise  der  Scheibe,  sowie  von  der  Grösse  der 
Kraft,  mit  welcher  deren  Anpressung  erfolgt,  von  der  Art  der 
Abdichtung,  von  der  Boachaffenheit  der  OberHSche  der  Scheibe  da, 

diese  das  Dichtungsmaterial  berührt,  nnd  da,  wo  sie  sich  mit 
ihrer  anderen  Seite  gegen  die  Auflagefläche  stützt  u.  s.  w.  Je 
grösser  die  Abdichtungskraft  ist,  um  so  kleiner  —  bis  zu  einer 
gewissen  Grenze  hin  —   wird  /*  ausfallen  müssen. 

Je  nachdem  sich  die  Auflagerung  am  Umfange  mehr  dem 
Zustande  des  Eingespanntseins  oder  demjenigen  des  Freiaufliegens 
nlüiert,  schwankt  /*  nach  dem,  was  aus  den  bis  heute  für  Guss- 
eiseo  erlangten  Versuchsergebnissen  des  Verfassers  geschlossen 
werden  darf,  zwischen  0,8  und   1,2. 
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Für  die  Durchbiegung  der  Scheibe    in    der  Mitte   liefern  die 
Gleichungen  15  (16)  und  20  (21) 


worin  der  Koefficient  ip  nach    des  Verfassers  Versuchen    zwischen 

1  3 

-^-  =  0,167  und  -p7-  =  0,6  schwankt,  je  nach  der  Befestigungsweise 

der  Scheibe   am  Rande    (vergl.  das    soeben    in    dieser   Beziehung 
über  fi  Bemerkte). 

Handelt  es  sich  um  die  Ermittlung  der  Anstrengung  von 
Scheiben,  welche  in  der  aus  Fig.  14  ersichtlichen  Weise  befestigt 
sind,  sowie  um  diejenige  von  Platten,  welche  Querschnitte  be- 
sitzen, wie  solche  in  den  Fig.  1  bis  5  dargestellt  sind,  so  ist  in 
ganz  entsprechender  Weise  vorzugehen*).  Dabei  kann  alsdann 
auch  auf  die  Biegungsanstrengung  RtLcksicht  genommen  werden, 
welche  bei  Vorhandensein  des  Hebelarmes  x,  Fig.  14,  durch  das 
Anziehen  der  Flanschenschrauben  über  diejenige  hinaus  eintritt, 
welche  von  der  Flüssigkeitspressung  herrührt  (vergl.  S.  566  u.  f.). 


b)  Die  Scheibe,  im  Umfange  vom  Halbmesser  r  lose  auf- 
liegend, in  der  Mitte  durch  eine  KraftP  belastet,  welche 
sich     gleichförmig    über    die    Kreisfläche    Trro'    vertheilt, 

Fig.  16. 

Nach  dem  unter  a)  gegebenen  Vorgange  findet  sich  für  die 
nach  einem  Durchmesser  eingespannte  Scheibe  das  Moment,  her 
rührend  von  dem  über  die  halbe  Umfangslinie  nr  sich  gleich- 
massig  vertheilenden  Widerlagsdruck  0,5  P 

2r 
0,5P.   --• 

71 

Demselben  wirkt  entgegen  das  Moment,  welches  die  über  den 
Halbkreis  0,5  tt^V  gleichmässig  vertheilte  Kraft  0,5  P  liefert,  d.  i 

')  Derart iiro  IJoij.|>io!o  linden  sieh  behandelt  in  des  Verfassers  Mii>oliiiieD- 
elenienten  ISDl  92,  6.bV2  u.  f.  (vergl.  auch  8.521  u.  f.  daselbst),  1901  ,8.  Auflage. 
S.  G8Ü  u.  f.  (vergl.  auch  l>.  702  u.  f.  daselbst). 
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0,5  Pi^. 

o  n 
Somit  das  resultirende  biegende  Moment 


A/,  =  0,5P1^— 0,5P^^»=P  -'•  (l  --^  ^M  , 


glich 


p . '1  (l  _ .2_  .»0.1  <  i  L^k' 


•raas 


er 


/•,>^-   1-3-      1,7, 


"-^m-i'^ 


.     .    33) 


Für  P  =  nr^  p  und  ro  =  r  geht  diese  Beziehung  über  in 


h>r 


V"!  • 


i.  Gleichung  31,  wie  verlangt  werden  muss. 
Ftlr  sehr  kleine  Werthe  von  ro,  d.  h.  streng  für  rQ  =  0,  ist 


^/"i-r- 


A> 


jo  unabhängig  von  r  oder  d. 

Die  Durchbiegung  bestimmt  sich  nach  Gleichung  (25)  (26)  aus 


34) 


Hierin  ist  für  klieine  Werthe  von    Vq  etwa  bis  0,1  r  hin  nach 
8  Verfassers  Versuchen 

37^ 
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/li  =  1,5    und     ip  =  0,4  bis  0,5. 

Für  grössere  Werthe  von  Vq   nehmen    beide  Koefficienten  ab, 
und  zwar  vermindert  sich  ijj  erheblich  stärker  als  fi. 


§  61.   Ebene  elliptische  Platte,  Fig.  1,  a>b. 

Bevor  in  gleicher  Weise  vorgegangen  werden    kann,   wie  in 
§  60,  ZifF.  4,    ist   hier   der  zu    erwartende  Verlauf  der  Bruchlinie 


Flg.  1. 


festzustellen,  d.  h.  zu  untersuchen,  ob  der  Querschnitt  der  grössten 
Anstrengung  in  die  Richtung  der  grossen  oder  der  kleinen 
Achse  fällt. 

Zu  diesem  Zwecke  denken  wir  uns  in  Richtung  der  grossen 
Achse  a  und  sodann  auch  in  Richtung  der  kleinen  Achse  h  je 
einen  (im  Vergleich  zu  a  und  h)  sehr  schmalen  Streifen  von  der 
Breite  1,  der  Länge  a,  bezw.  i,  herausgeschnitten  und  zu  einem 
rechtwinkligen  Streifenkreuz  vereinigt,  wie  in  Fig.  1  gestrichelt 
angegeben  ist.  In  der  Mitte  des  Kreuzes  wirke  eine  Last  ?• 
Dieselbe  wird  sich  alsdann  auf  die  vier  Widerlager  an  den  Enden 
der  Streifen  derart  vertheilen,  dass  diese  in  der  Mitte  sich  wn 
gleichviel  durchbiegen.     Bezeichnet 

W^  die  Widerlagskraft  je    an    den    beiden  Enden    des  Streifens 

von  der  Länge  er, 
W^^  die  Widerlagskraft  je    an    den    beiden  Enden    des  Streifens 

von  der  Länge  6, 

so  entfällt  von  der  Belastung  P  auf  die  Mitte  des  Streifens  von 
der  Länge  a  die  Kraft  2  W^  und  auf  diejenige  des  Streifens  von 
der  Länge  h  die  Kraft  2  W^. 
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Die  Durchbiegung  der  Mitte  eines  an  den  Enden  im  Ab- 
stände /  frei  aufliegenden  und  in  der  Mitte  durch  eine  Kraft  S 
belasteten  Stabes,  dessen  in  Betracht  kommendes  Trägheitsmoment 
O  ist,  beträgt  nach  Gleichung  14,  §  18 

a     P 
demnach  die  Darchbiegung  y'    des  Streifens  von  der  Länge  a 


y'  =2  W^-^ 


a     a^ 


48 


und  diejenige  des  Streifens  von  der  Länge  b 


Wegen 


wird 


d.h. 


Va^Vb 


a  6       ' 


W,         a^ 


W  A» 

a 


1) 


Die  grösste  Materialanstrengung  a^  in  der  Mitte  des  a  langen 
Streifens  ergiebt  sich  bei  Vernachlässigung  des  Zusammenhanges 
mit  dem  anderen  Streifen  unter  Beachtung  der  Gleichung  7,  §  18,  aus 

^a  2         6     « 

zu 


a    /^2 


und  in  gleicher  Weise  diejenige  des  b  langen  Streifens  zu 
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<^.  =  ^w,-^ 


Folglich  mit  Rücksicht  auf  Gleichung  1 


oder 


W,b 


(S.  =  (f. 


a 


.    2) 


Da  a>hy  so  ist 


beispielsweise 


für    a  =  2  6 


^a> 


(T.  =(T. 


'2  6\3 


=  4(7/, 


a  =  3  6 


*»  =  *« 


3  6' 


9  ff» 

a 


Wir  erkennen  —  für  das  Streifenkreuz  — ,  dass  die 
am  meisten  gespannten  Fasern  in  Richtung  der  kleinen 
Achse  eine  im  quadratischen  Verhältnisse  der  Achslängen 
stärkere  Normalspannung  erfahren,  als  diejenigen  in 
Richtung  der  grossen  Achse,  und  schliessen  hieraus,  das? 
die  Bruchlinie  in  der  Richtung  der  grossen  Achse  ver- 
laufen muss. 

Dementsprechend  ist  die  elliptische  Platte  so  einzuspannen, 
dass  die  grosse  Achse  a  die   Breite   des  Befestigungsquerschnittes 

bildet  0. 


^)  Wie  oben  bemerkt,  erfolgt  das  Heniusschneiden  zweier  Streifen  zu  <!«» 
Zwecke  der  Gewinnung  eines  Urtheils  darüber,  ob  in  der  Mitte  der  Platte  ^ 
grr)>ste  Anstrengung  in  der  Richtung  der  grossen  oder  der  kleinen  Achse  dtf 
Ellipse  auftritt.  Diese  Methode,  welche  natürlich  keinen  Anspruch  darauf  erbfl* 
kann,  genau  und  einwandfrei  zu  sein,  setzt  in  erster  Linie  voraus,  dass  die  Fot«* 
iiuderung,    welche    den    herausgeschnittenen    Streifen    unterstellt    winl,    mit  la*" 


§  61.   Ehene  elliptische  Phttö.  533 

1)  Die  elliptische  Platte,  welche  im  Umfange,  bestimmt 
3arch  die  grosse  Achse  a  nnd  die  kleine  Achse  6,  aufli'egt, 
wird  durch  den  Flüssigkeitsdruck  p  über  die  Fläche-^ai 
belastet. 

Auf  dem  in  §  60,  Ziff.  4  beschritlenen  Wege  (vergl.  Fig.  18 
daselbst)  wird  das  biegende  Moment  M^  erhalten  als  Unterschied 
swischen  dem  Moment  M^,  welches  die  von  der  stützenden  Halh- 
ellipse  (Widerlager)  auf  die  Platte  ausgeübten  Kräfte,  die  Üm- 
fangskräftc.  liefern,  und  demjenigen  Moment,  welches  der  Flössig- 
keitsdruck  ergiebt,  d.  i. 


1 


;6'« 


Die  Bestimmung  von  M^  ist  hier  jedoch  weniger  einfach  als 
dort.  Bei  der  kreisförmigen  Scheibe  durfte  ohne  Weiteres  gleich- 
inässige  Vertheilung  des  Widerlagsdruckes  über  den  Kreisurafang 
angenommen,  d,  h.  vorausgesetzt  werden,  dass  jede  Längeneinheit 
des  Umfanges  jid  von  dem  Widerlager  die  gleiche  Pressung  er- 
fahrt. Bei  der  elliptischen  Platte  ist  diese  Annahme  nicht  zulässig; 
1  nach  Gleichung  1  nimmt  der  Widerlagsdruck  von  den  End- 
|iankten  der  grossen  Achse,  woselbst  er  durch  PP  gemessen  wird, 
sach  den  Endpunkten  der  kleinen  Achse  hin  zu  und  zwar  im  um- 
gekehrten   kabischen  Verhältniss  der  Achslängen'),    wenn   das  für 


Anaälierung  lierjemjieD  eolspriclil,  welche  die  Streifen  in  der  Platte 
erUirso,  mindesteiis  hinsichtlich  der  Fonn  &n  sich.  Vergl.  hiember  auch  3.  Äuf- 
hga  diesea  Buche«  S.  541  u.  f. 

Das  ganze  Verfahren  halt  Verfasser,  wie  er  schon  vor  reichlich  einem  Jahr- 
t  «Dsgeitprocfaen  bat,  nur  für  zulässig,  weil  der  Venmch  nebenhergeht  nnd 
BerichligQDgskoefficient  /i  auf  Grund  von  VoTBUcbsergebnisaen  bestimmt 
«M,  und  weil  man  auf  anderem  We;re  in  genügend  einfacher  Weise  nicht  Enm 
3«le  gelangt  —  wenigstens  ist  dies  dem  VorfiLSser  bisher  nicht  gelungen  —  und 
wknsnwils  das  vurliegendo  praktische  B<^dürfniss  .Iringend  Befrio- 
ignng  verlangt.  Kr  würde  es  mir  begrüssen  können,  wenn  Tnn  underer  .Seile 
'oUkomnienereti  ausfindig  gemacht  wird. 

')  Diese  Verftnderlichkeit,  welche   beispielsweise   bei  dem  Achsen verhältniss 
ii'=S:i  noch  Gleichung  1  <lurch  din  Zalilnn 
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das  Streifenkreuz  Gefundene  auf  die  elliptische  Platte  übertragen 
wird.  Mit  welcher  Annäherung  dies  zulässig  ist,  muss  zunächst 
dahingestellt  bleiben').  Da  wo  der  R rflm m un geh albm esse r  der 
Ellipse  am  kleinsten  ist,  besitzt  auch  der  Widerlagsdruck  seinen 
geringsten  Werth;  da  wo  jener  seinen  Grösstwerth  erreicht,  weisl 
auch  dieser  denselben  auf. 


Der    Krümmungshalbmesser    der 
Scheitel  der  grossen  Achse 


Ellipse    ist    bekanntlich 


im  Scheitel  der  kleinen  Actso 


d.  i.  aber  dasselbe  Verhfiltniss,  in  welchem  nach  Gleichung  1  dfe'' 
Grössen  W,^  und  W^^  zu  einander  stehen.  Es  darf  daher  aoi^e' 
sprochen  werden,  dass  sich  W^  nnd  W^  wie  die  zugehörigen 
Krümmungshalbmesser  verhalten.  Je  mehr  o  von  l  t^ 
weicht,  um  so  ungleichförmiger  vertheiU  sich  der  FlUssigkeitsdmck 
über  das  Widerlager. 

Zur  Feststellung  des  Momentes  M^,  welches  dieser  verttnder 
liehe  Widerlagsdruck  in  Bezug  auf  den  Befestiguiigsqnerschnitt  der 

3':  9' =27:8 

gemessen  wird  derart,  dass  die  Presaiuii;,  mit  welelier  die  elliptische  PiaU*  m 
Soheitel  dar  kleinen  Äclise  gegen  dsd  Widerlager  drückt,  -27 : 8  mal  =  3,87B  mI 
grosser  ist  &la  diejenige  im  Scheitel  der  grosaeo  Aelise,  bedingt  eine  aaglcicn- 

durcli  welche  etwa  die  PUite  ab  VerschlaBsdeckal  befestigl  isl.  An  der  E^ 
kenntnisü,  dass  eine  solche  üngleichm&jiügkeit  stattfindet,  iodcrt  eich  llic)lt^ 
wenn  auch  die  fSr  dus  Streifenkreiiü  ermiltelto  Gesetzmäßigkeit  der  VerthoiiMJ 
des  Widerlagsdriicks  nur  mit  ein-or  mehr  oder  minder  beBchränkten  AnnSheraBg 
nuf  die  elliptische  Platte  übertragen  norden  kaon.  Der  Grad  der  .Aunlhemi^ 
oder  Abweichung  beelnllusst  nur  das  Ma«s  der  L'ngleichmässigkeit. 

')  Der  S.  588  in  die  Rechnung  eintretende,  aus  unmittelbaren  Bicglmg«l^ 
Bnchcn  mit.  elliptigchen  Plntten  xu  erniiltclndu  Bfrii.'hiigiingskoeffi«ient  fi  hat  Aa 
Abweichung  lleclmung  zu  tingen. 
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elliptischen  Platte  liefert,  werde  die  Ellipse  auf  ein  rechtwinkliges 
Koordinatensystem  bezogen,  dessen  Ursprung  im  Mittelpunkt  der 
Ellipse  liegt,  dessen  ^- Achse  in  die  grosse  Achse  und  dessen 
y-Achse  in  die  kleine  Achse  fällt.  Für  einen  beliebigen,  durch  x 
und  y  bestimmten  Punkt  der  Ellipse  sei  das  zugehörige  Kurven- 
element mit  d9  bezeichnet.  Der  auf  dasselbe  wirkende  Widerlags- 
druck betrage   W  da.     Dann  ist 

hK  =  SyWdB, 

wobei  die  Integration  sich  auf  die  halbe  Ellipse  zu  erstrecken  hat. 
Aus  der  Gleichung  der  Ellipse 


folgt,  sofern  noch 


a    . 


gesetzt  wird, 


*    J  la\^ 


,2 


^=«  r  ¥  -^=  2''°'V' 


dy  b  X b^ 

—  X* 


■'.-f+M^"=p+[i]\'f^{i-''-f\ 


Nach  Einfuhrung  von 


=  n^  =  1  — 


a'  \  a 


586  Plattenformige  Köq)er. 

ergiebt  sich 


ds 


—  «     / 


und 


y  d^  =  —T-  y  1  —  n*  sin^  (p  .  cos  g>  dif. 


Hinsichtlich  der  Veränderlichkeit  des  Widerlagsdruck  es  W 
fanden  wir  oben  für  die  zwei  Grenzwerthe  W^  (in  den  Scheiteln 
der  grossen  Achse)  und  W^  (in  den  Scheiteln  der  kleinen  Achse), 
dass  sie  sich  verhalten  wie  die  zugehörigen  Krümmungshalbmesser. 
Mit  Rücksicht  hierauf  werde  angenommen,  dass  W  in  dem  be- 
liebigen Punkte  X,  y  proportional  dem  Krümmungshalbmesser  q  an 
dieser  Stelle  sei,  d.  h. 


W  =  W.-^  =  W.     ^ 


'    Q,  '   «^ 


26 


Da 


J_lAt 


SO  findet  sich  mit 


du  b 


<Py 

da? 

cPi, 

26       1 

dx' 

a*    cos'y 

die  absolute  Grösse  des  Krümmungshalbmessers  zu 

_ . g . . - 


3 


3 


2^]'  1  "       ^     sm>  =  - -y  1  — n'sm^g). 
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Für 


c? 


j:  =  0,  d.  i.  y  =  0,     wird     q  =  ^6=  ^y  » 


2'         ^        2'  ^-     ^«       2a' 


wie  oben  bereits  bemerkt. 
Hiermit 


3 


W  =  W,   y  =  W;|/l-»»sinV, 


2b 


and  infolgedessen  für  die  halbe  Ellipse 


M^=  \yWds  =  2-^  wj  *(1  -n'sin»*co8ydy 


'^•»'.(•-T-T- 


Der  Werth  W^  bestimmt  sich  aus  der  Erwägung,  dass  die 
Kraft,  welche  die  unter  der  Pressung  p  stehende  Flüssigkeit  auf 
die  Hälfte  der  elliptischen  Platte  ausiLbt,  d.  i. 

nab 

gleich  sein  muss  der  Summe  der  Widerlagskräfte  für  die  halbe 
Ellipse,  sofern  von  dem  Einflüsse  des  Eigengewichts  abgesehen 
wird  und  andere^  den  Widerlagsdruck  beeinflussende  Kräfte  nicht 
vorhanden  sind,  d.  h. 
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^p  =  f  W-'  rf*  =  2  I  W,  f  *(1  -«' sin»  y)Vy 


O 


TT 


.,^3„, 


=  2-«ir^(i--+-8«M, 


ZU 


»n  =  -4P 


1— n'-t-g-n* 


Die  EinfÜbrang  dieses  Wertlies  in  die  Gleichung  für  M^  liefert 


ab' 


1  — 


n' 


Af  =  — , 


-5" 


8 


1  — n»-l- 


8  +  4--     -+-3    - 


8 


n' 


2 


a 
a 


-h3   - 


a  I 
a 


Hiermit  ergiebt  eich  nnn  die  Biegungsgleichong  in  Bezng  aaf 
den  a  breiten  und  h  hohen  Querschnitt  der  elliptischen  Platte  bei 
Einführung    des    Berichtigungskoefficienten  [i    (vergl.  §  60,  Ziff.  i} 


M.  =  - 


aö^  \  a 

a 


b 
a 
l 
a 


nab         26  1    ,     a  ,o 

8      ^   Sit        6    '  ß 


woraus 


oder 


1 
9-^ 


3,4  4-1,2 


b 

a 
~b 
a 


—  0,6' 


3 


a 


a 


-p 


6  ^2 


^  *  1/2. 


3,4 


1,2 


3h-2 


a 
b 
a 


i> 


0,6 


3 


a 
b 
a 


P 


.      0 
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Für  a  =  b  =  d  gehen  diese  Ausdrücke  über  in 


^^j-^jV,     bezw.      h>^d-^i*^ 


d.  s.,    wie  nothwendig,    die    Gleichungen  31,  §  60   für   die    kreis- 
förmige Scheibe. 

Mit  Annähemng  werde  gesetzt 


b  V  I  b  ^^ 

3,4 -f- 1,2  (—   —  0,6' 


a 


a 


3+21AIV3'*" 


l-H 


a 


a 


iW 


infolgedessen 


K^-w  f* 


1^ 
2 


1  + 


a 


oder 


•     • 


A>y6 


2fA  p 


1-+- 


a 


.    4) 


Für  den  bei  Mannlochverschlüssen  üblichen  Werth  a=c^  1,5  6 
liefern  die  Gleichungen  3 


6r_ 


j  3,4+1,2      -g-- 

F'* 4 

3  +  2^  + 


16 

81 


p=0,425|.*l^)'p 


bezw. 


A>0,65  6y 


P 
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die  Gleichungen  4 


bezw. 


h>0,b9bf  n-^- 


K 

Demnach  ergiebt  sieb  im  vorliegenden  Falle  die  Wandstärke 
unter  Benutzung  der  Gleichung  4  um 

100  0>65-0,59   _     ,. 
^^  Ci;65         ~^" 

geringer,  als  Gleichung  3  liefert. 

Der  Berichtigungskoefficient  /i*  liegt  nach  Versuchen  des  Ver- 

2  9 

fassers  etwa  zwischen    -ö-  =  0,67  und  -^=1,12,  je  nachdem  sich 

die    Auflagerung   am    Umfange    mehr    dem    Zustande    des   EiDge- 
spanntseins  oder  demjenigen  des  Freiaufliegens  nähert. 


b)    Die  elliptische  Platte,    wie    unter    a),    jedoch  lose  auf- 
liegend und  nur  in  der  Mitte  mit  der  Kraft  P  belastet. 

Unter    a)    fand  sich  für  das  Moment  der  am  stützenden  Um- 
fange der  Platte  thätigen  Widerlagskräfte 

worin  bedeutet 

und  worin  W^,  die  auf  die  Längeneinheit  der  elliptischen  Stütz- 
linie bezogene  Widerlagskraft  im  Scheitel  der  kleinen  Achse,  hier 
bestimmt  ist  durch  die  Gleichung 
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P 

2 


==  f  VTrf«  =  2  -g  W;  r  (1  —  «'  sin'  <p)=  d<f 


0 


=  -2-a»^dl-«»H-|-«*), 


beträgt 


T^,  = , 


TT  all  —  n*-f--^n*' 


Die  Einsetzung  dieses  Werthes  in  die  Gleichung  für  M^,  die 
der  Voraussetzung,  dass  die  belastende  Kraft  sich  nur  auf 
sehr  kleine  Fläche  in  der  Mitte  der  Platte  vertheilt*),  auch 
izeitig  mit  Annäherung  das  biegende  Moment  liefert,  fuhrt 
nn  zu 


J-P 

2n 


'-j 


n- 


1 


n^ 


1— n'-f- 


3 

8 


n' 


6    jiA 


^*6-^":r*S 


IS 


K  >  4- 

*=  bn 


4     - 


A> 


8 
bn 


8 


M 


a 
a 


a 


2  -    + 


a 


a 
b}* 

a 


-1-3   - 


b    P 
ä  h* 


bV 

al    b    P 


3-H2   -    -^3   — 


a 


a 


5) 


)  Erscheint  diese  Voraus8etziing  nicht  genügend  erfüllt,  so  ist  die  Grösse 
fiche,  über  welclie  sich  P  vei*theilt,  in's  Auge  zu  fiisseu  und  so  vorzugehen, 
eu  in  §  CO,  Ziff.  4,  I)  gcsclu^licii. 
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Hierin  ist  nach  den  Ergebnissen  der  Versuche  des  Verfassers 


3  5 

/i  =  Y  =  1,5  bis  y  =  1,67 


zu  setzen. 

Mit  b  =  a  ergiebt  sich  aus  Gleichung  5 


3      P 


^^-n^'h^' 


übereinstimmend  mit  Gleichung  33,  §  60,  wenn  Tq  =  0  gesetzt  wird. 


§  62.  Ebene  quadratische  Platte,  Seitenlänge  a. 

Wie  in  §  61,  so  muss  auch  hier  zunächst  die  zu  erwartende 
Linie  der  grössten  Anstrengung  (Bruchlinie)  festgestellt  werden. 
Diesem  Zwecke  dient  die  folgende  Betrachtung. 

Um  den  Mittelpunkt  M  der  noch  unbelasteten  Platte  werde  auf 
derjenigen  Plattenfläche,  deren  Fasern  gezogen  werden,  ein  kleines 
Quadrat,    Fig.   1,    gezeichnet,    dessen    Seiten    BAB    parallel   den 


X  I 


\5n       a    ÖL 


Seiten  der  Platte  laufen.  Unter  Einwirkung  der  Belastung  nehmen 
die  Strecken  MA  die  Länge  MAi  (übertrieben  und  ohne  genaueres 
Eingehen  auf  den  Verlauf  der  Formänderung  gezeichnet)  an,  ver- 
grössern  sich  also  um  AA^,  Die  Strecken  AB  dehnen  sich  als 
ausserhalb  der  Mitte  gelegen,    woselbst    die  Dehnung  am  grössten 


.   Ebene  qnadratuche  Pliil 
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ist,  etwas  weniger,  etwa  so,  dass  die  Pnokte  B  nach  Bi  rücken. 
Dabei  geht  dann  das  nrsprän gliche  Quadrat  in  die  Fignr 
AiBiAtBtAiBiA^Bi  mit  gekrQmmten  Seiten  BiA,Bi  über. 

£3  beträgt  nan  die  verhältnissmässige  Dehnang  in  Richtnng 
von  MA 

_AA^ 

MA  " 

Ihr  gleich  erweist  sich  in  dem  kleinen  (rechts  unten  gelegenen) 
Vierseit  MAAiBiA^A,  in  welches  das  Qaadrat  MABA  über- 
gegangen ist,  nur  die  Dehnung  in  der  Richtung  AiA^.  Dieselbe 
wird  gemessen  dorcb 

Ä^,  —  A~A_  2(Xli/0,5)  _  Ali, 
AA         ~      MA  V2      ~  MÄ 

Die  Dehnungen  nach  allen  übrigen  Richtungen  sind  kleiner, 
wie  eine  einfache  Betrachtung  sämmtlicher,  im  ursprünglichen 
Quadrate  MABA  beim  Uebergange  in  das  Vierseit  MAxBxA^  ein- 


£ 

r~\ 

~~-f~^ 

>'■- 

\A 

"" 

"■t\ 

11 

1= 

1 

-   \ 

^r.^ 

~T  1 

] 

X 

■■„1 

VQl-Tj 

-- 

Ef-y 

1  -'C  t 

L- 

"-1 

JjA 

getretenen  LängenäDderungen  ohne  Weiteres  erkennen  lässt.  Dem- 
nach tritt  die  grösste  Anstrengung  ansscrhalb  des  Punktes  M 
öur    in   der  Richtung  AA   oder  A^A,  ein,    d.  h.  der  Verlauf 


5M 
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der  Brnchlinie  wird  von  der  Mitte  aus  nach  der  Richtung 
der  Diagonale  zu  erwarten  sein. 

Xoch  deutlicher  tritt  das  hervor,  wenn  auf  der  bezeichneten 
Seite  der  Platte  ein  Quadratnetz  gezeichnet  wird,  wie  in  Fig.  2 
gestrichelt  angedeutet  ist.  Durch  die  Belastung  werden  diese  ur- 
sprünglich geraden  Netzlinien  in  Kurven  übergeben,  ungef^r  wie 
in  Fig.  2  übertrieben  gezeichnet.  Dass  die  Dehnungen  senkrecht 
zur  Diagonale  am  grössten  sind,  somit  die  Bruchlinie  nach  dieser 
verlaufen  wird,  dürfte  die  Abbildung  deutlich  zeigen. 


a)    Die    quadratische  Platte,    am  Umfange  4a  aufliegend, 
wird  durch   den  Flüssigkeitsdruck  p    über    die  Fläche  a* 

belastet. 

Mit  Rücksicht  auf  das  Erörterte  werde  die  quadratische  Platte 
nach  Massgabe  der  Fig.  3  eingespannt. 


r 


Flg.  3. 


Das  biegende  Moment  3/^  ergiebt   sich    alsdann    aus   der  Er- 
wägung, 

dass  auf  jede  der  vier  Quadratseiten  eine  resultirende  Widerlags- 
1 
4 


kraft    t  a-  p  wirkt,  deren  Angriffspunkt  in  der  Seitenmitte,  also  im 


1 


1 


Abstände        a  V  -    vom  Einspannungsquerschnitt  anzunehmen  ist, 

dass    es    sich  für  den   Letzteren  um  zwei  solche   Quadrateeiten 
bandelt,    demnach    um    ein   Moment  der  Widerlagskräfte  von  der 


[ 
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dass  der  Flussigkeitsdrack  auf  die  von  der  Diagonale  begrenzte 
Qnadrathälfte  -^a^p  beträgt  und  im  Schwerpunkte,    d.  i.  im  Ab- 

Stande  -^  a  V  jT  ^o™  Einspannungsquerschnitt  angreift. 
Hiermit  folgt 


M. 


und  demnach  die  Biegungsgleichung   für   den  a  V2  breiten   und  h 
hohen  Querschnitt 


woraus 


oder 


1     lay 


^«y^i 


1) 


Hierin  ist  nach  Versuchen  des  Verfassers 


lt  =  --=0,lb    bis    |-  =  1,12 

4  o 


2u  setzen,  je  nachdem  sich  die  Auflagerung  am  Umfange  mehr 
dem  Zustande  des  Eingespanntseins  oder  demjenigen  des  Freiauf- 
liegens  nähert. 


38' 


596 


Plattenf5nnige  Körper. 


b)  Die  quadratische  Platte,  wie  unter  a),   jedoch  lose  auf- 
liegend und  nur  in  der  Mitte  durch  eine  Kraft  P  belastet. 

Auf  dem  Wege  wie  unter  a)  findet  sich 


woraus 


oder 


2    2  "  '    2  =  »  6      /*        ' 


t«y4 


Ä\  >  -T-  /* 


^\i'<'T. 


2) 


Für  den  Berichtigungskoefficienten    ist    zu    setzen    (Versuche  des 
Verfassers) : 

|ii  =  ^=l,75  bis  2. 


§  63.   Ebene  rechteckige  Platten,  Fig.  1,  a  >  b. 

a)  Die  rechteckige  Platte,  welche  im  Umfange  2{a-]rh\ 
bestimmt  durch  die  lange  Seite  a  und  die  kurze  Seite  h, 
aufliegt,     ist     durch    den    Flüssigkeitsdruck    p    über  die 

Fläche  ab  belastet. 

Die  in  §  61  für  die  elliptische  Platte  angestellte  Betrachtung, 
welche  zu  der  Erkenntniss  führte,  dass  die  grösste  Anstrengung 
für  den  Mittelpunkt  derselben  in  Richtung  der  kleinen  Achse  statt- 
findet, kann  ohne  VS^eiteres  auch  auf  die  rechteckige  Platte  über- 
tragen werden.  Sie  ergiebt,  dass  für  den  Mittelpunkt  der  Letz- 
teren die  grösste  Inanspruchnahme  in  Richtung  der  kleinen  Seite 
statthat  und  dass  infolgedessen  in  der  Mitte  die  Bruchlinie  in 
Richtung  der  langen  Seite  verlaufen  wird.     Nach  aussen  hin  wird 


§  63.   Ebene  rechteckige  Platten.  597 

sie  jedoch,  wie  aus  dem  in  §  62  Erörterten  zu  schliessen  ist  (vergl. 
auch  Fig.  2,  §  62),  die  Neigung  haben  müssen,  in  die  Diagonale 
einzubiegen,  etwa  nach  Fig.  1.  Die  Wahl  unter  den  Diagonalen 
dürfte  hierbei  von  Ungleichheiten  im  Material  oder  in  der  Stutzung 
der  Platte  wesentlich  beeinflusst  werden. 

Unter  diesen  Umständen  begegnet  die  zutreffende  Annahme 
des  Bruchquerschnitts  erheblicher  Unsicherheit.  In  Erwägung  des 
für  die  Entwicklungen  dieses  Paragraphen  allgemein  gemachten 
und  durch  Einführung  des  Berichtigungskoefficienten  fA  auch 
rechnerisch  zum  Ausdruck  gebrachten  Vorbehaltes,  die  erhaltenen 
Gleichungen  durch  Versuche  hinsichtlich  ihrer  Zuverlässigkeit  zu 
prüfen,  sowie  in  Anbetracht  der  Nothwendigkeit,  die  praktisch 
wichtige  Aufgabe  mit  einfachen  Mitteln  der  Lösung  zuzuführen, 
entschliessen    wir    uns    für    die    Einspannung    nach  der  Diagonale 


Flg.  1. 


BMB  mit  der  Massgabe,   nur  das  für  diesen  Querschnitt  sich  er- 
gebende biegende  Moment  in  Rechnung  zu  stellen. 

Der  gesammte  Flüssigkeitsdruck  abp  vertheilt  sich  aller- 
dings nicht  gleichförmig  über  die  Seiten  a,  bezw.  b\  vielmehr  wird 
der  Auflagerdruck  in  der  Mitte  der  Seiten  am  grössten  sein  und 
nach  den  Eckpunkten  des  Rechtecks  hin  abnehmen.  Jedenfalls 
aber  darf  davon  ausgegangen  werden,  dass  für  jede  Seite  der 
resultirende  Widerlagsdruck  durch  die  Mitte  derselben  geht, 
also  um 


a 


2  Va'+b^ 

von    dem    Einspannungsquerschnitt    absteht.     So    ergiebt  sich   das 
biegende  Moment 
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„         1      .        i  a  1     .        1  .         a  \        a?b* 

M.=  —  abp  . — abp  .  — b  = -ti. 

*       2  2  Ka»-t-A»        2  3     K^H^Ä«        12  Ka»-l-6' 


und  hiermit  die  Biegongsgleichung  für  den  Va*  -\-  b'    breiten   und 
h  hohen  Qaerschnitt 


1       o»6»  ,    1  Va'-hb*  ,, 

—  r, P'^K Aj 


oder 


1 


1  + 


b  \«  ir  P' 


a 


^Vt 


2jiA 


a 


•      • 


1) 


Mit  b  =  a  ergiebt  sich 


^■.>|/*(lip 


oder 


»af  ]/.-»;-, 


wie  in  §  62  für  die  quadratische  Platte  gefunden  worden  ist. 


b)    Die  rechteckige  Platte,    wie  unter  a),   jedoch  am  Um- 
fange lose  aufliegend    und    nur    in   der  Mitte   durch  eine 

Kraft  P  belastet. 

Auf  dem  unter  a)  beschrittenen  Weg  findet  sich 


P     b  a 

2      2   J/oM^s 


woraus 
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3  1         P 


**^2'*    a         b    A»  ' 


a 


ier 


A> 


M 


a         b     k^ 


b         a 


2) 


Hieraus  folgen  die  Gleichungen  2,  §  62,  wenn  b=a  gesetzt  wird. 


§  64.   Yersachsergebnisse. 

Die  in  der  Einleitung  zu  diesem  Abschnitt  erörterte  Sachlage 
erlangte  dringend  die  Anstellung  von  Versuchen  über  die  Wider- 
andsfkhigkeit  plattenförmiger  Körper.  Infolgedessen  unterzog 
ch  Verfasser  dieser  Aufgabe  und  führte  1889/90  nach  Kon- 
ruktion  der  erforderlichen  Versuchseinrichtungen  —  solche  lagen 
isher  nicht  vor  —  eine  grosse  Anzahl  von  Versuchen  mit  Platten 
an  Flussstahlblech  und  Gusseisen  durch.  Ueber  dieselben  ist  in 
essen  Schrift:  „Versuche  über  die  Widerstandsfähigkeit  ebener 
latten",  Berlin  1890,  berichtet»). 

'}  ErgäDzuDgen  hierzu  fmden  sich  iu  des  Verfassers  Arbeiten:  ^ Versuche 
)er  die  Widerstandsfähigkeit  der  Wasserkammerplatten  von  Wasserrohren- 
•sseln**  (Versuche  über  die  Widerstandsfähigkeit  von  Kesselwandungen,  Heft  1, 
erlin    1893,    oder    auch    Zeitschrift    des    Vereines    deutscher   Ingenieure    1893, 

•189  u.  f.,  S.  526  u.  f.),  »Berechnung  von  Schieberkastendeckeln*  u.  s.  w. 
Votokoll  der  21.  Delegirten-  und  Ingenieur-Versammlung  des  internationalen 
erbandes  der  Dampfkessel-Ueberwachungsvereine  zu  Nürnberg  1892,  S.  84  u.  f., 
Ier  auch  Zeitschrift  dieses  Verbandes  1893,  Berlin  und  Breslau,  S.  1  u.  f.; 
eser  Vortrag  liefert  gleichzeitig  einen  Beitrag  zur  Beurtheilung  des  Grades 
ir  Verantwortlichkeit,  die  den  einzelnen  Ingenieur,  dessen  Konstruktionen  in- 
Ige  QDgenügender  Widerstandsfähigkeit  ebener  Wandungen  zu  einem  Unfälle 
ifuhrt    haben,    thatsächlich    trifft),    „Maschineneleraeute**    1891/92   (S.  512  u.  f., 

521  u.  f.,  1901  (8.  Aufl.),  S.  681  u.  f.,  S.  702  u.  f.),  „Die  Berechnung  flacher 
irch  Anker-  oder  St«hboIzen  unterstützter  Kesselwandungen,  und  die  Ergebnisse 
jr  neuesten  hierauf  bezüglichen  Versuche"  (Versuche  über  die  Widerstandsfähig- 
iit  von  Kessel  Wandungen,  Heft  2,  Berlin  1894,  oder  auch  Zeitschrift  des  Vereines 
mtscher  Ingenieure  1894,  S.  341  u.  f.,  S.  373  u.  f.),  ^Untersuchungen  über  die 
ormänderungen  und  die  Anstrengung  flacher  Boden"  (Versuche  über  die  Witler- 
andsfähigkeit  von  Kesselwandungen,  Heft  3,  Berlin  1897,  oder  auch  Zeitschrift 
is  Vereines  deutscher  Ingenieure  1897,  S.  1157  u.  f.,  S.  1191  u.  f.,  S.  1218  u.  f.), 
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Insoweit  es  sich  bei  denselben  um  Scheiben  von  Flui 
blech  handelt,  ist  das  Wichtigste  aus  den  Ergebnissen  in  §  60, 
Ziff.  3  hervorgehoben,  sodass  hier  auszugsweise  nur  noch  der  E^ 
gebnisse  zu  gedenken  sein  wird,  welche  mit  gusseisemen  Platten 
erzielt  worden  sind.  Hinsichtlich  der  Einzelheilen  darf  auf  die 
erwähnte  Schrift  sowie  auf  die  in  der  Fussbemerknng  bezeichnelen 
Arbeiten  verwiesen  werden.  ^^ 


1.    Vei'lauf  tter  BfucMtHie.     Sotiatigea  TerhaUoH.         ^^| 
In   Bezug    auf   den    zu    erwartenden   Verlauf   der    Bruch ünie 
wurden   in    den    vorhergehenden  Paragraphen    (§  60,  Ziff.  4,  §  61, 

§  G2  und  §  63)  gewisse  Betrachtungen  angestellt,  welche  daza 
führten,  anzunehmen,  dass  diese  Linie  verlaufen  werde 

1 .  bei  der  kreisförmigen  Scheibe  ungelllhr  nach  einem  Durchmesser, 

2.  -       -    elliptischen  Platte  ungefähr  in  Richtung  der  grossen  Achse, 

3.  -       ■    quadratischen  ■  .  -  .  -    Diagonale, 

4.  -       -    rechteckigen   -  -        nach  Masagabe  der  Fig.  I,  §63. 
Ueber  den  thatsächlich  en  Verlauf  der  Bruchlinien    geben   ii» 

Fig.  1  bis  9  im  Text  und  Fig.  10  auf  Taf  XVII  Auskunft. 

Fig.  1  zeigt  die  Bruchlinie  einer  gusseisernen  Scheibe  von 
12  mm  Stärke  (immer  auf  der  Seite  der  gezogenen  Fasern).  Ändei» 
Scheiben  von  derselben  Stärke  weisen  ähnliche  Bruchlinien  attf. 
Die  Scheibe  ruht  während  des  Versuchs  auf  einem  Dichtungsring 
von  weichem  Kupfer  (etwa  8  mm  stark)  und  stützt  sich  oben  gegen 
eine  2,5  mm  breite  Ringtifiche  von  dem  gleichen  mittleren  Durch- 
messer, wie  der  Kupferring,  nämlich  5tX)  mm.  Die  Freffion^ 
zwischen  der  Scheibe  nnd  dem  Kupferring  muss  natürlich  so  gnM 
sein,  dass  die  Abdichtung  gesichert  ist. 

^ Unters Dchaugen  &ber  die  Formönderuiigen  und  die  Anslrengung  gewülbttr 
Buden"  (Veraache  ober  die  Widers  tun  dstahigkeit  von  Kessel  wand  iingeu,  HeftSi 
oder  auch  Zeitschrift  des  Vereines  deutscher  Ingenieure  1899,  S.  1685  ii,  f.).  IM 
grösate  Tbeil  der  aagefübrten  Arbeiten  findet  sich  auch  in  des  Vorfussc»  ..Ab- 
handlungen und  Berichte"  1897. 

Hiermit  verwandte  Aufgaben  behandelt  VeifsHBer  in  den  Arbeiten;  .Vtf* 
Buche  über  Fl  an  sehen  Verbindungen''  (Zeitschrift  des  Vereines  deulsclier  IngeDienn 
1899,  S.  331  u.  f.,  S.  346  u.  f.,  oder  Versuche  über  die  Widerstand slithigkeit  IM 
Kessel  Wandungen,  Heft  4)  und  „tinliülo  an  Danpfgeßsseo  und  die  BeanspradiiUK 
der  Cjlinderwandungea  solcher  Gef&sse  auf  Biegnng  durch  die  FlanscfaeDTeriii^ 
düng"  (Zeitschrift  des  Bajerischca  Dampf kessel-Revisionsvereiiiee  1901,  S.  1il£}. 
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Zu  Ziff.  1. 


560    — 


■^ 


Flg.  1. 


Fig.  2. 


Fig.  2  giebt  die  Bruchlinie  einer  gusseisemen  Scheibe  von 
nm  Stärke  wieder:  sie  verläuft  ungefähr  nach  drei  Halbmessern, 
itere  Scheiben  von  dieser  Stärke  brachen    in    ähnlicher  Weise. 

Die  der  Prüfung  unterworfenen  Stahlscheiben  bogen  sich  durch, 
e  zu  brechen. 
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Zu  Ziff.  2. 


510 9\ 

Flg.  3. 


Wie  die  Fig.  3  und  4  (gusseiscme  Platten)  erkennen  lamenj 
entspricht  der  Verlauf  der  Bruchlinien  mit  befriedigender  An- 
näherung der  gemachten  Annahme,  gleichgiltig,  ob  die  Platte  meb 
oder  weniger  stark  ist. 

Fig.  5  (Gusseisen)  zeigt  für  die  quadratische  Platte  das  Za- 
treffen  der  gemachten  Voraussetzung. 

Zu  Ziff.  3. 


THiL 

N 

F-\V   YORK 

1  ^.  i..   J    ./\  i.\     I 
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J»T. 

■  L  JOX    A"D 
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Die  Fig.  6  bis  9  (Gusseisen  a  :  6  =  2  :  3  und  1  :  3)  ent- 
sprechen dem  Ergebniss  der  stattgehabten  Erwägung  mehr  oder 
minder. 

Zu  Ziff.  4. 


Flg.  6. 


Flg.  7. 


Fig.  8. 


Flg.  9. 


Um  ein  getreues  Bild  der  Formänderungen  rechteckiger 
Platten  zu  erhalten^  wurde  eine  solche  aus  Hartblei  (a  =  360  mm, 
b  =  240  mm,  A  =  20  mm)  hergestellt  und  ihre  Oberfläche  durch 
Gebrauch  der  Reissnadel  mit  einem  Netz  von  Quadraten  (je  10  mm 
Seitenlänge)  versehen. 

Fig.  10,  Tafel  XVII,  giebt  in  ungefähr  halber  Grösse  die 
obere  Fläche  (Seite  der  gezogenen  Fasern)  mit  der  Bruchlinie 
wieder.  Die  Formänderung  der  ursprunglichen  Quadrate  zeigt 
volle  Uebereinstimmung  mit  der  in  §  62  angestellten  Betrachtung, 
ebenso  mit  dem  Ergebnisse,  zu  welchem  wir  in  §  63  hinsichtlich 
des  Verlaufs  der  Bruchlinie  gelangt  waren.  Fig.  11,  Tafel  XVIII, 
stellt  die  untere  Fläche  (Seite  der  gedrückten  Fasern)  und  Fig.  12, 
Tafel  XVI,  die  Seitenansicht  dar.  In  diesen  drei  Abbildungen 
bietet  sich    dem  Auge    ein    ausserordentlich  lehrreiches  Bild    über 
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das  Verhalten  des  Materials  einer  rechteckigen  Platte  an  den   vei 
schiedenen    Stellen    bei    Beanspruchung   durch    Flüseigkeitsdrai 

Wird  eine   rechteckige,    sorgfiiltig    bearbeitete  Platte, 
das  Widerlager    im    ganzen    Umfange    2  (a  +  i)    heröhrt, 
Mitte  belastet,    so  heben  sieb  die  Ecken  siebtbar  vom  Widei 
ab,  derart,  dass  in  den  vier  Seiten  nur  der  mittlere  Theit  aal 
wie  dies  Fig.  13  für  eine  quadratische  Platte  darstellt.    Die  Qt% 


dieser  in  der  Mitte  jeder  Umfungsseite  liegenden  Berührnngi 
innerhalb  welcher  die  Pressung  von  der  Mitte  nach  aussen  bin 
auf  Null  abnimmt,  hängt  von  der  Belastung  ab  nnd  wird  sei 
lieh  auch  von  der  örtlichen  Znsammendrückung  beeintlasst,  i 
Material  eri^hrt. 

Das  LichtdruckbOd,  Fig.  10,  Taf.  XVII,  zeigt  darch  diu 
laufen   der  Eindrückungen    der  Widerlager    nach    den   Ecken    bin 
deutlich    die  Abnahme    der    Pressung    auch    für   den  Fall    gleioli- 
massig    über    die  Platte    vertbeilter  Belastung    durch  FlUsBigfarf 
druck;    in    der  einen  Ecke    verschwindet    die  Eindrückang   i 
obgleich  scharfes  Anziehen    der  Schrauben    des  Vei'suehsappi 
nothwendig  war,    um  die  Abdicbtang   zu    sichern.     Der  Am 
druck  selbst    ist  in  den  Mitten    der    langen  Seiten    des  Ret^fl 
grösser  als  in  denjenigen  der  kurzen  Seiten;  je  mehr  o  voo  i 
weicht,  um  so  bedeutender  filllt  dieser  Unterschied  aus. 

Hinsichtlich  des  Einflusses,  welchen  diese  VeränderÜcfakötf 
WiderlagspressUDg    auf   die    Inanspruchnahme    der    etwaigen  ' 
festigungsscbrauben  n.  s.  w.  hat,  sei  auf  die  Fossbemerkong  S.  58B 
und  584  verwiesen.  ^^ 

Flache  Böden  mit  Krempe  sind  in  der  Krempung  am  stA 
beansprucht.    Der  Bruch  erfolf^t  dann,  wenn  es  sich  am  Gu* 


'■■-■\ 
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liandelt  nnd  schlechte  Stellen  oder  Gnssspannurgcn  nicht  Einflass 
nehmeod  auftreten,  in  der  Krempling  Über  den  ganzen  Umfang 
derart,  dass  der  Boden  herausgeschleudert  wird.    Fig.  14  zeigt  die 


BruchSäche  sowie  das  herausgesprungcne  Mittelstück  und  giebt  in 
anschaulicher  Weise  Auskunft  darüber,  dasa  der  am  stärksten  be- 
anspruchte Querachnitt  in  der  Krempung  liegt'). 


'}  (Tebcr  diese  Unl.ersuuhiiagen,  wekhe  sich  uiicli  nuf  Buden  von  t'lu^scUcn 
beliehen,  s.  die  S.  599  in  d«r  Fusabcmerkung  beEeiuhiietts  Subrift:  „Unlei-- 
«ucbmigen  übvr  die  Fonufiaderuagen  und  die  AuetrengUDg  Qacher  Büden'^. 

Uinsichtlicb  gevfölbter  Bödi-n  liegt  in  rechnerificber  Hinsieht  eine  weith- 
volie  Arbeit  von  W.  Schule  aus  neuester  Zeit  vor:  „Fesligkcit  und  Elaaticit4I 
gewölliter  Platten',  Dingler's  polyt.  Jounial,  1900,  Bd,  315,  Heft  42.  Uebcr  da- 
hingehende Veraucba  s.  FusabenierkuDg  S.  600- 


PlaftenRrmige  Körper. 


?.    Gebets  tler   JrUUfrstanOafähigkeiU 

Die  Beziehungen  18,  23.  30,  31  nnd  33,  §60;  3,  4  nud  ä, 
1  and  2,  §  6'i;  I  und  2,  §  63,  liefern  übereinstimmend  die 
Widerstandsffihigkeit  ebener  Platten  proportional  dem 
Quadrate  der  Stärke  h.  Die  Versnche  des  Verfassers  be- 
stätigen die  Richtigkeit  dieses  Gesetzes'). 

Wenn  sich  bei  Betastung  von  Platten  durch  Flüssigkcitsdmcb, 
wobei  diese  zum  Zwecke  der  Abdichtung  stark  angeprcsat  werden 
müssen,  ergiebt,  dass  stärkere  Platten  etwas  weniger  widerstands- 
ßlhig  sind,  als  nach  Massgabe  des  quadratischen  Verhältnisses  der 
Wanddicken  zu  erwarten  ist"),  so  liegt  das  in  dem  Einäuss  der 
Äbdiehtnngskraft,  d.  h.  derjenigen  Kraft,  mit  welcher  die  Platten 
behufs  Abdichtung  angepreast  werden  müssen,  wie  dies  bereits  am 
Schlüsse  von  §  60,     Ziff.  3  dargelegt  wurde. 

Haben  sich  ebene,  ans  genügend  zkhem  Material  bestebendfl 
und  am  Umfange  derart  befestigte  Platten,  dass  die  grösste  An- 
strengung in  der  Plattenmitte  eintritt,  erheblich  durchgebogen,  und 
sie  also  nicht  mehr  eben,  sondern  gewölbt,  so  besitzen  sie  in  dieeen 
gewölbten  Zustande  eine  erheblich  grössere  Widerstandsfähigkeit 
als  in  ihrer  ursprünglichen  ebenen  Form.  Die  Zähigkeit  des 
Materials  hat  jedoch  dnrch    diese  Ueberanstrengung   abgenomi 


3.   SchluKsbemerknng, 


Ein  Blick  über  die  in  den  §|  60  bis  63  angewendete  Methode 
des  Verfassers  zur  Lösung  der  Aufgaben  dieses  Abschnittes  llsst 
erkennen,    dass  sie  darauf  hinausläuft,    die  schwierigen  Aufgaben, 


thode 


')  Hierauf  auftrieitsam  zu  maehijn,  urscheint  umsomehr  aogeneigt,  nsclid«» 
die  Clark'Bche  BerBchnaiigs weise  eheoer  Wundungen  in  neuerer  Zeil  >iicb  in 
die  dealeclie  Literatur  [Hüder^  Bau  und  Betrieb  der  Dampfkessel  1S9^ 
S.  76  u.  f.)  äbergegangen  ist.  Nai^h  derseltien  wäre  die  WideretHiidsßÜuglicil 
«ner  ebenen  Wand  proportional  der  ersten  Potenz  von  li.  Ein*  BespreebanJ 
der  Clark'scbeo  Berecbnung  seitenB  des  Verfassers  findet  sich  Zeit«ehri(t  d» 
Vereines  deutscher  Ingenieure  1807,  S.  122!)  und  1226,  sowie  in  .Vereucbe  ätv 
die  Widerstonds^igkeit  von  Keaselwiindungen*',  lieft  3,  Berlin  1S9T. 

')  VergL  z.B.  das  S.  98  der  ..Vereuche  über  die  Widersinn  dsfthigkeit  ebwM 
Platten"  Gesagte  im  Zusamnienbang  mit  der  FesleteUung  anf  S.  86  daselbat. 
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welche  sich  auf  dem  Gebiete  der  InanspruchDahine  plattenförmiger 
Körper  bieten,  auf  einfache  Biegungsaufgaben  zurückzuführen  unter 
Schaffung  und  Verwendung  von  Berichtigungskoefficienten,  welche 
aus  Versuchen  zu  bestimmen  sind.  Die  Methode  ist  keine  streng 
wissenschaftliche;  sie  liefert  aber,  da  sie  sich  in  der  bezeichneten 
Weise  auf  Versuche  stützt,  ausreichend  zuverlässige  Ergebnisse 
für  die  ausfuhrende  Technik  und  ermöglicht  die  Berechnung 
überdies  jedem  Techniker,  welcher  auf  der  technischen  Mittel- 
schule gebildet  ist.  Indem  Verfasser  diesen  Weg  einschlug,  glaubte 
er  den  Interessen  nicht  blos  der  Industrie,  sondern  der  gesammten 
Technik  wie  auch  denjenigen  der  Allgemeinheit,  die  ein  Anrecht 
auf  Sicherheit  hat  —  auch  dann,  wenn  es  der  Wissenschaft  noch 
nicht  gelungen  ist,  eine  genaue  Berechnung  der  hier  zur  Er- 
örterung stehenden  Anstrengung  der  Materialien  zu  liefern  — 
am  meisten  zu  nützen,  wenigstens  so  lange,  bis  es  gelingt.  Voll- 
kommeneres ausfindig  zu  machen. 


Achter  Abschnitt. 

Allgemeine  Beziehungen  über  Spannungen   und  Form- 
änderungen im  Innern  eines  elastischen  Korpers. 


§  65.  Spannungen  in  einem  beliebigen  Punkte  eines  festen  Körpers. 

1.  Begriff  der  Namud'  und  Tangential-  oder  Schubspannung. 

Wir  legen  durch  den,  von  äusseren  Kräften  SS,  Fig.  1,  er- 
griffenen Körper,  welche  sich  an  ihm  das  Gleichgewicht  halten, 
eine    Schnittfläche  F.      Es    sei  nun  jP  ein  Punkt  dieser  Fläche, 


Fig.  1. 


P  N  die  Normale  im  Punkte  P  und  p  die  Spannung  im  Punkte  P 
der  Fläche  F,  d.  h.  die  auf  die  Flächeneinheit  bezogene 
Kraft,  welche  der  an  die  Fläche  F  angrenzende  und  im  Sinne 
der  Normalen  P  N  gelegene  Körpertheil  im  Punkte  jP,  d.  i.  in  dem 
Flächenelement,  das  den  Punkt  P  enthält,  auf  den  jenseits  der 
Fläche  F  gelegenen  ausübt. 

Im  Allgemeinen  wird  die  Richtung  der  Spannung  p  von  der 
Richtung  der  Normalen  PN  abweichen.  Der  Winkel  zwischen  p 
und  PN,  also  A.  p  PN,  sei  mit  cp  bezeichnet. 
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Die  Zerlegung  von  p  nach  normaler  und  tangentialer  Richtung 
)r  Schnittfläche  liefert  die  beiden  Komponenten 

a  =  p  cos  y       und        t  =  p  sin  y. 

Die  Erstere  er,  in  die  Richtung  der  Normalen  fallend,  heisst 
e  Normalspannung  im  Punkte  P  der  Fläche  F,  Sie  ist  po- 
dv  oder  negativ,  je  nachdem  y  ^  90**.  Im  ersteren  Falle  nennt 
an  sie  eine  Spannung  im  engeren  Sinne  des  Wortes,  im  letz- 
ren  eine  Pressung,  einem  gegenseitigen  Zug  bezw.  Druck 
T  durch  F  getrennten  Körpertheile  entsprechend. 

Die  zweite  Komponente  t  fällt  in  die  Tangentialebene  des 
mktes  P  der  Fläche  F  und  wird  deshalb  als  Tangential- 
ier  Schubspannung  im  Punkte  P  der  Fläche  F  bezeichnet. 

Im  Allgemeinen  wird  die  Spannung  von  Flächenelemcnt  zu 
[ächenelement  sich  ändern,  also  ein  bestimmter  Werth  von  p 
ezw.  a  und  t)  jeweils  nur  für  das  in  Betracht  gezogene  Flächen- 
sment  dF  gelten. 


2,  Spannungen  in  drei  zu  einamler  senkrechten  Ebenen. 

Wir   stellen  uns  den  betrachteten  Körper  auf  ein  rechtwink- 
jes  Koordinatensystem  mit  den  Achsen  OX,  OY  und  0 Z  bezogen 

%       /»<         _        I 
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Fig.  2. 


)r,  Fig.  2.  Der  beliebige  Punkt  P  des  Körpers  besitze  die  Koor- 
naten  x  y  z.  Durch  P  legen  wir  parallel  zu  den  3  Koordinaten- 
)enen  Schnitte,  von  denen  die  unendlich  kleinen  Flächenelemente 

C.Baeh,  ElMticitlt.    4.  Aufl.  39 
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1  mit  der  Grösse  dy  dz, 

2  '       '  'dz  dx, 

3  -       -  -       dx  dy 

ins  Ange  gefasst  werden  sollen. 

Die  Spannungen  in  diesen  Flächenelementen  seien 


P, 


P- 


Unter  Bezugnahme  auf  die  Figuren  3  bis  5  faeisst  das  Fol 
gendes. 


Flg.  s. 


Fig.  4. 


Flg.  6. 


p^  ist  die  auf  die  Flächeneinheit  bezogene  Kraft,  mit  welcher 
die  diesseits  des  Flächenelementes  dy  dz  gelegenen  Körpertheile 
in  diesem  Element  auf  die  jenseits  gelegenen  einwirken.  Wie  er- 
sichtlich, deutet  das  Fusszeichen  x  von  p^  an,  dass  das  Flächen- 
element, in  welchem  p^  thätig  ist,  senkrecht  zur  Richtung  der 
a:-Achse  steht. 

p,^  ist  die  auf  die  Flächeneinheit  bezogene  Kraft,  mit  welcher 
die    diesseits    des    Flächenelementes  dz  dx  gelegenen   Körpertheile 
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in  diesem  Element  auf  die  jenseits  gelegenen  einwirken.  Das 
Fnsszeicfaen  y  von  p  spricht  aus,  dass  das  Flächenelement,  in 
welchem  p    wirksam  ist,  senkrecht  zur  Richtung  der  y- Achse  steht. 

Für  p.  gilt  sinngemäss  dasselbe,  wie  für  p^  und  p  . 

Die  Spannungen  p  p  und  p  besitzen  im  Allgemeinen  eine 
beliebige  Neigung  gegen  die  zugehörigen  Flächenelemente;  sie 
liefern  demgemäss  bei  Zerlegung  Normalspannungen  und  Schub- 
spannongen,  wie  Fig.  6  bis  8  erkennen  lassen. 


Fig.  6. 


»» 


Flg.  7. 


Fig.  8. 


V%  (^^&-  6)  ergiebt  die  Normalspannung  c^  und  eine  Schub- 
spannang^  welche  wir  nach  den  Richtungen  der  \}  und  z  nochmals 
zerlegen.  Die  erstere  dieser  Schubspannungen  sei  mit  i^^^,  die 
letztere  mit  x^  bezeichnet.  Das  Fusszeichcn  x  bei  diesen  3  Kom- 
ponenten   deutet    an,    dass  es  sich  um  Spannungen  in  demjenigen 

39* 
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Flächenelement  handelt,  welches  senkrecht  zur  or- Achse  steht;  c^ 
als  Normalspannung  läuft  dann  parallel  mit  der  ^-Achse,  während 
T^^  und  T^^  senkrecht  dazu  gerichtet  sind.  Das  Fusszeichen  y  in 
T  spricht  aus,  dass  t  parallel  zur  y- Achse  gerichtet  ist,  das 
Fusszeichen  z  in  ^j.,,  dass  t^^  die  Richtung  der  r- Achse  besitzt. 
Hiernach  bestimmt  bei  den  beiden  Schubspannungen  das  erste 
Fusszeichen  das  Flächenelement  im  Punkte  P,  für  welches  die 
Spannungen  gelten,  das  zweite  die  Richtung,  welche  die  betreflfende 
Spannung  besitzt. 

In  gleicher  Weise  ergiebt 

p    (Fig.  7)  die  Komponenten  c  t  ^  r^^ 

Pz  i^^S'  8)  ^^^  Komponenten  c^  r^^  t    . 


Demzufolge  erhalten 

wir 

im  Flächenelement  dy  dz 

¥. 

mit  den 

Komponenten 
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dx  dy 
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nach  den  Richtungen  der 

X- 

y 

^r. 


\. 


ff. 

r -Achse 


3,    Qleichfßewicht  der  Kräfte  an  einetn  unetuHich  kMnen 

ParcMelepiped. 

Mit  P  als  Eckpunkt  denken  wir  uns  in  dem  betrachteten 
Körper  ein  unendlich  kleines  Parallelepiped,  dessen  Kanten  dxdyd: 
sind,  Fig.  9.  Auf  dasselbe  werden  die  jenseits  der  Ebenen  5PC, 
CPA  und  APB  gelegenen  Körpertheile  einwirken  und  zwar 

1.  im  Flächenelement  dy  dz  mit   den  Spannungen  — a^ — %^  — r^ 

2.  -  -  dz  dx     '        -  '  —  r     —  (T  —  r . 

yx  y  ?- 

3.  -  -  dx  du     -        '  -  —  T    —  IT   —  tf. 


zx  zy 


d.  h.  mit  den  Kräften 


1.  —  cr^  dy  dz  —  x^^  dy  dz  —  t^,  dy  dz 

2.  —  r  ^  dz  dx  —  a  dz  dx  —  t    dz  dx 

yx  y  yz 

3.  —  r,^  dx  dy  —  t    dx  dy  —  er,  dx  dy. 
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Da  die  Flächenelemente  unendlich  klein  sind,  also  die  soeben 
nittelten  Kräfte  als  gleichmässig  über  die  Flächenelemente    ver- 
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Flg.  9. 


y 


ae 


Flg.  10. 


ilt  angenommen  werden  dürfen,    so    haben    wir   uns  die  Kräfte 
t)st  als  in  den  Schwerpunkten    der    3  Flächen  BPC,  CPA  und 
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APB  angreifend  vorzustellen.  In  Fig.  10  sind  diese  9  Kräfte  an 
den  bezeichneten  Punkten  1,  2  und  3  eingetragen.  In  den  drei 
übrigen  Begrenzungsflächen  des  Parallelepipeds,  welche  um  dxdydz 
von  den  bereits  behandelten  abstehen  und  deren  Schwerpunkte  in 
Fig.  10  mit  I,  II  und  III  bezeichnet  sind,  wirken  ebenfalls  Kräfte, 
die  von  den  diesseits  der  Flächen  gelegenen  Körpertheilen  aus- 
gehen und  deshalb  in  entgegengesetzter  Richtung  thätig  anzu- 
nehmen sind.  Hinsichtlich  der  absoluten  Grösse  dieser  Kräfte  ist 
zu  beachten,  dass  sich  die  Kräfte  in  I  von  denjenigen  in  1  unter- 
scheiden müssen  um  die  Aenderungen,  welche  die  letzteren  beim 
Fortschreiten  lediglich  um  dx  in  dem  Körper  erfahren,  d.  h.  die 
absoluten  Grössen  der  Kräfte,  welche  oben  unter  1  angegeben 
wurden,  werden  in  I  betragen 

9  (ö*^  dy  dz) 
(Sjydz-^ ö^ 'dx  = 


8(r    dydz) 
%^^  dy  dz  4- ^^ .dx  = 


8  {x^^dy  dz) 
dx 


T„  dyds-{ ^_-  -.dx  = 


; 

ÖX 

dx 

1 

dy  dz 

f..+ 

dt 

dx 

■dx\ 

dydz 

('..- 

9r 

XZ 

dx 

1 
dx 

dy  dz. 

In  ganz  gleicher  Weise  ergeben  sich  die  Kräfte  in  II,  da  es 
sich  hierbei  nur  um  ein  Fortschreiten  um  dy  handelt  und  in  III 
gemäss  dem  Fortschreiten  um  dz. 

In  Fig.  10  sind  diese  9  Kräfte,  angreifend  an  den  Punkten  L 
II  und  III,  gleichfalls  eingetragen. 

Ausser  den  18  Flächenkräften,  zu  denen  uns  die  Betrachtung 
geführt  hat,  sind  noch  Massenkräfte  zu  berücksichtigen:  die  Schwer 
kraft  und  bei  bewegten  Körpern  der  Trägheitswiderstand,  z.  B.  bei 
gleichförmig  und  rasch  umlaufenden  Cylindern  oder  Ringen  die 
Fliehkraft.  Die  Komponenten  dieser  Massenkräfte  nach  den  3  Acbs- 
richtungen  seien  für  die  Volumeinheit  X  Y  Z,  also  die  Seiten- 
kräfte für  das  Volumen  dx  dy  dz 

X  dx  dy  dz  Y  dx  dy  dz  Z  dx  dy  dz. 
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Dieselben  sind  als  im  Schwerpunkt  des  Parallelepipeds  angreifend 
zu  denken. 

Diese  21  Kräfte  müssen  sich  im  Gleichgewicht  befinden,  also 
die  bekannten  6  Gleichgewichtsbedingungen:  je  Summe  der  Kräfte 
in  den  3  Achsrichtungen  gleich  Null,  je  Summe  der  Momente  in 
Bezug  auf  die  3  Achsen  oder  zu  ihnen  parallelen  Drehachsen 
gleich  Null,  erfällen. 

Die    drei    ersten  Bedingungen    führen    nach  Division    durch 
dx  dy  dz  zu 


9«^, 

+ 

9t 

yx 

-t- 

9r 

zx 

9.2? 

Bz 

bt 

Jf.V 

-t- 

9y 

-+- 

Bt 
Bz 

9t 

xz 

-h 

Bt 

-h 

9(r, 

bx 


^y 


-+-x  =  o 


+  7=0 


9^ 


-f-Z  =  0 


.     .     .     1) 


Bei  Aufstellung  der  Momentengleichung  in  Bezug  auf  die  zur 
j;-Achse  parallele  Schwerpunktsachse  des  Parallelepipeds  erkennt 
man,  dass  Momente  nicht  liefern: 

a)  sämmtliche  in  den  Punkten  1  und  I  angreifenden  Kräfte, 

b)  die  in  den  Punkten  2  und  II  angreifenden  Kräfte: 


X    dz  dx  —  <s  dz  dx 

fx  y 


9  ff 


yx 


H ^^—  dy]  dz  dx  er  -f-  -^  dy]  dz  dx. 


^y 


^!/ 


c)  die  in  den  Punkten  3  und  III  angreifenden  Kräfte: 


T  ^  dx  dy  —  c.  dx  dy 


9 


zx 


zx 


dz 


dz]  dxdy 


d)  die  Massenkräfte. 

Es  verbleiben  somit  nur  die  in  Fig.  11  (Schnitt  durch  den 
Schwerpunkt  senkrecht  zur  or- Achse)  eingetragenen  Kräfte,  welche 
als  Momentengleichung  ergeben 
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r,.rfzrf^.^-H(.,.  +  ^ 


—    r. 


*y 


Or 


«y 


bz 


dy\  dz dx.-^—  r    dxdy  . -^ 


dz\  dx  dy  .  -^  =  0, 


fS 


M 


Flg.  11. 


woraus  bei  Vernachlässigung  der  unendlich  kleinen  Grössen  vierter 
Ordnung  gegenüber  denjenigen  dritter  Ordnung  folgt 

t  .  dx  dy  dz  —  t,,  dx  dy  dz  =  0 


.'/' 


'!/ 


In  gleicher  Weise  liefert  die  Aufstellung  der  MomenieL- 
gleichungen  in  Bezug  auf  die  zur  //-  und  zur  r- Achse  paralleler. 
Schwerpunktsachsen  die  Beziehungen 


:r 


TZ 


J^U 


y-r 


Wir  erkennen,  dass  je  die  beiden  zu  einer  Kante  de? 
Parallelepipeds  senkrechten  Schubspannungen  (vergl 
Fig.  12—14)  einander  gleich  sind,  dass  sie  also  immer 
paarweise  auftreten  und  in  Hinsicht  auf  die  betreffende 
Kant  e  ü  b  e  r e  i  n  s  t  i  m  ni  e  n  d  (nach  derselben  hin  oder  von  ihr  weg 
sreriohtot  sind. 
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Wir  setzen 


y» 


zy 


entsprechend    dem  Umstände,   dass    die   beiden  Schub- 
Spannungen  senkrecht  zur  a;-Kante  gerichtet  sind, 
und  ebenso 


zx 


xy 


xz 


yx 


y 


2) 


Flg.  12. 


Flg.  13. 


Flg.  14. 


Durch  Einfuhrung  der  Gleichungen  2  in  die  Gleichungen  1  wird 


9«^x 

-  +  ■ 

9r, 

dx 

% 

9t, 

--I- 

9«;, 

9.2? 


9_^ 

dx 


9r 


*^y 


9 


X 


by 


9ir 


9 


X 


9.- 

9(r_ 


+  7=0 


9r 


+  Z  =  0 


.     .     3) 


4L*    Gleichgewicht  da'  Kräfte  an  eiiietn  unendlich  kleinen 

Tetraeder. 

Durch  die  Punkte  ABC  des  Parallelepipeds  (Fig.  9)  legen 
wir  eine  Ebene  und  bilden  so  ein  Tetraeder  PABC,  Fig.  15, 
dessen  Volumen  mit  d  V  bezeichnet  werde.  Die  Grösse  der 
Fläche  ABC  sei  F,  die  Stellungswinkel  derselben  seien  mit  a,  ß 
und  Y  bezeichnet,  d.  h. 
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a  ist  der  Winkel  zwischen  der  Ebene  ABC  nnd  der  Ebene  BPC, 
ß    .      -         -  CPA, 

r ^^ß, 

sodass 

ßPC=Fcosa         CPA  =  FQOsß        APB  =  Fcosr^ 

Auf  diese  3  Flächenelemente  wirken  die  jenseits  derselben 
gelegenen  Eörpertheile  mit  den  in  der  Fig.  15  eingetragenen 
Spannungen  ein.    Die  Spannung^  welche  die  diesseits  des  Flächen- 


Flg.  15. 


dementes  ABC  gelegenen  Körpertheile  anf  das  Tetraeder  aus- 
üben, sei  Pj  ihre  Richtungswinkel  gegenüber  den  Koordinaten- 
achsen seien  kfiv.  Dann  ergeben  sich  in  Richtung  der  letzteren 
die  Gleichgewichtsbedingungen 

—  a  .  -Fcos  a  —  r,  i^cos  ß  —  r  i^cos  y 

—  T  ,  F  cos  a  —  (T  F  cos  ß  —  T  F  cos  y 

—  r  .  i^'cos  a  —  T  jp'cos  ß  —  (X,  /^cos  y 


p  F  cos  X 

p  FCOS  fA 

p  jPcos  V 


X  dV=0 
Y  dV=0 
Z  dV=0. 


Die  4  ersten  Glieder  in  jeder  dieser  Gleichungen  sind  unend- 
lich klein  zweiter  Ordnung,  das  letzte  Glied  dagegen  V  unendlich 
klein  dritter  Ordnung,  kann  deshalb  gegenüber  den  4  ersten 
Gliedern  vernachlässigt  werden,  somit 


.    4) 


p 

cos 

l 

^x 

COS  a 

^^. 

cos 

IJ+ 

\ 

cos 

r 

p 

cos 

H' 

T^ 

cos  a 

-*-«^. 

cos 

/J  + 

^x 

cos 

Y 

p 

cos  V 

T 

»1 

COS  a 

-^-^x 

cos 

ß  + 

«^. 

cos 

r 

§  65.    SpaDDUDgen  in  einem  boliebigen  Punkte  eines  festen  Korpers.     619 

Ausserdem  besteht  die  bekannte  Beziehung 

cos'  l  -h  cos'  fl  -h  cos'  V  =  l. 

Wir  haben  hiernach  4  Gleichungen  und  sind  damit  in  der 
Lage,  bei  gegebenen  Werthen  von  ö*^  a^  ts^  t.  r^  %^  für  das  be- 
liebige durch  a  ß  Y  bestimmte  Flächenelement  die  Spannung  p 
und  ihre  Richtungswinkel    l   ^    v    zm  ermitteln. 

An  diesen  Verhältnissen  ändert  sich  nichts,  wenn  wir  das 
Flächenelement  immer  näher  an  P  heranrücken  und  schliesslich 
mit  P  zusammenfallen  lassen.  Dann  aber  wird  p  die  Spannung 
im  Punkte  P  einer  beliebigen,  durch  ihn  hindurchgehenden  Fläche, 
deren  Tangentialebene  im  Punkte  P  die  Stellungswinkel  a  ß  y  be- 
sitzt oder  deren  Normale  im  Punkte  P  die  Richtungswinkel  a  ß  y 
aufweist,  d.h.  die  Spannungskomponenten  er  er  c  r  t  t 
bestimmen  die  Grösse  und  Richtung  der  Spannung  p, 
welche  im  Punkte  P  einer  beliebig  durch  ihn  hindurch- 
gehenden Fläche  herrscht. 

An  die  Stelle  der  Spannungskomponenten  er^  er,^  er^  t^  t^  x^ 
können  auch  deren  Resultanten  p^  p,   p^  treten  (vergl.  oben  Ziff.  2). 


ö.   Oeoff^etrisch^  DarsteUuniß  tler  Spanntuigetu 

Denken  wir  uns  die  durch  den  Punkt  P  des  Körpers  gehende 
Fläche  F  der  vorigen  Betrachtung  verschiedene  Lagen  einnehmend, 
also  ihre  Stellungswinkel  a  ß  y  geändert,  so  wird  sich  auch  die 
Spannung  p  im  Punkte  P  dieser  Fläche  sowohl  der  Grösse  als 
auch  der  Richtung  nach  ändern.  Um  uns  das  Gesetz,  nach  welchem 
diese  Aenderungen  vor  sich  gehen,  zu  veranschaulichen,  tragen 
wir  auf  jeder  möglichen  Spannungsrichtung  vom  Punkte  P  aus 
die  Spannung  p  =  PQ  auf  und  bestimmen  nun  die  Gleichung  der 
Fläche,    welche    den   geometrischen  Ort  der  Endpunkte  Q  bildet. 

Pj  Fig.  16,  sei  der  Koordinatenanfang,  die  Richtungen  der 
Spannungen  p^p,  p^  seien  die  Koordinatenachsen  für  die  gesuchte 
Flächengleichung.  Da  dieselben  im  Allgemeinen  schiefe  Winkel 
miteinander  einschliessen,  so  wird  das  System  ein  schiefwinkliges 
sein.  Die  Koordinaten  des  Punktes  Q  seien  x  ij  z ,  In  Fig.  16 
sind  überdies  die  Richtungen  PX    P  Y    PZ  der  Achsen  des  früher 
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angenommenen   rechtwinkligen  Koordinatensystems  strich -punktirt 
eingetragen.     Es  sei 

X  der  Winkel  zwischen  PX  und  p 


y 


Py 

Pz- 


Flg.  1«. 


x  y  und  z  geben  die  Komponenten  von  p  =  PQ  nach  den 
Eichtungen  p  p  und  p,.  Die  in  der  Richtung  PX  genommene 
Spannung  p  muss  demnach  gleich  sein  der  Summe  der  nach  PX 
genommenen  Komponenten  x  y  z,  d.  h. 

p  cos  X  =  X  cos  X^  H-  y  cos  X  -^  z  cos  X,. 
Unter  Beachtung  der  Figuren  6  bis  8  findet  sich 


cos  A  =-^  ,    cos  A  =---       cos  >l  =---, 

'  Pr  "  P,  '•  Pz 


folglich 


X 


V 


V  cos  X  =  a         -4-  r    •      -h 


Pz 


und  mit  Rücksicht  auf  die  erste  der  Gleichungen  4 


§  65.    Spannungen  in  einem  beliebigen  Punkte  eines  festen  Korpers.     621 


a^  COS  a  -f-  T,  COS  jS  -h  r^  cos  y  =  a^        "^  ^z        "+"  ^    ^    > 


X  y 

P.  '    Py  '    Pz 


also 


und  wegen 


cos  a  =  —       cos  ß  =     -       cos  y  = 

P.  Py  P. 


cos'  a  -h  cos'  ß  -h  cos'  y  =  1 


d.  i.  die  Mittelpunktsgleichnng  eines  Ellipsoides  in  Bezug  auf  die 
konjugirten  Halbmesser  p^  p  p,  als  Achsen.  Wir  kommen  da- 
mit  zu  dem  Satz: 

Stellt  man  die  Spannungen,  welche  in  einem  Punkte  P 
des  betrachteten  Körpers  für  alle  durch  diesen  Punkt 
möglichen  Schnittflächen  auftreten,  nach  Grösse  und 
Richtung  durch  Gerade  dar,  die  von  P  ausgehen,  so 
liegen  die  Endpunkte  dieser  Fahrstrahlen  auf  einem 
Ellipsoid. 

Die  Spannungen  in  drei  zu  einander  senkrechten 
Ebenen  sind  konjugirte  Halbmesser  des  Ellipsoides. 

Dieses  Ellipsoid  wird  als  Spannungsellipsoid  be- 
zeichnet. 


0.  Haujftspannutigen. 

Weicht  die  Spannung  p  im  Punkte  P  der  Fläche  F  von  der 
Normalen  PN  in  diesem  Punkte  um  den  Winkel  (p  ab,  so  ist  die 
Normalspannung  (f  =  p  cos  y,  und  da  zwischen  y,  den  Richtungs- 
winkeln a  ß  y  der  Normalen  und  den  Richtungswinkeln  X  p,  v 
von  p  die  bekannte  Beziehung 

cos  (f>  =  cos  a  cos  X  -f-  cos  ß  cos  p,  -h  cos  y  cos  p 

besteht, 

(T  =  p  cos  a  cos  X  -i-  p  cos  ß  cos  p  +  p  cos  y  cos  y, 
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woraus  unter  Berücksichtigung  der  Gleichungen  4  folgt 

0*  =  er  cos'  a  -\r  (f.,  cos'  /J  -+-  ex,  cos'  y  +  2  r,  cos  ß  cos  y 

4-  2  r  cos  Y  cos  a  +  2  t^  cos  a  cos  ß      ...     6) 

Zur  geometrischen  Deutung  dieser  Gleichung  tragen  wir  auf 

1 


der  Normalen  von  P  aus   eine  Strecke  PN  =     -_  ab,    also 

gleich  dem  reciproken  Werth  der  Quadratwurzel  aus  dem  Absolut- 
werth  von  er.     Dann  sind  die  Koordinaten  des  Endpunktes  N 

cos  a  cos  ß  cos  r 


*•=    77-7=--j    y  =  -T7=^-^-?    ^  = 


y±a  '  ^     y±^  '        v±^ 

Die    Einführung    der    hieraus    folgenden    Werthe    von    cos  a 
cos  ß  und  cos  r  in  Gl.  6  giebt 

=t  1  =  er^d?'  +  tf  y'  -4-  c,  2'  -f-  2r.yz  4-  2r  ;?.r  -f-  2r^a?y,     .    T) 

d.  i.  die  Mittelpunktsgleichung  einer  Fläche  zweiten  Grades.  Eine 
derartige  Fläche  hat  drei  zu  einander  senkrechte  Hauptachsen,  für 
welche,  wenn  sie  zu  Koordinatenachsen  gewählt  werden,  die  Glieder 
mit  den  Produkten  der  Koordinaten  aus  der  Flächengleichung  ver 
schwinden,  für  die  alsdann 

T=0         r=0         r=0 

.r  y  z 

ist.  In  den  drei  zu  einander  senkrechten  Ebenen,  für  welche  die 
Schubspannungen  Null  werden,  müssen  alsdann  die  Spannungen 
Px  Vtr  P'  Normalspannungen  sein  und  senkrecht  zu  einander 
stehen.  Wir  erkennen,  dass  es  in  jedem  Punkte  P  des 
Körpers  drei  zu  einander  senkrechte  Ebenen  giebt,  in 
denen  keine  Schubspannungen,  sondern  nur  Normal- 
spannungen auftreten. 

Diese  drei  Norm  alspannun  gen  werden  die  Hauptspan  nun  gen 
im  Punkte  P  genannt;  sie  seien  mit 

(Ti  cr.>  tfa 
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bezeichnet.  Sie  fallen  mit  den  Hauptachsen  des  SpannuDgs- 
ellipsoides  zusammen;  denn  sie  wirken  in  drei  sich  rechtwinklig 
schneidenden  Ebenen,  stehen  senkrecht  zu  einander  und  sind  kon- 
jugirte  Halbmesser  des  Spannungsellipsoides.  Hieraus  folgt  weiter, 
dass  die  Hauptspannungen  die  grösste  und  die  kleinste 
Spannung  im  Punkte  P  unter  sich  enthalten. 

Sind  für  ein  beliebig  gewähltes  rechtwinkliges  Koordinaten- 
system die  Spannungen  a^  a^  a,  r.  z^  r^  gegeben,  so  lassen  sich 
die  drei  Hauptspannungen  <ri,  c^  und  03  auf  folgende  Weise  be- 
stimmen. 

Wenn  p  im  Punkte  P  der  Fläche  F  eine  Hauptspannung  ist, 
so  muss  sie  gleichzeitig  Normalspannung  sein;  demnach  müssen 
ihre  Richtungswinkel  X  ^  v  gleich  den  Richtungswinkeln  a  ß  y  der 
Normalen  im  Punkte  P  der  Fläche  F  sein.  Aus  den  Gleichungen  4 
folgt  dann  mit 

p  =  er  A  =  a  H'^^ß  v  =  y 

<s  cos  a  =  (T^  cos  a  -h  T  cos  ß  -h  r  cos  y 

a  cos  ß  =  T^  cos  a  -h  (T  cos  ß  -^  '^^  cos  Y 

a  cos  Y  =  t .  cos  a  -h  r  cos  ß  -\-  a^  cos  y . 

Nach  Beseitigung  von  cos  a     cos  ß  und  cos  y  findet  sich 
o^  —  (cr^  -4-  tf  -4-  cr^)  o*  -h  (0;^  (T,  +  «r^  cr^  -h  cr^  <r^  —  t/  —  f,^'  —  «/)  (X 
+  ^x^/  +  ^V^-^^^/-2^.^^.  =  0  .     .     .8) 

Die  3  Wurzeln  dieser  kubischen  Gleichung  geben  die  Haupt- 
spannungen (Ti  er,  und  03. 

Nach  der  Lehre  von  den  kubischen  Gleichungen  ist 

d.  h.  die  (algebraische)  Summe  der  Normalspannungen  im 
Punkte  P  ist  nach  je  drei  sich  rechtwinklig  schneidenden 
Richtungen  gleich  der  Summe  der  Hauptspannungen, 
somit  unveränderlich. 

Fällt  in  Gl.  8  das  Absolutglied  Null  aus,  d.  h.  ist 

^-^-'+^V-^^=^/-2r,r^r,  =  0,    ...     9) 


X      X 


80    wird    die    eine  Wurzel,   etwa  a^  =  0.     Das  Spannungsellipsoid 
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schrumpft  auf  eine  Ellipse,    die   Spannungsellipse,    zusammen, 
deren  Halbmesser  (Ti  und  ov,  sind  und  als  Wurzeln  der  Gleiclrnng 

(t'— ((T  -F-cr  -\-(f)a-ha  er  -her  er  -ho  a  — r*— r^  — r'  =  0     10) 

^   X  y     •        z*         '       y     z  s     X    '       x     y  x  y  x  ^ 

erhalten  werden. 


§  66.    Formändernngen  in  einem  beliebigen  Punkte  eines 

festen  Körpers. 

Dass  im  Allgemeinen  zweierlei  Formänderungen  zu  unter- 
scheiden sind:  Längen-  und  Winkeländerungen,  entsprechend 
Dehnungen  und  Schiebungen  oder  Gleitungen,  ist  bereits  in 
§  28  dargelegt  worden. 


1.  Die  Dehnungen  n€ich  eitler  bMeMgen  Richtung  als  FunktUm 
van  den  Dehnungen  dreier  ursprünglich  zu  einander  senkrechter 
Richtungen  und  von  Aenderungen  der  Winkel  dreier  ursprünglich 

sich  rechtufiiikUg  schneidender  Ebenen* 

In  Fig.  1  seien 
P    ein  beliebiger  Punkt  des  festen  Körpers, 


Flg.  1. 


X  ij  z  dessen  Koordinaten  vor  der  Formänderung, 
P'  ein  dem  Punkte  P  unendlich  nahe  gelegener   zweiter  Punkt 
desselben  Körpers, 
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X  -h  (ir,  y  -+-  dy,  z  -\-  dz  dessen  Koordinaten  vor  der  Form- 
änderung, 

PP'  =  d8=  Vdüj?  -+-  dij^  H-  dz^  die  Entfernung  der  beiden  Punkte 
vor  der  Formänderung, 

a^  ßj  Y  die  Richtungswinkel  der  Strecke  ds. 

Unter  Einwirkung  der  den  Körper  belastenden  Kräfte  werden 
folgende  Aenderungen  eintreten: 

ds  geht  über  in  ds-^-Jds^  ändert  sich  also  um  Jds  =  €ds, 
sofern  «  =  — -i —  die  verhältnissmässige  (specifische)  Längen- 
änderung oder  kurz  Dehnung  im  Punkte  P  nach  der  Richtung, 
in  welcher  die  Strecke  gemessen  wurde,  bedeutet; 

die  Koordinaten  x  ij  z 

gehen  tiber  in  ^  -i-  ?        .V "+"  ^       -  -+-  C> 

ändern  sich  also  um  $  i|/  ^. 

Die  Aenderungen,  welche  die  Koordinaten  des  Punktes  P' 
erfahren,  seien  mit  |i,  i^i,  fi  bezeichnet.  Für  sie  ergeben  sich  die 
Beziehungen : 


.     .     1) 


Die  Projektionen  der  Strecke  PP'  =  Ja  waren  vor  der  Form- 
änderung 

dx  dy  dz. 

Sie  haben  sich  infolge  der  Formänderung  geändert  um 

?i  —  ?  Vi  —  V  f i  —  ?• 

Die  Strecke  ds  hat  sich  geändert  um  e  ds,  sodass  aus  ihr 

a  Bach,  BiMtieit&t.   4.  Anfl.  40 
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rf«  -+-  €  d«  =  (1  +  «)  da 
geworden  ist.     Folglich  mnss  sein 

Unter  der  Voraossetzang;  dass  s  ein  sehr  kleiner  Bruch  ist, 
darf  «*  da^  gegenüber  2 « d«*  vernachlässigt  werden.  Da  femer 
?i  —  J,  171 — 17  und  fi — f  als  die  sehr  kleinen  Aendemngen  unend- 
lich kleiner  Grössen  anzusehen  sind,  so  können  die  Quadrate  dieser 
Aendemngen  gegenüber  den  anderen  Summanden  ebenfalls  Ter- 
nachlässigt  werden.     Daraus  folgt 

_  gl— S   dx  _^ flx  —  fj    dy  _^  Ci— ^  dz 


da       da  da       da  da      da 

Nach  Einführung  der  Werthe  von  Jj — ?,    171 — fj   und  f|— f, 
welche  sich  aus  den  Gleichungen  1  ergeben,  und  mit 

dx  du  ^  dz 

-f-  =  cos  er,  ~-  =  COS  8.  —i—  =  cos  y 

ds  da  da 

findet  sich 

^^j    9      9^7    ,.     9?    ,      /ö?    ^n    . 

,  =  ^^  cos'a  +  —  cosV  +  -qT  eosV  +  [Q7-^-^]^o.ßcosr 

Für  «  =  0,  d.  h.  wenn  ds  parallel    zur    or- Achse,    werde    s  mit  i^ 
bezeichnet;  dann  findet  sich  wegen  /J  =  90°  und  t' =  90° 

_  9? 
und  ebenso  für  ß  =  0  bezw.  ^  =  0 

^i'      dl/  *^      dz  ' 

d.  h.  die  Koefficienten  der  Glieder  mit  den  Cosinusquadraten  in  der 
Gleichung  2,  also  die  partiellen  Differentialquotienten  von  |nachx, 
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von  ^  nach  y  und  f  nach  ;;:  sind  die  Dehnungen  im  Punkte  P 
nach  den  Richtungen  der  Koordinatenachsen. 

Zur  Ermittlung  der  Bedeutung  des  Koefficienten  der  Glieder 
mit  den  Cosinusprodukten  ziehen  wir  in  dem  ursprünglichen  Zn- 
stande des  Körpers  von  dem  beliebigen  Punkte  aus  parallel  zu 
den  Koordinatenachsen  Gerade  und  tragen  auf  ihnen  die  unend- 
lich kleinen  Strecken  da,  dy^  dz  ab.  In  Fig.  2  (Schnitt  senkrecht 
zur  ^- Achse)  sei  die  ursprüngliche  Lage  des  Punktes  mit  Po  be- 
zeichnet;  seine  Koordinaten  seien  y  und  z,  femer  P^Bq  =  dy  und 
PqCq  =  dz.     Infolge  der  Formänderung  ändern  sich  y  und  z  um  fj 


% 


^ 


^ 


Fi«.  8. 


bezw.  f.  Der  Punkt  Po  rückt  nach  P.  Die  Punkte  Bq  und  CJ, 
würden,  falls  weitere  Aenderungen  nicht  stattfanden,  nach  B  bezw.  C 
gelangen  {PB  =  PqBq,  PC=  PqCq),  Im  Allgemeinen  wird  jedoch 
auch  noch  eine  Verschiebung  von  C  nach  C  im  Sinne  der  y-Achse 


um  CC  ^  ~-  dz  und  von  B  nach  B'  im  Sinne  der  z- Achse  tun 


BB'  = 


dy  eintreten,    somit  eine  Aenderung  des  ursprünglich 


rechten  Winkels  BPC  um  die  beiden  sehr  kleinen  Winkel  CPC 

und    BPB'  statthaben.     Wegen    der    Kleinheit    der  Winkel    darf 

gesetzt  werden 

40* 
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cc 

PC 


BD' 
PB 


9^7    .    9C 


bz      ^y 


=  r 


X  J 


d.  i.  die  Aenderung  des  ursprünglich  rechten  Winkels  an  der 
;c-Kante  des  Parallelepipeds,  also  nach  §  28  die  Schiebung  oder 
Gleitung. 

Ebenso    finden    sich    für   die    Aenderungen    der   ursprunglich 
rechten  Winkel  an  der  y  und  der  ^r-Kante 


9f       8|__ 


85       9i7  ^ 


Hiernach  bedeuten  in  Gl.  2  die  Koefficienten  der  Glieder  mit 
den  Cosinusprodukten  die  Schiebungen  an  der  a-,  y-  bezw.  r-Kante 
des  unendlich  kleinen  durch  da,  dy,  dz  bestimmten  Parallelepipeds. 

Damit  geht  Gl.  2  über  in  die  folgende: 


s  =  €^  cos'  a  -i-  «„  cos'  ß"^  ^2  cos*  Y'^Yx  ^^®  ß  ^^^  Y 


Y  cos  Y  cos  a-\-Y^  cos  a  cos  /J. 


3) 


*4.  Darstellung  der  FornUlnderting. 

Wir  denken  uns  in  dem  Körper  —  vor  der  Formänderung  — 
eine    unendlich    kleine    Kugel    mit    P    als  Mittelpunkt  und  ds  als 


Fig.  3. 


Halbmesser,  Fig.  3.     PA^  PB  und  PC  seien  die  nach  den  Achsen 
der  ^,  y,  z  parallelen  Halbmesser  dieser  Kugel  und  dx^  dy,  d:  die 
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Koordinaten    eines    beliebigen    Punktes   Q  der  Kugelfläche  in  Be- 
ziehung auf  PA,  PB  und  PC  als  Achsen.     Dann  ist 

da?         du^  dz'         ^ 

ds'  ds^  da^ 

Durch  die  Formänderung  erfahren  die  drei  Halbmesser  die 
Dehnungen  «^,  «^,  s^  und  die  ursprünglich  rechten  Winkel  an  den 
Kanten  PA,  PB  und  PC  ändern  sich  um  y^,  y^  und  y^,  sodass 
das  Achsenkreuz  jetzt  ein  schiefwinkliges  geworden  ist.  Der 
Punkt  Q,  auf  dieses  schiefwinklige  System  bezogen,  wird  die 
Koordinaten 

djci  =  da  (1  -i-  f  J,         dy,  =  ^^  (1  -h  €y),         dzi  =  rfc  (1  -h  O 
zeigen,  woraus  folgt 

7  ^1  7  ^Vl  7  <^^i 

dx=    ^    .   — ,         du  =  ---  ^- — ,         dc  =  — --- 


y  « 


und  damit 


^1       \^  .    /        ^i^i        V  ■    /        ^~i        ^^=1      4) 


{l'i-ej)d8l        \(l-+-«,pd«/        \(l  +  Orf« 


d.  i.  die  Gleichung  eines  EUipsoids  in  Bezug  auf  die  konjugirten 
Halbmesser  (1  -h  sj)  da,  (1  H-  b^^  da,  (1  +  « J  rf*  als  Achsen.  Wir 
erkennen,  dass  eine  unendlich  kleine  Kugel  durch  die  Form- 
änderung in  ein  Ellipsoid  übergeht.  Dasselbe  wird  als  Form- 
änderungsellipsoid  bezeichnet. 

Um  ein  möglichst  klares  Bild  über  die  Bedeutung  der  unter 
Ziff.  1  enthaltenen  partiellen  Differentialquotienten  zu  erlangen, 
empfiehlt  es  sich,  die  Formänderung  eines  unendlich  kleinen  Parallele- 
pipeds  darzustellen. 

In  den  Fig.  4  bis  6  ist  dies  in  stark  übertriebenem  Masse  ge- 
schehen; die  Ableitungen  sind  eingetragen.  So  lässt  z.  B.  Fig.  4 
deutlich  erkennen,  wie  der  ursprünglich  in  Pq  liegende  Eckpunkt 
entsprechend    der  Aenderung  von  y  und  ^^  um  iy  bezw.  f  nach  P 

gerückt  ist,  wie  die  Kanten  dy  und  dz  ihre  Länge  um  ^-  dy  bezw. 
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^ 


?x    dz       9tj    ^ 


^i- 


^ 


—  7- 


■^ 


Flg.  4. 


~^dz   geändert   haben;    und    welche    parallel  zur   FZ-Ebene  ge- 
legenen Grössen  die  Aenderung  der  Kantenwinkel  bestimmen. 

Fig.  5  und  6    zeigen    das    Entsprechende    in    Bezug    auf  die 
parallel  zur  ZX-  bezw.  X  F-Ebene  liegenden  Grössen. 

Die  ursprüngliche,  durch  die  Strecken  dx^  dy^  dz  gegebene 
Diagonale  ds  des  Parallelepipeds  ist  in  die  Strecke  PP'  über- 
gegangen und  hat  dabei  die  durch  die  Gleichung  3  bestimmte 
Dehnung  erfahren.  Diese  Gleichung  ergab  die  Dehnungen  der 
angenommenen  Strecke  ds  als  Funktion  von  den  Dehnungen  in 
drei  ursprünglich  zu  einander  senkrechten  Richtungen  und  von 
Aenderungen  der  Winkel  dreier  ursprünglich  sich  rechtwinklig 
schneidenden  Ebenen.  Die  Darstellung  lässt  diesen  Zusammenhang 
zwischen  der  Längenänderung  der  Diagonale  des  Parallelepipeds 
und  den  Aenderungen  der  Kantenlängen  sowie  der  Kanten winkel 
deutlich  erkennen. 


3.  Sätze  über  die  Foi^nänderutig. 

Die  Grösse,  welche  Gl.  3  für  6  liefert,  hat  in  Hinsicht  auf  a,  ^ 
und  Y  die  gleiche  Form  wie  die  Grösse  c,  die  sich  aus  Gl.  6,  §6d. 
crgiebt;  der  eine  Ausdruck  geht  in  den  andern  über,  wenn  f^  durch 
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% 


-  -w 


4^3»! -    -   -^— S* 

-S  J"  '^Tl 1  / 

„  ox      ex       0\i    ' 


d — 


ae 


Fl».  6. 


^ 


'^ 


ct3 


Fig.  6. 
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<r^  u.  8.  w.,  sowie  7«  y^  ^^rch  r^  u.  s.  w.  ersetzt  wird.  Infolgedessen 
können  hier  sinngemäss  die  gleichen  Schlüsse  gezogen  werden. 

In  jedem  Punkte  des  Körpers  giebt  es  immer  drei  zu 
einander  senkrechte  Ebenen,  in  denen  keine  Schiebungen 
auftreten,  also  ^^.  =  ^^^^^  =  0  sind,  sodass  also  das  unendlich 
kleine  Parallelepiped,  das  von  diesen  Ebenen  begrenzt  wird,  dessen 
Kanten  also  die  Richtungen  der  Durchschnittslinien  dieser  Ebenen 
besitzen,  rechtwinklig  bleibt. 

Die  Dehnungen  nach  diesen  drei  Richtungen  heissen  die 
Hauptdehnungen.  Unter  ihnen  befindet  sich  der  grösste 
und  der  kleinste  Werth  der  Dehnungen,  die  überhaupt 
in  dem  betreffenden  Punkte  auftreten. 

Sie  seien  mit  fj,   f^  und   ^3   bezeichnet. 

Die  Summe  der  Dehnungen  nach  je  drei  beliebig  zu 
einander  senkrechten  Richtungen  ist  konstant  und  zwar 
gleich  der  Summe  der  drei  Hauptdehnungen: 

Diese  unveränderliche  Summe  hat  eine  besondere  Bedeutung. 
Das  Volumen  eines  unendlich  kleinen  Parallelepipeds  ist  vor  der 
Formänderung 

da;  dy  dz, 
infolge  derselben 

(1  4-  f  J  dx  (1  +  6,)  dy  (1  -h  «J  dz  =  c^  (1  +  f^  -f-  «^  -h  e^  dx  dy  d:, 

sofern   die  sehr  kleinen  Grössen  höherer  Ordnung  gegenüber  den- 
jenigen niederer  Ordnung  vernachlässigt  werden. 
Hiermit  die  Volumenzunahme 

(f^  -h  fy  +  €^  dx  dy  dz, 
demnach 

die  Zunahme  der  Volumeneinheit  oder  die  verhältnissmässige 
Volumenänderung,  welche  als  Volumenausdehnungskoefficient 
bezeichnet  werde. 
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§  67.  Beziehungen  zwischen  Spannungen  und  Formänderungen. 

Die  Elasticität  des  festen  Körpers  kann  in  den  verschiedenen 
Funkten  desselben  nach  allen  Richtungen  gleich  gross,  oder  sie 
kann  in  den  einzelnen  Punkten  und  nach  djen  verschiedenen 
Sichtungen  hin  verschieden  sein.  Das  Erstere  wird  dann  ein- 
treten, wenn  der  Körper  isotrop,  d.  h.  in  jedem  seiner  Punkte 
nach  allen  Richtungen  hin  gleich  beschaffen  ist,  wie  dies  z.  B. 
von  vorzüglichem  Flussstahl  bei  nicht  zu  grossen  Querschnitts- 
abmessungen mit  ziemlicher  Annäherung  erwartet  werden  darf.  Bei 
Körpern  von  regelmässigem  Gefüge,  die  nicht  isotrop  sind,  lassen 
sich  bestimmte  Richtungen  erkennen,  in  denen  die.  Elasticität  aus- 
gezeichnete Werthe  aufweist.  So  z.  B.  besitzt  ein  kreiscylindrisch 
gewalzter  Stab  aus  gutem,  sehnigem  Schweisseisen  in  der  Walz- 
richtung eine  solche  ausgezeichnete  Richtung;  in  allen  Richtungen 
senkrecht  zu  dieser  darf  zwar  mit  Annäherung  wieder  ein  und 
dieselbe  Elasticität  angenommen  werden,  deren  Grösse  wird  jedoch 
von  derjenigen  in  der  Walzrichtung  verschieden  sein.  Man  spricht 
in  solchen  Fällen  von  einer  Elasticitätsachse  des  Materials.  So 
zeigt  Holz  drei  ausgezeichnete  Richtungen:  eine  im  Sinne  der 
Fasern,  die  anderen  zwei  tangential  und  radial  in  Bezug  auf  die 
Jahresringe.     Man  spricht  dann  von  drei  Elasticitätsachsen. 

Handelt  es  sich  um  einen  Stoff,  welcher  in  verschiedenen 
Punkten  nach  verschiedenen  Richtungen  hin  verschiedene  Elasticität 
zeigt,  so  muss  im  Allgemeinen  die  Lage  der  Hauptdehnungen  zu 
den  Hauptspannungen  von  der  Veränderlichkeit  der  Elasticität  ab- 
hängen. Diese  Abhängigkeit  wird  im  Allgemeinen  nur  für  isotropes 
Material  verschwinden;  für  Material  mit  einer  oder  drei  Elasticitäts- 
achsen wird  dies  nur  in  besonderen  Fällen  eintreten  können^). 

Im  Falle  der  Isotropie  des  Materials  werden  —  wie  ohne 
Weiteres  aus  der  Anschauung  gefolgert  werden  darf  —  die 
Achsen     des    Spannungsellipsoides     mit     denjenigen     des 


')  Es  lasst  sich  nachweisen,  dass  bei  Köqiem  mit  drei  zu  einander  senk- 
rechten Elasticitätsachsen  die  llauptspaunungon  nur  dann  mit  den  llauptdehniingen 
zusammenfallen,  wenn  die  Hauptspanuungs-  und  Ilauptdehnung.srichtungen  mit 
den  Elasticitätsachsen  in  dem  betreffenden  Punkte  fibereinstimmen,  bei  Körpern 
mit  einer  Elasticitätsachse  nur  dann,  wenn  mit  ihr  eine  der  llauptspanuungs- 
oder  Ilanptdehnungsrichtungen  zusammenfallt. 
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FormänderungsellipsoideS;  also  die  Richtungen  der  Haupt- 
Spannungen  mit  denjenigen  der  Hauptdehnungen  zu- 
sammenfallen. 

Die  allgemeinen  Untersuchungen  der  Elasticitätslehrc  ver- 
langen; damit  sie  überhaupt  durchgeflährt  werden  können,  in  der 
Regel,  dass  isotropes  Material  vorausgesetzt  wird,  was  auch  im 
Folgenden  geschehen  soll.  Die  Ergebnisse  solcher  Betrachtungen 
gelten  deshalb  —  streng  genommen  —  auch  nur  für  derartige 
Körper. 

1.  Die  Hauptdehnufigen  und  tlie  Hauptspannungen. 

Auf  das  rechtwinklige  Parallelepiped  ABCD,  Fig.  1,  welches 
zu  dem  Koordinatensystem  so  gelegen  sein  möge,  dass  die  Kante  AC 


Flg.  1. 


parallel  zur  ^- Achse  läuft,  wirke  je  über  die  beiden  Endflächen  A  B 
und  CD  gleichmässig  vertheilt  angreifend,  die  gleiche  Kraft  P 
in  Richtung  der  o;- Achse.  Hierdurch  geht  der  Körper  ABCD  in 
ein  anderes  Parallelepiped  A^  ß,  Ci  D^  über  und  zwar  in  der  Weise, 
dass  die  zur  Richtung  von  P  parallelen  Kanten  sich  verlängern, 
während  die  anderen  senkrecht  dazu  stehenden  Kanten  sich  ver- 
kürzen. Die  durch  P.  hervorgerufene  Spannung  ist  eine  Haupt- 
spannung (Ti,  welche  unter  der  Voraussetzung,  dass  zwischen 
Spannungen  und  Dehnungen  Proportionalität  besteht,  mit  der  zu 
ihr  gehörigen  Dehnung  €^  durch  die  Gleichung 


€^  =  a(r, 


verbunden  erscheint,    worin  a  den  in  §  2  besprochenen  Dehnungs- 
koefficienten  bedeutet. 

Nach    den    beiden   dazu   senkrechten  Richtungen  der  t/  und  : 
wird  die  Dehnung  als  gleich  gross  betrachtet  und  durch 
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«X 


m 


gemessen,  worin  m  das  als  unTcränderlich  vorausgesetzte  Ver- 
hftltniss  der  Längsdehnung  zur  Querzusammenziehung  bedeutet 
(vergl.  §  7).     Wir  haben  somit 

die  Spannung        die  Dehnung 

in  Richtung  der  ar- Achse  ai  e^  =  a  a^ 

€ 

-     y-Achse  0  - 


r 

m 


r-Achse  0  —    ' 

VI 


Würde  das  Parallelepiped  in  Richtung  der  y- Achse  —  und 
zwar  nur  in  dieser  —  gezogen,  sodass  die  Normalspannung  (Xj 
und  die  Dehnung  €  =aa.j  eintritt,  so  ergäbe  sich 


die  Spannung 

die  Dehnung 

0 

m 

a.2 

*.v       « ffj 

f\ 

^ 

in  Richtung  der  jr-Achse 

-  y-Achse 

-  z-Achse 

m 

Würde  schliesslich  der  Zug  nur  in  Richtung  der  c-Achse 
stattfinden,  sodass  die  Normalspannung  a^  und  die  Dehnung 
€^  =  aai  stattfindet,  so  fände  sich 

die  Spannung      die  Dehnung 

f. 

in  Richtung  der  a?-Achse  0  — 

-  V'Achse  0  — 

'     z-Achse  (Tz  f,  =  a  (Tg. 

Wirken  sämmtliche  Zugkräfte  gleichzeitig,  so  bleiben  (Ti,  a-j 
und  (%  Hauptspannungen,  die  Hauptdehnungen  aber  sind 
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*l=*x — '         *>  =  S 


B.-^S^ 


m 


'      «3  =  «.  — 


m 


woraus  nach  Einführung  der  oben  angegebenen  Werthe  fiir  s^,  t 
und  €_ 


(Tg  -f-  0*3 

«1  =  a  Kl 


f  a  =  a    (Tg 


f3  =  a    O3  — 


m 


?7l 


.       .       1) 


Die  Addition  dieser  Gleichungen    giebt   unter  Beachtung  von 
Gl.  5,  §  66, 


0*1  "T-  Ö2  ~r~  Ö8  = 


VI         e 


m  —  2     a 


2) 


Die  erste  der  Gleichungen  1  liefert 


«•1 
m  Ci  —  (T.)  —  (T3  =  m  .      -  j 

a 


durch  Addition  dieser  Gleichung  mit  Gl.  2 


/.  \         m   I        e 

(T,  (1  -+-  w)  =     - -  -f-  fii 

a    \  m  —  2 


m         1 
1  -f-  m    a   \  m  —  2  ' 


nach  Einführung  von 


1       m        1          1         ,          .         2  (1  -+-  m)  .. 

— =     -     oder     ß  = a  .     .    0 


und  Ermittlung  der  Werthe  für  o",  und  a^ 
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ml/  e      \         2 


•       1 -hm  a   \  '       m  — 2/         /j\'       m-2 


ml/  e      \         2 


*»=  1-T-,»  T  r-'~*"  m-2/  =  /  r-+"m-2 


w»       1    /  e      \        2    I  e 


*"'"  iH-m    «   r^  m-2J~   ß  ^  '    '«-^ 


4) 


2»   Spannufigen  inul  Foinnünderungen  für  drei  heliebige,  zu 
einander  senkrecht  stehende  Hichtungen. 

Die  Gleichungen  4,  §  65,  gelten  für  das  Koordinatensystem,  wel- 
ches sich  ergiebt,  wenn  wir  die  Normalspannungen  c^,  a^^  und  (T,  im 
Punkte  P  für  drei  beliebige,  senkrecht  zu  einander  stehende  Ebenen 
zu  Koordinatenachsen  wählen.  Kehmen  wir  statt  dessen  die  drei 
Hauptspannungen  im  Punkte  P  zu  Koordinatenachsen,  also  die 
Ebenen,  in  denen  die  Hauptspannungen  wirken,  zu  Koordinaten- 
ebenen, so  folgt,  da  in  diesen  Ebenen  die  Schubspannungen  r^,  t^ 
und  T^  gleich  Null  sind  und  an  Stelle  von  (r^.,  c;,^  und  rr.  die 
Grössen  cTj,   02  und  ös  treten,  aus  den  Gleichungen  4,  §  65, 

p  cos  A  =  (Tj  cos  er,         p  cos  ^  =  a^  cos  /S?,         ;;  cos  v  =  a^  cos  y. 

Die  Nonnalspannung  a  in  dem  beliebigen  durch  den  Punkt  P 
gelegten  Flächenelement  bildet  mit  der  resultirenden  Spannung  p 
einen  Winkel  y,  für  welchen,  da  die  Richtungswinkel 

von     (T  et         ß         y 

p  X         II         V 

sind,  die  Beziehung 

cos  (p  =  cos  a  cos  k  -+-  cos  ß  cos  (i  +  cos  ^  cos  v 
gilt.     Somit 

a^p  cos  (f  =  (5\  cos^  a  -I-  (Tg  cos^ /S? -I-  0*3  cos''*  Y 

und  nach  Einfuhrung  der  Werthe,  welche  die  Gleichungen  4,  §  67 
für  die  Hauptspannungen  liefern. 
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2   /  e 

a  =    -  \€i cos^ a -f- fj cos' ß  +  fz cos* p'  H- —^.. 

ß  \  m  —  21 


Die  HeranziehuDg  der  GleichuDg  3,  §  66,  unter  Beachtung, 
dass  die  SchiebuDgen  wegfallen,  wenn  für  €^,  e  und  s,  die  Haupt- 
dehnungen  «i,  fj  und  Cg  gesetzt  werden,  führt  za 


folglich 


f  =  c,  cos'  o  -+-  f ä  cos*  ß  -+-  es  cos'  y, 


2   /  e 


5) 


Da  diese  Gleichung  für  eine  ganz  beliebige  Richtung  gilt,  so 
muss  sie  auch  für  drei  beliebige  zu  einander  senkrecht  stehende 
Richtungen  gelten,  somit 


ß   »  ' 


m  —  2    ' 


^'       ß  yy  '    w— 2/  ^ 


-       ß 


m  —  2'  ' 


€  =  a  lo".  — 


m 


6_  =  a  1(7,  — 


.    6) 


•V.  Bedetttufig  der  Grösse  ß. 

Die    Einführung    des    Werthes    €    aus    Gl.  3,    §66,    inGl.  •) 
ergiebt 

o    r 

s^  cos'-  cf  -4-  f ,  COS"  ß  -h  €^  cos^  ^  +  ^^  cos  /J  cos  y 


-j-  y    cos  y  cos  «  +  r   cos  a  cos  /:?  H y  ■  (cos'-a  4-  cos^Ä  -h  cosV' 

^  -  w  —  2 


wobei  der  Faktor  von 


ni 


-  ^>> 


am  Schlüsse    mit  Rücksicht  auf  i^^ 


Spätere  an  Stelle  von   1   gewählt  worden  ist. 
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Aus  GL  6,    §  65,    folgt   unter  BeachtuDg    der  Gleichungen  6 
dieses  Paragraphen 


2 


ff    cos^  a  -+-  B,,  cos^  tf  -+-  «.  cos*-*  y  H 7^  (cos^  a  4-  cos  ^8  +  cos^  y) 

-H  2  r.  cos  /?  cos  y  +  2  r  cos  p'  cos  a  -f-  2  r^  cos  a  cos  /J. 


Da  die  beiden  fttr  er  gefundenen  Werthe  einander  gleich  sein 
müssen^  so  ergiebt  sich 

2 

-  -  {Yx  ^^^  ß  ^^s  ^  "^  ^y  ^^^  ^  ^^^  "  +  y'«  cos  a  cos  /!^) 

=  2  T   cos ß  cos/'  +  2  T  cos  T'  cos  a  -+-  2  r.  cos  a  cos  /5?, 

r — y  )  cos  /J  cos  /'  +  (/?  t — y  )  cos  y  cos  a  -+-  (/i?  r —  rJ  cos  a  cos  /J  =  0. 

Soll  diese  Gleichung    für    beliebige  Werthe  von    er,    /J  und  ;' 
bestehen,  so  muss 

Tr  =  ß^x^        ry  =  ß^y,        rz  =  ß\  '    •    •    '<f) 

sein,  d.  h.  ß  ist  diejenige  Erfahrungszahl,  mit  welcher  die  Schub- 
spannungen multiplicirt  werden  müssen,  um  die  Schiebung  zu  er. 
halten,  also  der  Schubkoefficient  (§  29).  Zwischen  ihm  und 
dem  Dehnungskoefficienten  a  besteht  die  Beziehung  Gl.  3, 
wie  bereits  §  31,  Ziff.  2,  unmittelbar  festgestellt  worden  ist. 


§  68.    Allgemeine  Aufgabe  der  Elasticitätslehre  und  Weg  zur 

Lösung  derselben. 

Die  Aufgabe  der  Elasticitätslehre  begreift  in  sich: 

1.  die  Feststellung  des  Zusammenhanges  zwischen  den  äusseren 
Kräften,  welche  auf  den  in  Betracht  gezogenen  Körper  wirken, 
und  den  durch  sie  hervorgerufenen  Formänderungen, 

2.  die  Feststellung  der  Abmessungen  eines  solchen  Körpers 
unter  der  Bedingung,  dass  die  Formänderung,  d.  i.  die  grösste 
Hauptdehnung,  in  keinem  Punkte  desselben  die  höchstens  noch 
für  zulässig  erachtete  Grenze  überschreitet,  und  unter  der  weiteren 
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Forderung,  dass  die  Gesammtformänderung  des  belasteten  Körpers 
innerhalb  der  Grenze  bleibe,  welche  durch  den  besonderen  Zweck 
desselben  oder  durch  den  Zusammenhang  mit  anderen  Theilen 
gesteckt  ist. 

Die  Lösung  dieser  Aufgabe  fordert  in  erster  Linie  die  E^ 
mittlung  der  Hauptdehnungen  in  einem  beliebigen  Punkte  P  des 
Körpers;  denn  unter  ihnen  befindet  sich  die  grösste  und  kleinste, 
welche  überhaupt  in  dem  Punkte  auftritt. 

Allgemein  würde  dabei  in  folgender  Weise    vorzugehen    sein. 

Für  den  Punkt  P  sind  ä*,  y  und  z  die  Koordinaten  vor  Ein- 
tritt der  Formänderung,  |,  «/  und  f  deren  Aenderungen  infolge 
der  letzteren  und  damit  nach  den  Gleichungen  6  sowie  7,  §  67. 
und  den  in  §  66  unter  ZijQF.  1  für  6^,  6,,  €^,  y^,  y  und  y.  gefun- 
denen Ausdrücken 


m-iV  ^'J 


z 


1) 


worin 


9S    ,    a?    ,    Of  ^         2(l-f-m) 


O.r        dy         0  * '  m 

Die  aus  den  Gleichungen  1  folgenden  Werthe  der  sechs 
Spannungskomponenten  sind  in  die  Gleichungen  3,  §  65,  einzu- 
setzen. Hierdurch  werden  drei  simultane  partielle  DiflFerential' 
gleichungcn  zweiter  Ordnung  für  die  Grössen  5>  ^  nnd  ^  erhalten. 
Bei  der  Integration  werden  im  Allgemeinen  Funktionen  einzuführen 
sein,  welche  in  Bezug  auf  diejenige  Veränderliche,  nach  welcher 
jeweils  integrirt  wird,  konstant  sind.  Diese  Funktionen  sind  durch 
die  Oberflächenbedingungen,  d.  h.  dadurch  bestimmt, 

a)  dass  die  Spannungskomponenten 

/)  cos  ).  p  cos  /i  p  cos  V 
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in  den  Gleichungen  4,  §  65,  für  die  Punkte  der  Körperoberfläche 
(durch  die  Belastung)  gegebene  Werthe  haben, 

b)  dass  5,  fjy  C  für  gewisse  Punkte  von  vornherein  bekannt 
sind,  oder  doch  ermittelt  werden  können  (Unterstützung  des  Körpers). 

Sind  hiernach  ?,  «/,  f  als  Funktionen  von  a?,  y,  z  festgestellt, 
so  ergeben  sich 

XI  yi  zi  X'  y'  z 

aus  den  Gleichungen  1,  sodann  die  Hauptspannungen  aus  Glei- 
chung 8,  §  65,  und  die  Hauptdehnungen  mittelst  der  Gleichungen  1, 
§67. 

Oder  es  kann  auch  so  verfahren  werden,  dass,  nachdem  J,  17,  f 
als  Funktionen  von  a?,  y,  z  vorliegen. 


€ 

X 


1        ^yJ        *«;        ^a:7        yyi        Yz 


mittelst  der  in  §  66  unter  ZijQF.  1  für  diese  Grössen  gefundenen 
Beziehungen  und  aus  ihnen  die  Hauptdehnungen  berechnet  werden. 
In  den  weitaus,  meisten  Fällen  der  technischen  Anwendung 
erweist  sich  die  Integration  der  partiellen  Differentialgleichungen 
als  unausführbar,  infolgedessen  das  angedeutete  Verfahren,  trotz 
seiner  Einfachheit  in  grundsätzlicher  Hinsicht,  nur  in  Ausnahme- 
fällen zum  Ziel  führt.  Unter  diesen  Verhältnissen  geht  man 
zweckmässiger  Weise  derart  vor,  dass  zunächst  einfache  Fälle  be- 
trachtet und  von  diesen  unter  Benützung  der  gewonnenen  Ergeb- 
nisse zu  zusammengesetzteren  fortgeschritten  wird.  Die  hierbei 
auftretenden  Schwierigkeiten  sucht  man  durch  geeignete  Annahmen 
au  überwinden.  Dieser  Weg,  der  nach  heutigem  Stand  für  den 
Ingenieur  —  wie  bereits  bemerkt,  mit  ganz  seltenen  Ausnahmen  — 
allein  übrig  bleibt,  ist  in  den  ersten  7  Abschnitten  dieses  Buches 
beschritten.  Dass  es  trotzdem  für  den  Ingenieur  angezeigt  ist,  die 
allgemeinen  Beziehungen  dieses  Abschnittes  zu  kennen,  ergiebt 
eich  aus  dem  im  Vorwort  zur  vierten  Auflage  Bemerkten. 


CBaeh,  ElMticItftt    4.  Aufl.  41 
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g  69.     Anwendung  auf  den  Sonderfall  der  Belastnng  eines  geradea 
Btabfürmigcn  K&rpers. 

/"und  F',  Fig.  1,  seien  zwei  unendlicli  nahe  gelegene  Quer- 
schnitte des  stabförniigen  Körpers.  Die  auf  ihn  wirkenden  äusseren 
Kräfte  lassen  sich  für  den  in  Betracht  gezogenen  Querschnitt  F 
ersetzen:  durch  eine  im  Schwerpunkte  desselben  angreifende 
Kraft  R  und  dui'ch  ein  Kräftepaar  vom  Moment  A/,  entsprechend 
der  Paarachse  OAf.  Durch  Zerlegung  senkrecht  zum  Querschnitt 
und  parallel  zu  demselben  ergeben  sich 

die  Kraftkomponenten       R,    /?, , 

die  Momentkomponenten  M,   M^. 


Die  Kraft  Ü,  veranlasBt,  je  nachdem  sie  ziehend  oder  drückend 
wirkt,  eine  Zu-  oder  Abnabme  der  Entfernung  der  beiden  Quer- 
schnitte F  nnd  F'  von  einander,  verursacht  also  positive  oder 
negative  Dehnungen,  ruft  demgemäss  Normalspannnngen  wach: 
Fall  der  einfachen  Zug-  oder  Üruckelasticität  {S.  88,   142). 

Das  Kräftepaar  Jl/,  mit  der  Paarachse  M^  bewirkt  eine  Aeude- 
rung  der  gegenBeitigcn  Neigung  von  /''  zu  F',  verursacht  also  posi- 
tive und  negative  Dehnungen  und  ruft  damit  positive  and  n^a- 
tive  Normatspannungen  wach :  Fall  der  einfachen  BiegnngaelasticitU 
(S.  175). 

Die  Kraft  i?j  veranlasst  eine  YerBchieboDg  der  Flächenelemenl« 
von  F  gegen  diejenigen  von  F',  d.  Ii.  Schiebungen,  und  ruft  dem- 
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entsprechend  Schubspannungen  wach:  Fall  der  einfachen  Schub- 
elasticität  (S.  343). 

Das  Kräftepaar  J/i  bewirkt  Verdrehungen  der  Flächenelemente 
in  F  gegen  diejenigen  in  F^  also  Schiebungen,  und  ruft  dem- 
gemäss  Schubspannungen  wach:  Fall  der  einfachen  Drehungs- 
elasticität  (S.  289). 

Hiemach  haben  wir  als  Hauptwirkungen  von  R  und  3/ erkannt: 
Aenderung  der  Entfernung  und  der  Neigung  der  beiden  Quer- 
schnitte, Verschiebung  und  Verdrehung  der  beiden  Querschnitte 
gegen  einander.  Im  Allgemeinen  wird  noch  eine  Krümmung  der- 
selben   eintreten^    die    von    der    Gesetzmässigkeit    abhängt,    nach 


Flg.  2. 


welcher  sich  die  Dehnungen  und  Schiebungen  im  Querschnitt  F 
von  Flächenelement  zu  Flächenelement  und  von  den  Flächon- 
elementen  des  Querschnitts  F  zu  den  gleichgelegenen  von  F  ändern. 
In  dem  beliebigen  Punkte  P  des  Querschnitts  F^  Fig.  2,  er- 
halten wir  als  Gesammtwirkung  eine  resultirende  Normalspannung  cr^ 
(in  Richtung  der  Stabachse  wirkend,  welche  wir  uns  als  j^ Achse 
denken  wollen)  und  eine  resultirende  Schubspannung  t.  Letztere 
zerlegen  wir  nach  Fig.  2  in  zwei  Komponenten  parallel  zur  y-  und 
zur  ;:-Achse  und  erhalten  somit  für  den  Punkt  P  die  Spannungen 

•' '  .'/ '  - 

Damit  geht  die   Gleichung  8,  §  05,  für  die  Hauptspahnungen 

wegen 

41* 
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*,=  0'),  *,  =  0«),  r^  =  0') 


über  in 


<^'-<^.<^'-(v  +  0<^=o, 


woraus  die  eine  Wurzel  03  =  0  folgt  (das  SpannuDgsellipsoid  wird 
zur  Spannungsellipse),  während  für  die  beiden  anderen  Haupt- 
spannungen mit 


V  ■+■  < = '' 


sich  ergiebt 


,  (T,  +  Fff/  H-  4  i'l  '      .     .     .     .     1) 


<f.  =  ^<f.-y^J^i^'] 


2) 


Für  die  Hauptdehnungen   folgt  aus  den  Gleichungen  1,  §  67, 
wegen  (J3  =  0 


1^         ^'^ 


f a  =  a  I  Oj , , 

m 


f3  =  « 

VI 


somit 


a  2  ??i      -^ 


v^f'^^^'    ■  ■  3)') 


')  Diese  3  Gleichungen  führen  zur  Erfüllung  der  Gleichung  9,  §  (Jö,  und 
damit  -  -  wie  schon  dort  bemerkt  —  zum  Uehergang  des  Ellipsoids  in  ein»' 
Ellipse. 

-;  In  linderer  Weise  wurde  diese  Gleichung  bereits  in  §  48  abgeleitet. 
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fy  m  —  1  m  +  1  ^j'^  j 


a  2  m      ^         2  m 


f3  ^r 


j/(r;+4i%       .     .    4)0 


€t  m 


5) 


Ist  a^  positiv,  einem  Zug  entsprechend,  so  wird,  da.  in  der 
Regel  die  zulässige  Anstrengung  gegenüber  Zug  kleiner  zu  sein 
pflegt,  als  gegenüber  Druck,  Gl.  3  massgebend.  Wenn  a^  negativ 
ist,  einem  Druck  entsprechend,  so  wird  Gl.  4  einen  grösseren 
Werth  ergeben  als  Gl.  3;  dabei  ist  aber  immerhin  zu  prüfen,  ob 
die  kleinere,  aus  Gl.  3  folgende  Zuginanspruchnahme  nicht  mass- 
gebend wird. 

Im  Uebrigen  ist  das  im  zweiten  Theil  von  §  48  Gesagte,  be- 
treffend die  Einführung  des  Berichtigungskoefficienten  oq,  zu  be- 
achten. 

Da  die  Gleichung  3  bezw.  4  häufige  Benutzung  erfährt,  so 
erscheint  es  angezeigt,  an  dieser  Stelle  nochmals  die  Voraus- 
setzungen zusammenzustellen,  auf  denen  sie  beruht,  und  das  umso- 
mehr,  als  diese  nicht  selten  recht  ungenügend  erfüllt  sind,  ohne 
dass  daran  auch  nur  gedacht  wird. 

1.  Die  allgemeinen  Voraussetzungen  der  Elasticitätslehre : 

a)  Isotropie  des  Materials, 

b)  Proportionalität  zwischen  Dehnungen  und  Spannungen, 
sowie  Unveränderlichkeit  des  Verhältnisses  zwischen 
Längsdehnung  und  Querzusammenziehung, 

c)  Elasticität  gegenüber  Druck  ist  die  gleiche  wie  gegen- 
über Zug, 

d)  Formänderungen  sind  so  klein,  dass  die  Proportiona- 
litätsgrenze nicht  überechritten  wird. 

2.  Die  Sondervoraussetzungen: 

a)  (T,^  -=  0     und     fr,  =  0, 

d.  h.  Normalspannungen  senkrecht  zur  Stabachse  treten 
nicht    auf;    (diese    Voraussetzung    ist    z.    B.  bei    einer 

*)  S.  Fus.sl»emorkung  2,  .S.  (544. 
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Welle  da,  wo  diese  durch  die  Nabe  einer  Kurbel,  eines 
Rades  u.  s.  w.  in  radialer  Richtung  stark  gepresst  wird, 
nicht  erfüllt.) 

b)  r,  =  0, 

d.  h.  Schubspannungen,  welche  in  Ebenen  wirken,  die 
sich  in  Parallelen  zur  Stabachse  rechtwinklig  schneiden, 
sind  nicht  vorhanden;  (diese  Voraussetzung  ist  beispiels- 
weise bei  einer  Welle  da,  wo  auf  diese  durch  ein  auf- 
gekeiltes Rad  oder  eine  aufgekeilte  Kurbel  ein  bedeu- 
tendes Drehmoment  übertragen  wird,  nicht  erfüllt.) 

Denkt  man  sich  den  geraden  stabformigen  Körper  aus  Fasern 
bestehend,  so  kommen  die  Voraussetzungen 

darauf  hinaus,  dass  diese  Fasern  weder  einen  Zug,  noch  einen 
Druck,  noch  einen  Querschub  auf  einander  äussern,  also  auch 
nicht  von  aussen  empfangen. 


Bedeutung  der  in  den  Gleichungen  auftretenden 

Bucbstabengrössen. 


A     FonnändeniDgsarbeit  (§  41  u.  f.),  Konstante. 

a  bei  elliptischen  Querschnitten  die  grosse  Halbachse,  bei  elliptischen  Platten 
die  grosse  Achse  der  Ellipse;  die  eine  Seite  eines  rechteckigen  i Quer- 
schnitts, einer  rechteckigen  Platte;  Seite  des  quadratischen  Querschnitts, 
der  quadratischen  Platte;  Abstand  (unveränderlicher). 

Oq    grosse  Halbachse  der  inneren  Begrenzung  eines  Ellipsenringes. 

tf]  Oj  Abstände. 

B    Konstante. 

b  bei  elliptischen  Querschnitten  die  kleine  Halbachse,  bei  elliptischen  Platten 
die  kleine  Achse  der  Ellipse;  die  andere  Seite  eines  rechteckigen  Quer- 
schnitts, einer  rechteckigen  Platte;  Seite  eines  regelmässigen  Dreiecks 
oder  Sechsecks;  Breitenabmessung;  Abstand  (unveränderlicher). 

^0  kleine  Halbachse  der  inneren  Begrenzung  eines  Ellipsenringes;  Breitenab- 
messung. ^ 

Cj  C,  Integrationskonstante. 

d      Durchmesser  im  Allgemeinen,  bei  Hohlstäben  der  äussere  Durchmesser. 
</q     innerer  Durchmesser  eines  Hohlcylinders. 
d^   mittlerer         -  -  -  . 

eei  ej  Abstände,  für  gerade  Stäbe  s.  §  16,  für  gekrümmte  s.  §  54. 
e      Kreishalbmesser;  Basis  der  natürlichen  Logarithmen, 
e  =  ,,  -4-  ,,  -4-  ,3  (§  58,  Gleichung  2,  §  66,  §  68). 

F   Grösse  einer  Fläche. 
/     Querschnitt, 
/o/i  Sonderwerthe  von  /. 

/j  Querschnitt  an  der  Bnichstelie  des  zerrissenen  Stabes,  dessen  ursprünglicher 
Querschnitt  die  Grosse  /  besass. 

Q    Eigengewicht. 

H    Horizontalkraft. 

h      Hohe  eines  Querschnitts,  eines  Prisma:  Stärke  einer  Platte. 

^0    Höhenabmessung. 

t       Anzahl  der  Windungen  einer  Schriiubenfeder. 


g48     Bedeutung  lier  Id  den  Gleichungen  auftretenden  Buchstabengnissen. 

A'.  Zugfestigkeit  (§  3). 

K  Druckfestigkeit  (§  11). 

K^^  Biegungsfestigkeit  (§  22\ 

A'^  Drehungsfestigkeit  (§  35). 

K^  Schubfestigkeit  (§  15,  §  40). 

A-,  zulässige  Anstrengung  gegenüber  Zug. 

k  '  '  -  Druck. 

k\  -  -  -  Biegung.' 

k^  -  -  Drehung. 

Z:^  -  -  -  Schub. 

/       Länge  des  Körpers. 

/^  die  Länge,  welche  das  ursprünglich  /  lange  Stabstück  nach  dem  Zerreissen 
besitzt. 

M     Moment  im  Allgemeinen. 

Mj^  Moment  im  Punkt  A  (§  18,  Ziflf.  3). 

M^    biegendes  Moment. 

max  (il/ji,)  Grösstwerth  von  .1/^. 

J/^   drehendes  Moment. 

yi^  Moment,  herrührend  von  den  auf  den  Umfang  einer  Platte  wirkenden  W'ider- 

lagskräften  (?61). 
t 
J/y  =  f2y  f]  dtj  statisches  Moment  (s.  §  39). 

m  Exponent,  welcher  die  Veränderlichkeit  der  Dehnung  zum  Ausdruck  bringt 
(§4  und  §5,  insbesondere  Ziff.  3  daselbst):  Verhältniss  der  LäDg>- 
dehnung  zur  Querzusammenziehung  (§7,  §67);  Koeflficient  (§33). 

//<,  uud  ///._.  Sonderwertlie  des  Exponenten  m  (§  20,  Ziff.  4). 

//       Grösst»  einer  Strecke:  Koefficient. 

I*      Zug-  oder  Druekknift,  Einzelkraft. 

^*ma  r  Hnu'libelastung. 

Pq     Knickbolastung  (§  24). 

jt  Btiliistung  der  Längeneinheit  einCvS  auf  Biegung  beanspruchten  Stabes,  Span- 
nung im  Allgemeinen. 

y^  Pit  P-2-!  I'a't  Pr  P^essungcn  auf  die  Flächeneinheit  (§60,  §53',  Spannungi*n  (§  65  • 

j).      Pressung  im  Inneren  eines  Ilohlgefässes,  fnr  p^^=0  innerer  Ueberdruck. 

j\^  -         (it-r    (la.s    llulilgefäss    umsehliessenden    Flüssigkeiten,     für    ^> .  =  0 

äusserer  Ueberdruck. 

PrP.iP-    Spannungen  in  drei  zu  einander  senkrechten  Ebenen  (§65). 

(l      i^loichniässig  ül)er  den  gebogenen  Stab  vertheilte  1/ast,  Einzellast  ;§  55,  Ziff.  1  . 
'2(^    Belastung  eines   llnhlcylinders  auf  die  Längeneinheit  (§55,  Ziff.  2). 

r       Kreislialliiuesser,    Krüniinungshalbniesser    insbesondere    der   Mittellinie    eines 
•^^ekrünniitcn  Stabes  vor  der  Formänderung,  Trägheitshalbnu'sser  :^^  26 . 
/•,  A.  Sniidt-rwertho  von  ;•  (§  57,  Fig.  4  bis  6;. 
>*„       Sonderwertli   von  r  (§  CO,   Fig.  17). 

/•;      innerer   Ourclimesscr  eines   Unidcvlinders,  einer  llnhlkujjel. 
/•         äUsS«M'er  -  -  -  -  -  . 
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€    Sicherheitskoefficicnt  gegenüber  Knickung  (§  25). 

8    Schubkraft. 

f     Wandstärke,  Strecke. 

y     Umfang  des  Querschnittes. 

V  Volumen. 

X    beliebige  Strecke,  Abscisse. 
x'    Koordinate  (§  65). 

y     Koordinate,     insbesondere    Ordinate    der    elastischen    Linie,    Querschnittsab- 

niessung. 
y'    Koonlinate,  Durchbiegung  eines  Stabes  infolge  des  biegenden  Momentes  (§  18), 

Zusammendruckung  oder  Verlängerung  einer  Schrauben fed er  (§  57). 
y"  Durchbiegung  eines  Stabes  infolge  der  Schubkraft  (§  52,  Ziflf.  2  b). 

IT,   W^  und   W^  Widerlagskräfte  (§  61). 

X  Y  Z  Komponenten  von  Massenkräften  (§  65). 

Z^Jxydf  (§  21,  Gleichung  2). 

z     Koordinate;  Abstand,  Querschnittsabmessung. 

jc'*  Koordinate,  Durchbiegung  plattenfurmiger  Körper. 

£q    Sonderwerth  von  z\ 

Zq    Schwerpunktsabstaud  (S.  237). 

n     Dehnungskoefficient   (§  2,    reciproker  Werth  des  Elasticitätsmodul),    Dehnung 

für  die  Spannung  1  (§  4  und  §  5);  Winkel;  Konstante. 
0|  und  ff,  Sonderwerthe  der  Dehnung  für  die  Spannung  1  (§  20,  Ziff.  4). 
«0   Anstrengungsverhältniss  (§  48). 

ß  Schubkoefficient  (§  29,  reciproker  Werth  des  Schubclasticitätsmodul,  §  67): 
Winkel,  insbesondere  der  elastischen  Linie  mit  der  ursprünglichen  Stab- 
achse (§  18);  Konstante. 

K 
ßo  =  -ir  (§  45,  Ziff.  1). 

y     Schiebung,  Winkelanderung  (§  28),  Gewicht  der  Volumeneinhcit,  Winkel. 
Vi  Vu  Ys  Winkeländerung  (Schiebung)  au  der  x-,  y-  bezw.  ;;-Kanto  (§  66,  §  67). 
Ymax  Crrösstwerth  der  Schiebung  y. 

§     verhältnissmässige  Dehnung  (§  2). 

*'    Sonderwerthe  von  t. 

*^  -  -     Querdehnung  (§  7). 

«0  -  -     Dehnung  der  Mittellinie  (§  54). 

*i  'a'3  ^iö  Dehnungen  in  den  drei  Ilauptrichtungen  (§  58),  die  llauptdelmungen  (§  66). 

*x  *y*x  I^ehnungen  in  Richtung  der  x-Achse,  bezw.  der  y-  und  c-Achse. 

f     Aenderung  von  2  (§  58,  §  66). 

J7  Koordinate;  Abstand,  insbesondere  eines  Flfichenelementos  von  der  einen 
Hauptachse  des  Querschnitts,  Aenderung  von  y  (§  66). 

S    Trägheitsmoment  eines  Querschnitts  im  Allgemeinen,    meist   jedoch   in    Bezug 

auf  die  eine  Hauptachse. 
ö'   polares  Trägheitsmoment  eines  Querschnitts. 
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^1  ^8  ^x  ^v  Trägheitsmomente  in  Bezug  auf  besonders  bezeichnete  Achsen. 
(h    verhältnissmässiger  Drehungsivinkel  (§  33,  §  43). 

*      Koefficient  (§  42). 

X     Zerknickungskoefficient  (§  26). 


-n 


df  (§  54). 


X     Winkel  (§  65). 

X  X*  X"  Längenänderungen  eines  Stabes  (§  1,  §  2,  §  4,  §  5,  §  41). 

/n    Koefficient  {§  46),  insbesondere  Berichtigungskoefficient  (§  60,  Ziff.  4,  §  61  u.  f.). 

//o  Koefficient  (§  22,  S.  237). 

V     Winkel. 

I     Koordinate,  Aenderung  von  x  (§  66). 

71  =  3,14159. 

(>  Krümmungshalbmesser,  insbesondere  der  elastischen  Linie:  Abstand  eines 
beliebigen  (Juerschnittselementes  von  der  Drehungsachse  (§  32,  Fig.  4, 
Gleichung  1). 

9a  Qb  Sonderwerthe  von  q  (§  61). 

a     N«)rmalspannung  (§  1,  §  29,  erster  Absatz). 

^^»^  Grösstwerth  von  er. 

tnax 

Ci  ffj  Sonderwerthe  von  a. 

Oj.  a  a^  Normalspannungen  in  Richtung  der  x-Achse,  bezw.  y-  und  -:-Ach.se. 
^a  ^b  grösste  Nonnalspannung  im  Streifen  von  der  Länge  o,  bezw.  6  (§  61). 
ö^  <7.   Druck-,  bezw.  Zugspannung  (§  20,  Ziff.  4). 

T     Schubspannung  (§  29). 

^mar  Grösstwerth  von  t  bei  Schub  (§  38,  §  39). 

Ti    Sontlorwerth  von  t. 

Tj.  T  T^  Schubspannungeu  senkrecht  zur  Richtung  der  J-Achse,  der  /y-  bezw. 
-c- Achse  (§  65). 

t'     Sohubsipannung  an  näher  bestimmter  Stelle. 

t'  i!  die  Werthe  von  r     und  r,   an  einer  solchen  Stelle. 

T^  fj  Schubspannungeu,  unterschieden  je  nachdem  sie  von  der  Schubkraft  oder 
vom  drehenden  Moment  hervorgerufen  worden. 

"^mar  Scliubspaunung  in  den  Endpunkten  der  kleinen  Halbachse  eines  elliptischen 
Querschnitts. 

7^^  Schub^ipanniing  in  den  Mitten  der  langen  Seiten  eines  rechteckigen  Quer- 
schnitts. 

1  fl  Scliubspsumung  in  den  Mitton  der  kurzen  Seiten  eines  rechteckigen  Quer- 
schuittji. 

//  Dohnuiig  (los  zerrissenen  Stabes  in  Procenten  (§  8);  Winkel  (von  veränder- 
licher Grösse).  Koefticient  (§  34). 

♦/;  Querschnittsverinindcrung  dos  zerrissenen  Stabes  in  Procenten  (§  8):  Winkel, 
Koefficient  (§  35,  Ziff.  2,  §  60,  Ziff.  4). 

CO     nefestigiuiirskoefticient  (§  24,  §  25},  Winkel. 

VorhältiHssniässi;::o  Aenderung  des  Querschnittswinkels  (§  54). 


Beriohtigangen« 

S.  238,  Zeile  14  von  oben  lies    „kgm/ccm"  statt  „kg/ccm". 

„diejenige*'  statt  ^derjenigen". 
„Ci'C/«  statt  „C,'C/CC". 
im  Nenner  „ö/i^^  statt  „^'/<". 
.4cr^'«  statt  n4V^ 


S.  366,      - 

-     16     - 

- 

S.384, 

-       7     - 

unten    - 

S.  429, 

7     - 

oben     - 

S.  582,      • 

-       9     - 

_ 

S.  582, 

-      10     - 

_ 

„9  ff/  statt  „9<;/\ 
S.  623,  Gleichung  8  ist  auf  der  linken  Seite  zu  Anfang  der  zweiten  Zeile 
durch  das  Glied  —  a^^  <r    a   zu  ergänzen,  sodass  diese  Zeile  lautet 

—  (X    a    a    -ho    T'-4-ö"r'-hff    t'  —  2ttt=0. 

X     y     s  X     X  y    y       *        z     x  x    y    z 

S.  623,  Gleichung  9  ist    auf  der  linken  Seite  durch  dasselbe  Glied  zu  er- 
gänzen. 
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Tersuche 

Über  Ventilbelastung  und  Ventilwiderstand. 

Von  C.  Bach, 

K.  Wttrtt.  Baadirektor,  Professor  d.  Maschinen-Ingenleurwetens  a.  d.  K.  Techn.  Hoohsohale  Stattgart. 

]Vüt  5  lithographischen  Tafehi.  —  Preia  M.  3,—. 

Tersuche 

Über  die  Widerstandsfähigkeit  ebener  Platten. 

Von  C.  Bach, 

K.Württ.  Baudirektor,  Professor  d.  Maschinen-Ingenieurwesens  a.  d.  K.  Techn.  Hochschule  Stuttgart. 

Mit  in  den  Text  gedruckten  Abbildungen.  —  Preis  M.  2,60. 


Tersuche 

fiber  die  Widerstandsfähigkeit  von  Kesselwandungen. 

Von  C.  Bach, 

K.  Wflrtt.  Baudirektor,  Professor  d.  Maschinen-Ingen ieurwesens  a.  d.  K.  Techn.  Hochschule  Stuttgart. 

Heft  1*  Wasserkammorplatten  von  Wasserröhrenkesseln.  Mit  yj  in  den  Text  gedruckten 
Abbildungen.  Preis  M.  2,40. 

Heft  2.  Die  Berechnung  flacher,  durch  Anker  oder  Stehbolzen  unterstQtxter  Kesselwandungen 
und  die  Ergebnisse  der  neuesten  hierauf  bexflglichen  Versuche.  —  Die  auf  der  kaiserlichen 
Werft  in  Danxtg  von  1887  bis  1892  ausgeführten  Verancbe  über  die  Widerstandsf&higkeit  von 
Flammrohren.    Mit  ^6  in  den  Text  gedruckten  Abbildungen  und  a  Tafeln,    Preis  M.  3,— . 

Heft  3*     Untenmchnngen    über    die    Formftnderungcn    und    die    Anstrengung    flacher    B&den. 

Mit  67  Abbildungen  im  Text  und  auf  a  Tafeln.  Preis  M.  3, — . 

Heft  4.     Versucbe  mit  Flanschenverbindungen  cu   Rohrleitungen  für  hohen  Dampfdruck  und 

im   Zusammenhange   hiermit  Untersuchungen    über   das   Arbeitsvermögen   von   Gusseisen, 

Flusseisen,  Bronce-  und  Stahlguss.    Mit  jo  Abbildungen  im  Text.  Preis  M.  f, — . 

Heft  5«    Untersuchungen  über  die   Formftndernngen   und   die  Anstrengung   gewölbter  Böden. 

Mit  81  Abbildungen  im  Text  und  auf  a  Tafeln.  Preis  M.  3,—  . 


Geschichte  der  Dampfmaschine. 

Ihre  kulturelle  Bedeutung,  technische  Entwicklung  und  ihre  grossen  Männer. 

Von  Conrad  MatschosSy  Ingenieur. 

Mit  188  Abbildungen  im  Text,  2  Tafeln  und  5  Bildnissen. 
Elegant  gebunden  Preia  M.  10,—. 


Die   Hebezeuge. 

Theorie  und  Kritik  ausgeführter  Konstruktionen  mit  besonderer  Berücksichtigung 

der  elektrischen  Anlagen.  • 
Ein  Handbuch  für  Ingenieure.  Techniker  und  Studirende. 

Von  Ad.  Ernst, 

Professor  des  Maschinen-Ingenieurwesens  a.  d.  Kgl.  Tcehn.  Hochschule  zu  Stuttgart. 

Dritte  neubearbeitete  Auflage. 

Drei  Bünde.    Mit  über  1000  Textftguren  und  85  lithographirten  Tafeln. 
In  3  Leinwand  bänden  gebunden  Preis  M.  00,—. 

Kondensation. 

Ein  Lehr-  und  Handbuch  über  Kondensation  und  alle  damit  z.usammenhängendcn 

Fragen,  auch  einschliesslich  der  Wasserrück kühlung. 

Für  Studierende  des  Maschinenbaues.  Ingenieure,  Leiter  grösserer  Dampfbctriobo, 

Cliemilccr  und  Zuclcerteclmilcor. 

Von  F.  J,  Weiss,   Civilingenieur  in  Basel. 
Tn  Leinwand  gebunden  Preis  M.  10, — . 


Zu  beziehen  durch  jede  Buchhandlung. 


Vrrlap  Von  •Inllas  Springer' fn  BerHa  V.' 

Hilfsbuch  für  Dampfmaschinen -Techniker. 

L'Dlcr  liitvirkung  vuQ.^rofahwir  A.  KiW  verfaäst  und  heRiD8gog»t>^  ] 
von  tToscl'  Hrabiik. 

.     Otaibcrgralli  uod  Prgfemr  in  «er  k,  k.  BerEakidrale  la  PrfbruL 
Dritt«  Aultaga.    —    In  gwei  Ttiallan. 

Steuerungstabellen  fQr  Dampfmaschinen 

t  ErlHuterungen  nach  dem  MQIter'ichcn  Schieberdiagr«M 

und  Diil  Bvrückitii'liliifuug  oioer  P1outlBtaiig>>niai)RF 

Elflvh  dem  (i'inifacilcn  KurtelracUus,  »..wir:  beliebinet  Eicenlenljins*nl4ni 

für  elDfitohe  und  Doppel- Sc ■ileborstenorniiiEeii. 

Mit  aahhtichen  BrispietrH  und  in  dm.Ttil  gedruclHeti  Flguntt. 

Ton  Karl  KetnliEirdt,  Ittgeoienr. 
Die   praktische   Anwendung 

der  Schieber-  und  Coulissensteuerungen 

vou  William  S.  Aucliiucloss,  C.  E. 


Die  Berechnung  der  Centrifugalregulatoren. 

Von  W.  Ljuew, 

RB(lrriiiig:i-1t>an«lifiir.  PrifUdoeeDt  an  dgr  K^L.  Tschn.  Eacluctliiila  CtiarlottEnbur«. 

Mit  es  in  (lo.  Teil  salmckim  Figuren  und  6  Tafeln. 

In  LeiDwaud  «ebundaii  PruiB  M.  *.—. 

Die  Bedingungen  für  eine  gute  Regulirung. 

j  Uoleretidiimg   livT  llt.^allningsvoTgüagi^   liei  Dampfmantliintn   iiuil  Tiirbinco 
ym  J.  Isaacliscu,  Ingenieur. 


Die  Gebläse.. 

e  der  MaacliiiiPn  lur  BcWPKiinB- Vrniirhlung  und  Vcrdnoniin 

Von  J.  Tou  Jherlng, 

iintlitar,  Da»nt  an  der  KOd<|I.  Toetmliclitit  Elochieliiile  tu  Aac 
Z.Zl.yergri((pn:  iioue  AuIIokb  in  VorborBilui.g. 

Die  Werlf Zeugmaschinen. 

\''>n  Herrn.  Fischer, 


I.  Die  Metallbearbeitungsmaschinen. 

Mit  1354  FlgUTfn  1.1  Tcrl  >,ni  Tnfrln. 
/n  i>i  Bfliido.   In  Leinw.iii J  i^\,.  Preis  M.  IS,-. 


II.  Die  HolzbearbeitungsmaschiiKii. 

In  LüLn«-an.l  gebundpn  Pn-is  M.  IS,  - 


Technische  Mechanik. 

liin   l.elirliuch  der  Slatik  nuil  Dvniimik  ffir  Masfhinen-  und  B>uingi>nii>iirK. 
Von  B^.  Autenrieth, 

Oberbaiiraih  nnd  Prefcaur  au  der  Knotgl.  Tmhn.  ll<KiiuIi<ila  n  Stailfart. 

Mll  327  in  dr..  Tcj-I  scdrucklni  Ffffiifm.  _    -w--^ 

Pnii»  U.  1».-;  in  Leinwand  BCl.tmdBn  M.  IS.»,  WfL   ">-_^ 
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